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Prefazione alla sesta edizione 

La prima edizione di questo libro e uscita quasi trent' anni fa. 
NeUe edizioni successive il libro e stato rielaborato e ampliato; ora il 
suo volume e quasi raddoppiato rispetto aUa prima edizione. Non e 
mai sorta pero la necessita di modificare il metodo della costruzione 
della teoria proposto da Landau e 10 stile dell'esposizione da egU 
ispirato, il cui tratto fondamentale e la tendenza aUa chiarezza e aUa 
semplicita. Anche nelle rielaborazioni del testo, che ho dovuto fare da 
solo, ho sempre cercato di conservare il pit'i possibile 10 stile originale. 

In confronto aUa precedente edizione i primi nove capitoli del 
libro dedicati all'elettrodinamica sono rimasti quasi immutati. Quanto 
ai capitoli dedicati aUa teoria del campo gravitazionale, essi sono stati 
rielaborati e ampliati. Da un' edizione all' altra il materiale di questi 
capitoli e stato sostanzialmente amp liato , cosicche e sorta la necessita 
di riordinare e di sistematizzare il materiale su questo argomento. 

Vorrei esprimere i pili sentiti ringraziamenti ai miei colleghi, troppi 
per poterli ricordare qui tutti, i quali con osservazioni e consigli mi 
hanno aiutato ad eliminare deficienze nel libro e a portarvi alcune cor
rezioni. Senza questi consigli, senza quella disponibilita ad aiutarmi 
sempre in qualsiasi problema, il lavoro sulla nuova edizione del pre
sente Corso sarebbe risultato molto pili difficile. 

Esprimo un ringraziamento particolare a L. P. Pitaievskij con cui 
ho discusso sempre i problemi sorti, nonche a V. A. Belinskij per il 
suo aiuto nella verifica delle /ormule e nella correzione delle bozze. 

Dicembre 1972 E. LifSUs 



Dalla prefazione alla prima 
e alla seconda edizioni 

II presente volume e dedicato all' esposizione della teoria dei campi 
elettromagnetico e gravitazionale, ossia all' elettrodinamica calla teoria 
della relativita generale. Una teoria completa, logicamente articolata, 
del campo elettromagnetico include in se la teoria della relativita ri
stretta. Abbiamo quindi posto quest'ultima alIa base dell'esposizione 
di tutta la teoria. Come punto di partenza per La deduzione delle rela
zioni fondamentali vengono presi i principi variazionali cke permettollo 
di raggiungere una maggiore generalita, unicita e, in sostanza, una 
maggiore semplicita di esposizione. 

In accordo con il piano generale del nostro Corso di fisica teorica 
(di cui fa parte questo volume) non abbiamo qui toccato per niente i 
problemi inerenti all' elettrodin(Lmica dei mezzi continui, limitandoci 
all' esposizione dell' elettrodinamica «microscopica», cioe dell'elettrodi
namica nel vuoto e delle caricke puntuali. 

La lettura del libro rickiede la conoscenza dei fenomeni elettroma
gnetici al livello del corso generale di fisica. E ancke indispensabile 
una buona conoscenza dell' analisi vettoriale. Non e rickiesta al lettore 
La conoscenza dell' analisi tensoriale cke viene es posta parallelamente 
alla teoria dei campi gravitazionali. 

Mosca, dicembre 1939 

Mosca, giugno 1947 L. Landau e E. LifSits 



Alcune notazioni 

Grandezze tridimensionali 

G Ii indici tensoriali tridimensionali vengono indica ti con Ie lettere 
greche 
Elementi di volume, di area e di lunghezza: dV, df, dl 
Impulso e energia di una particella: p e ~ 
Hamiltoniana: QJf] 
Potenziale scalare e potenziale di un campo elettromagnetico: cp e A 
Vet tore campo elettrico e vettore campo linagnetico: E e H 
Densita di carica e di corrente: p e j 
Momento di dipolo elettrico: d 
Momento di dipolo magnetico: m 

Grandezze quadridimensional i 

Gli indici tensoriali quadridimensionali vengono indicati con Ie lette
re i, k, l, ... che prendono i valori 0, 1, 2, 3 
La metrica adottata e: (+ - - -) 
La regola di innalzamento e di abbassamento degli indici e data 
alIa pag. 31 
Le componenti dei quadrivettori si scrivono nella .forma: A i=(A 0, A) 
Tensore unita antisimmetrico di rango quattro: e 'ktm , dove e0123 = 1 
(la definizione alIa pag. 34) 
Elemento di volume quadridimensionale: dQ = dx°dxldx2dx~ 
Elemento di ipersuperfic~e: dSi (la definizione ana pag. 38) 
Raggio quadrivettore: x' = (ct, r) 
Quadrivelocita: u i = dix/ds 
Quadriimpulso: p~ = (W,/c, p) 
Quadricorrente: r = (cp, pv) 
Quadripotenziale del campo elettromagnetico: Ai = (cp, A) 

Quadritensore elettromagnetico: Fik = ~~~ - ::~ (la relazione tra Ie 
componenti di Fik e Ie componep.ti E e H e definita ana pag. 89) 
Quadritensore energia-impulso: T'k (la definizione delle sue compo
nenti e data alIa pag 113) 



Capitolo I 

PRINCIPIO DI RELATIVITA 

§ 1. Velocita di propagazione delle interazioni 

Per Ia descrizione dei processi che avvengono nella natura occor
re un sistema di riferimento. Con sistema di riferimento si intende 
l'insieme di un sistema di coordinate, che serve a determinare Ia 
posizione delle particelle nello spazio, e di un orologio per indicare 
il tempo legato al sistema stesso. 

Esistono sistemi di riferimento nei quali il moto libero dei corpi, 
cioe il moto dei corpi non sottoposti all'azione di forze esterne, 
avviene a velocita costante. Tali sistemi di riferimento sono 
detti inerziali. 

Se due sistemi di riferimento si trovano l'uno rispetto all'altro 
in moto rettilineo uniforme e se uno di essi e inerziale, e evidente che 
e inerziale anche il secondo (ogni moto libero anche in questo siste
ma sara rettilineo ed uniforme). Esiste quindi un numero arbitra
rio di sistemi di riferimento inerziali, che si trovano I'uno rispetto 
all'altro in moto traslatorio uniforme. 

L' esperienza dimostra Ia valid ita del cosiddetto principio di 
relativita. Secondo questo principio tutte Ie Ieggi della natura sono 
identiche 'in tutti i sistemi di riferimento inerziali. In altri termini, 
Ie equazioni che esprimono Ie Ieggi della natura sono invarianti 
rispetto alle trasformazioni delle coordinate e del tempo, corrispon
denti ad un cambiamento di riferimento inerziale. Cio significa 
che l'equazione descrivente una Iegge della natura, espressa median
te Ie coordinate e il tempo, ha Ia stessa forma in tutti i sistemi 
di riferimento inerziali. 

L'interazione di particelle materiali viene descritta in meccanica 
classica mediante l'energia potenziale d'interazione, Ia quale e una 
funzione delle coordinate delle particelle interagenti. E facile vedere 
che questo metodo di descrizione presuppone valida I'ipotesi che Ie 
interazioni si propaghino istantaneamente. Infatti, secondo questa 
descrizione, Ie forze che Ie altre particelle esercitano su una particella 
data dipendono, in ogni istante di tempo, soitanto dalla posizione 
delle particelle in questo stesso istante. II cambiamento della posi
zione di qualsiasi particella interagente si riflette istantaneamente 
sulle altre particelle. 
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L'esperienza mostra, tuttavia, che non esistono nella natura 
interazioni istantanee. Per questa ragione, la meccanica, che parte 
dall'ipotesi della propagaz Lone istantanea delle interazioni, contie
ne una certa imprecisione. In reaIta, se uno dei corpi interagenti 
subisce qualche cambiamento, la ripercussione su un aItro corpo del 
sistema si produrra dopo un certo intervallo di tempo. SoItanto alIa 
fine di questo intervallo d'i tempo il secondo corpo subirii. processi 
dovuti a questa cambiamento. Dividendo la distanza tra i due corpi 
per questa intervallo di tempo, troviamo la « velocita di propagazio
ne delle interazioni ». 

Notiamo che questa velocita si potrebbe pili propriamente chia
mare velocita massima di propagazione delle interazioni. Essa deter
mina soltanto quell'intervallo di tempo necessario affinche il 
cambiamento subito da un corpo cominci a manifestarsi su un altro 
corpo. B evidente che l'esistenza di una velocita massima di propa
gazione delle interazioni significa anche che non puo esistere nella 
natura un mota con velocita sllperiore a questa. In effetti, se tale 
moto potesse aver luogo, 10 "Ii potrebbe utilizzare per realizzare 
una interazione con velocita superiore alla velocita massima di 
propagazione delle interazioni. 

Dell'interazione, che si propaga da una particella ad un'aItra, si 
parla spesso come di un « segnale» emesso dall 'una per « infor
mare » l'altra circa un cambiamento da essa subito. Si parla allora 
della velocita di propagazione delle interazioni come della « velocita 
di un segnale ». 

Dal principio di relativita segue, in particolare, che la velocita 
di propagazione delle interazioni e la stessa in tutti i sistemi inerzia
li di riferimento. La velocita di propagazione delle interazioni 
e quindi una costante universale. 

Come si vedra in seguito, questa velocita cost ante e anche la 
velocita di propagazione della luce nel vuoto; per questo ]a chiamano 
velocita della luce. Essa viene indicata di solito con la lettera c, 
e il suo valore numerico e 

e = 2,998.1010 em/so (1,1) 

II valore elevato di questa velocita spiega il fatto che nella mag
gioranza dei casi la meccanica classica e in pratica sufficientemente 
precisa. Le velocita con Ie quali abbiamo generalmente ache 
fare sono talmente piccole rispetto a c, che la precisione dei risultati 
praticamente non viene alterata se supponiamo la velocita della 
luce infinita. 

II principio di relativita, insieme al postulato dell'esistenza 
di una velocita limite di propagazione delle interazioni, e chiamato 
principio di relativita di Einstein (fu enunciato da Einstein ne11905); 
ricordiamo qui che il principio di relativita di Galilei considera 
infinita la velocita di propagazione delle interazioni. 
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La meccanica basata suI principio di relativita di Einstein (10 
chiameremo semplicemente principio di relativita) e detta relativi
stiea. Nel caso limite in cui Ie velocita dei corpi in mota sono piccole 
rispetto alIa velocita della Iuce, si puo trascurare I'effetto di una 
velocita limite di propagazione delle interazioni suI moto. La 
meccanica relativistica coincide allora con Ia meccanica ordinaria 
che parte dall'ipotesi che Ia propagazione delle interazioni sia istanta
nea; questa meccanica si chiama newtoniana 0 classica. II passaggio 
limite dalla meccanica relativistica alla meccanica classica puo 
essere effettuato formalmente ponendo nelle formule della meccanica 
relativi3tica e --+ 00. 

Gia in meccanica classica 10 spazio e relativo, cioe Ie relazioni 
spaziali tra differenti eventi dipendono soltanto dal sistema di 
riferimento nel quale vengono descritti. L' asserzione che due 
eventi avvengono ad istanti differenti in uno stesso punto della 
spazio 0, in generale, ad una determinata distanza l'uno dall'altro, 
acquista un senso soltanto se e indicato il sistema di riferimento al 
quale questa asserzione si riferisce. 

II tempo in meccanica classica e invece assoluto; in altri termini, 
si suppone che Ie proprieta del tempo non dipendano dal sistema di 
riferimento; il tempo e identico per tutti i sistemi di riferimento. 
Cii) significa che se due eventi arbitrari sono simultanei per un osser
vatore, essi sono ugualmente simultanei per ogni altro osservatore. 
In generale, l'intervallo di tempo tra due eventi dati dev'essere 
identico in tutti i sistemi di riferimento. 

E facile a questo punto convincersi quanto sia profonda la con
traddizione tra il concetto di tempo assoluto e il principio einsteinia
no di relativita. E sufficiente ricordare a questo proposito che in 
meccanica classica, fondata suI concetto di tempo assoluto, e valida 
Ia Iegge universalmente nota di composizione delle velocita secondo 
la quale la velocita di un mota composto e semplicemente uguale 
alIa somma (vettoriale) delle velocita componenti. Essendo univer
sale, questa Iegge dovrebbe essere applicabile anche alIa propagazio
ne delle interazioni. Risulterebbe allora che la velocita di propaga
zione in diversi sistemi di riferimento deve essere diversa, cii) che 
e in disaccordo con il principio di relativita. L'esperienza peri) con
ferma interamente sotto questa aspetto il principio di relativita. Le 
misure eseguite per Ia prima volta da Michelson (1881) rivelarono 
la totale indipendenza della velocita della luce dalla direzione della 
sua propagazione; secondo i postulati della meccanica classica, la 
velocita della luce nel verso della traslazione della Terra dovrebbe 
essere differente dalla velocita nel verso opposto. 

COS!, il principio di relativita conduce a risultati secondo i quali 
il tempo non e assoluto. II tempo scorre diversamente in diversi 
sistemi di riferimento. Di conseguenza, l' asserzione che due eventi 
dati sono separati da un intervallo di tempo determinato acquista 
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un significato solo se e indicato il sistema di riferimento al quale si 
riferisce questa asserzione. In particolare, gli eventi simultanei in 
un certo sistema di riferimento non 10 saranno in un altro sistema. 

Per illustrare questo fatto, facciamo un esempio semplice. 
Consideriamo due sistemi di riferimento inerziali K e K' con 

rispettivi assi coordinati xyz ed x'y'z'; il sistema inerziale K' si 
sposta rispetto al sistema K verso destra lungo gli assi x ed x' 
(fig. 1). 

Supponiamo che da un punto A sull'asse x' vengano emessi se
gnali in due direzioni opposte. Siccome la velocita di propagazione del 

z z 

!/ !/ 
Fig. 1 

, 

B A c 

segnale nel sistema K', come in qualsiasi altro sistema inerziale, 
e la stessa in ambedue Ie direzioni ed e uguale a c, i segnali giungeran
no nei punti B e C equidistanti da A in uno stesso istante (nel siste
ma K'). 

Tuttavia, e facile vedere che questi due eventi (arrivo del 
segnale in B e C) non saranno affatto simultanei per un osservatore 
che si trovi nel sistema K. In effetti, la velocita dei segnali relati
vamente al sistema K, in accordo con il principio di relativita, 
e sempre uguale a c, e poiche il punto B si muove (relativamente al 
sistema K) incontro al segnale emesso, mentre il punto C si allontana 
dal segnale (emesso da A verso C), nel sistema K il segnale arrivera 
prima n'el punto B e poi nel punto C. 

Quindi il principio di relativita di Einstein introduce cambiamen
ti fondamentali nei concetti principali della fisica. I concetti di 
spazio e di tempo che abbiamo appreso dall'esperienza di tutti 
i giorni sono approssimativi poiche nella vita comune noi abbiamo 
a che fare soltanto con velocita molto piccole rispetto alla velocita 
della luce. 

§ 2. I nteruallo 

TT::seremo spesso in seguito il concetto di evento. Un evento 
e def nito dal punto e dall'istante in cui avviene. Un even to 
relativ) ad una particella materiale e quindi determinato dalle 
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tre coordinate di questa particella e dall'istante in cui esso si 
e verificato. 

Per ragioni di chiarezza, e talvolta comodo utilizzare un imma
ginario spazio quadridimensionale sui cui assi si pongono Ie tre 
coordinate spaziali e il tempo. In questo spazio un evento sara 
rappresentato da un punto. Tali punti sono detti punti d'universo. 
Ad ogni particella corrisponde una c.erta linea (linea d'universo) in 
questa spazio quadridimensionale. I punti di questa linea definisco
no Ie coordinate della particella in tutti gli istanti. Una part i
cella materiale in mota rettilineo uniforme ha per linea d 'universo 
una retta. 

Traduciamo ora il principio d'invarianza della velocita della 
luce in linguaggio matematico. A tale scopo consideriamo due siste
mi di riferimento K e K' che si muovono I 'uno rispetto all' altro 
con velocita costante. Scegliamo gli assi coordinati in modo tale 
che gli assi x ed x' coincidano, e gli assi Y e z siano par all eli agli assi 
Y' e z'; indichiamo con t e t' il tempo rispettivamente nei siste
mi K e K'. 

Supponiamo che il primo evento consist a nell'emissione di un sa
gnale che si propaga alla velocita della luce da un punto con coordina
te Xl' YI, ZI all'istante tl nel sistema di riferimento K. Osserveremo la 
propagazione di questa segnale dal sistema K. Supponiamo che il 
secondo evento consista nell'arrivo del segnale nel punta x 2 ' Y2' 
Z2 all'istante t 2 • La velocita di propagazione del segnale e c e, di 
conseguenza, il cammino percorso e uguale a c (t2 - tI). D'altra parte, 
questa stessa distanza e [(X2 - XI )2 + (Y2 - YI)2 + (Z2 - ZI)2]I/2. 

Quindi possiamo scrivere la seguente relazione tra Ie coordinate di 
entrambi gli eventi nel sistema K: 

(X2- X1)Z+ (Y2 -Y1)2 +(Z2- Z1)2- c2 (t2- t1)2 = O. (2,1) 

Gli stessi eventi, ossia la propagazione del segnale, si possono 
osservare anche dal sistema K'. Siano x;, y~, z;, t; Ie coordinate del 
primo evento nel sistema K', ex;, y;, z;, t; quelle del secondo evento. 
Essendo la velocita della Iuce Ia stessa in K ed in K', abbiamo una 
relazione analoga alla (2,1): 

(2,2) 

Se Xl' YI' ZI' tl ed x 2, Y2' Z2' t2 sono Ie coordinate di due eventi 
arbitrari, la grandezza 

S12 = [CZ (t2 - tl)2 - (X2 - Xl)2 - (Y2 - Y1)Z - (Z2 - ZI)ztl2 (2,3) 

si chiama intervallo tra questi due eventi. 
Dall'invarianza della velocita della Iuce deriva quindi che se 

I'intervallo di due eventi e nullo in un sistema di riferimento, esso 
sara nullo in qualsiasi altro sistema. 
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Se due eventi sono infinitamente vicini, il loro intervallo ds sf 
scrive: 

ds2 = cZdtZ - dx2 - dy2 - dz2
• (2,4) 

La forma dell'espressione (2,3) 0 (2,4) permette di considerare 
l'intervallo dal punto di vista matematico formale come la distanza 
tra due punti i.n un immaginario spazio quadridimensionale (sui cui 
assi poniamo x, y, z e il prodotto ct). Esiste, tuttavia, una differenza 
sostanziale tra l' espressione di questa grandezza nella spazio quadri
dimensionale e l' espressione coorrispondente nella geometria ordi
naria: il quadrato dell'intervallo si ottiene sommando i quadrati 
delle differenze delle coordinate rispetto ai diversi assi con segni 
diversi anziche con segni uguali l

). 

Come abbiamo accennato sopra, se ds = 0 in un sistema di ri
ferimento inerziale, si ha ds' = 0 anche in un altro sistema. D'altra 
parte, ds e ds' sono infinitesimi della stesso ordine. Da queste consi
derazioni segue che ds2 e ds'2 debbono esser.e proporzionali: 

ds2 =ads'2, 

dove il coefficiente a puo dipendere solamente dal valore assoluto 
della velocita relativa dei due sistemi inerziali. Esso non puo dipen
dere dalle coordinate e dal tempo; in caso contrario i differenti punti 
della spazio e del tempo non sarebbero pili equivalenti, cos a che 
e in disacco~do con l'uniformita della spazio e del tempo. Esso non 
puo dipendere neppure dalla direzione della velocita relativa perch8 
cio sarebbe in contraddizione con l'isotropia dello spazio. 

Consideriamo ora tre sistemi di riferimento K, K17 K2 e suppo
niamo che VI e V Z siano Ie veloci ta del moto di K I e K Z rispetto a K. 
Abbiamo aHora: 

ds2 = a (V1) ds:, ds2 = a (Vz) ds;. 

Per la stessa ragione possiamo scrivere: 

ds~ = a (ViZ) dsi, 

dove V12 e il valore assoluto della velocita di K2 rispetto a K1• 

Confrontando queste relazioni, otteniamo: 
a (V2 ) V 
a (Vt) = a ( 12). (2,5) 

La grandezza V12 dipende non soltanto dai valori assoluti dei vettori 
VI e Vz, ma anche dall'angolo che essi formano. Questo angolo non 
entra affatto nel primo membro della relazione (2,5). Ne segue dun
que che questa relazione puo essere valida sol tanto se la funzione 

1) La geometria quadridimensionale definita dalla formula quadratica (2,4) 
e detta non eucltdea a differenza della geometria euclidea ordinaria. Essa fu 
introdotta in relazione alIa teoria della relativita da H. Minkowski. 



PRINCIPIO DI RELATlVlTA 19 

a (V) si riduce ad una cost ante , uguale a 1, come risulta dalla 
stessa relazione. 

Abbiamo dunque 
ds2 =dS'2, (2,6) 

e dall 'uguaglianza di intervalli infinitesimi segue l'uguaglianza 
anche di intervalli finiti: s = s'. 

Abbiamo ottenuto COS! un risultato di estrema importanza: 
l'intervallo fra due eventi e uguale in tutti i sistemi di riferimento 
inerziali, cioe e un invariante rispetto alla trasformazione di un 
sistema di riferimento inerziale in un qualsiasi altro. Questa inva
rianza e dunque l'espressione matematica della costanza della velo
citit della luce. 

Supponiamo an cora che Xl' Yl' Zl' tl ed X 2, Y2' Z2' t2 siano Ie coor
dinate di due eventi in un sistema di riferimento K. Si domanda 
se esiste un sistema di riferimento K' nel quale questi due eventi 
coincidono nello spazio. 

Poniamo 

t2 - tt = t 12 , (X2 - X1)2 + (Y2 - Y1)2 + (Z2 - Zt)2 = l~2' 
II quadrato dell'intervallo tra gli eventi nel sistema K e allora: 

S:2 = c2t~2 -l:2 

e nel sistema K': 

c, in virtu dell'invarianza dell'intervallo, 

c2t~ -l:2 = c2t;~ -l~~. 

Vogliamo che nel sistema K' i due eventi abbiano luogo nello stesso 
punto, cioe che Z;2 = O. Allora 

S:2 = c2t:2 -l:2 = c2t;~ > O. 

Di conseguenza, il sistema cercato esiste se S:2 > 0, cioe se l'interval-
10 fra i due eventi e reale. Gli intervalli reali so no detti del genere 
tempo. 

Se l'intervallo tra due eventi e del genere tempo, esiste allora un 
sistema di riferimento nel quale i due eventi sono avvenuti in uno 
stesso punto. II tempo trascorso tra questi eventi in questo siste
ma e: 

t' - 1 V 2 2 l2 S12 
12-- C t12 - 12=-' 

C C 
(2,7) 

Quando i due eventi sono relativi aHo stesso corpo, il loro 
intervallo e sempre del genere tempo. In effetti, 10 spazio pel'corso 
dal corpo tra i due eventi non puo essere superiore a ct12 , non potendo 

2· 
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la velocita del corpo superare c. Quindi si ha sempre 

112 < ctl2 • 

Vediamo ora se e possibile trovare un sistema di riferimento 
tale che i due eventi siano simultanei. Come nel caso precedente 
per i sistemi K e K' si ha: c2t~2 - l~2 = c2t;; - l;;. Vogliamo 
che t;2 = 0; quindi 

8~2 = -l;~< O. 

Di conseguenza, il sistema cercato puo essere trovato solo nel caso in 
cui l'intervallo 812 tra i due eventi e immaginario. Gli intervalli 
immaginari sono detti del genere 8pazio. 

In tal modo, se l'intervallo tra i due eventi e del genere spazio, 
esiste un sistema di riferimento nel qua Ie i due eventi so no simulta
nei. La distanza tra i punti dove questi eventi hanno avuto luogo in 
questa sistema e: 

l ' 1112 2 2 • 
12= I' 12 -c t12 = £812' (2,8) 

La classificazione in intervalli del genere tempo e spazio a, 
in virtu della loro invarianza, un concetto assoluto. Cio significa 

t 
I 

a c 

Fig. 2 

che la proprieta di un intervallo di essere del genere tempo 0 spazio 
non dipende dal sistema di riferimento. 

Prendiamo un evento qualunque - chiamiamolo ~vento 0 - come 
origine del tempo e delle coordinate spaziali. In altri termini, il 
punto d 'universo O.sara I' origine delle coordinate nel sistema quadri
dimensionale sui cui assi poniamo x, y, z, t. Vediamo ora quali sono 
Ie relazioni del dato evento 0 con tutti gli altri eventi. Per fissare 
Ie idee, prendiamo una sola coordinata spaziale e il tempo ponen
doli sui due assi (fig. 2). II moto rettilineo uniforme di una particella 
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che passa per il punto x = 0 per t = 0 sara rappresentato da una 
retta passante per 0 e formante con l' asse delle t un angolo la cui 
tangente e uguale alIa velocita della particella. Essendo c la 
pili grande velocita possibile, esiste allora un angolo massimo 
che questa retta puo form are con l'asse delle t. Nella fig. 2 sono trac
ciate due rette che rappresentano la propagazione di due segnali 
(all a velocitil della luce) in due direzioni opposte passanti per l'even
to 0 (cioe passanti per il punto x = 0 quando t = 0). Tutte Ie rette 
rappresentanti il mota di particelle possono trovarsi soltanto 
all'interno delle regioni aOc e dOb. Sulle rette ab e cd abbiamo, 
evidentemente, ,x = ± ct. Consideriamo dapprima eventi i cui 
punti d'universo si trovano all'interno della regione aOc. E facile 
vedere che in tutti i punti di questa regione c2t2 _x2 > O. In altre 
parole, gli intervalli tra un qualsiasi evento di questa regione e l' even
to 0 so no del genere tempo. Essendo in questa regione t > 0, tutti 
gli eventi in essa avvengono « dopo » l'evento O. Due eventi separati 
da un intervallo del gpnere tempo non possono essere simultanei in 
alcun sistema di riferimento. Di conseguenza, non e neppure pos
sibile trovare un sistema di riferimento dove qualche evento della 
regione aOc avvenga « prima » dell'evento 0, cioe che si abbia t < O. 
In tal modo, tutti gli eventi della regione aOc sono posteriori ad 0, 
a prescindere dal sistema di riferimento. Questa regione puo quindi 
essere chiamata regione del « futuro assoluto » rispetto all'evento O. 

Analogamente, tutti gli eventi della regione bOd sono nel « pas
sato assoluto » rispetto all'evento 0, cioe gli eventi di questa regions 
sono anteriori ad 0 in tutti i sistemi di riferimento. 

Consideriamo infine Ie regioni dOa e cOb. L' intervallo tra qualsia
si evento di queste regioni e l'evento 0 e del genere spazio. Qualunque 
sia il sistema di riferimento, questi eventi avvengono sempre in 
differenti punti della spazio. Queste regioni si possono quindi chia
mare « regioni di allontanamento assoluto » rispetto ad O. Tuttavia, 
i concetti di « simultaneo », « prima » e « dopo » per gli eventi di 
queste regioni sono relativi. Per ogni even to di queste regioni esisto
no sistemi di riferimento dove esso e posteriore ad 0, altri sistemi dove 
esso e anteriore ad 0 ed, infine, un sistema di riferimento dove esso 
e simultaneo ad O. 

Notiamo che se si considerano tutte e tre Ie coordinate spaziali 
invece di una sola, in luogo di due rette intersecantisi nella fig. 2 
si avrebbe un « cono » x 2 + y2 + Z2 - c2t2 = 0 nel sistema quadri
dimensionale con coordinate x, y, Z, t; l'asse del cono (chiamato cana 
di luce) coincide con l'asse delle t. Le regioni del « futuro assolu
to » e del « passato assoluto» sono rappresentate aHora dalle due 
falde interne di questo cono, rispettivamente. 

Due eventi possono essere legati da un rapporto di causalita 
soltanto nel caso in cui il loro intervaHo sia del gener!) tempo. 
Questo risultato segue immediatamente dall'impossibilita che qual-
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che interazione si propaghi piu velocemente della luce. Come abbia
mo appena visto, i concetti di « prima ) e « dopo » hanno un senso 
assoluto solo per questi eventi; questa e una condizione indispen
sabile perche i concetti di causa e di effetto abbiano senso. 

§ 3. Tempo proprio 

Supponiamo di osservare da un sistema di riferimento inerziale 
un orologio animato da un mota arbitrario rispetto a noi. In ogni 
istante questa mota puo essere considerato uniforme. Possiamo quin
di in ogni istante fissare rigidamente all' orologio un sistema di 
coordinate che sara (con l'orologio) un sistema di riferimento 
inerziale. 

In un intervallo di tempo infinitesimo dt (secondo un orologio 
fisso che si trova cioe nel nostro sistema di riferimento) l'orologio 
in movimento percorre la distanza 

V dx2 + dy2 + dz2
• 

Si domanda: quale sara l'intervallo ditempo dt' indicato dall'orolo
gio in moto? Nel sistema di coordinate legato all'orologio in movi
mento quest'ultimo e fermo, cioe dx' = dy' = dz' = O. In virtu 
dell' in varianza dell' intervallo, 

ds2 = c2 dt2 _ dx2 - dy"'l. - dz2 = c2 dt''J, 
donde 

Ma 

dove vela velocita dell'orologio in moto; perclO , ds Y---v-2 

dt =-- = dt 1--. 
C C2. 

(3,1) 

L'integrazione di questa espressione da l'intervallo di tempo indi
cato dall'orologio in movimento, quando l'orologio fisso indichera 
il tempo t2 - tl: 

(3,2) 

II tempo indicato da un orologio, solidale con un corpo dato, 
e detto tempo proprio di questo corpo. Le formule (3,1) e (3,2) 
esprimono il tempo proprio in funzione del tempo misurato 
nel sistema di riferimento rispetto al quale si considera il moto. 
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Come risulta dalle formule (3,1) e (3,2), il tempo proprio di un 
corpo in moto e sempre minore del corrispondente intervallo di 
tempo nel sistema fisso. In altri termini, un orologio in moto va 
pili lentamente di un orologio fisso. 

Supponiamo ora di avere un altro orologio in moto rettilineo 
uniforme rispetto ad un sistema di riferimento inerziale K. 11 siste
ma K' solid ale con il secondo orologio e anch'esso inerziale. Allora, 
l'orologio del sistema K', dal punto di vista di un osservatore nel 
sistema K, ritarda rispetto all'orologio dell'osservatore. E al contra
rio, dal punto di vista del sistema K', ritarda l' orologio nel sistema K. 
Per convincerci che non esiste alcuna contraddizione, consideriamo il 
seguente fatto. Per costatare che l' orologio di K' ritarda su quello di K, 
procediamo nel modo seguente. Supponiamo che in un certo istante 
l'orologio di K' incontri quello di K e che in questo istante essi 
indichino 10 stesso tempo. Per confrontare l' andatura degli orologi 
di K e di K', bisogna nuovamente confrontare Ie indicazioni dell'oro
logio di K' con un secondo orologio di K, ossia con quello incontrato 
dall'orologio di K' in un altro istante. Si scopre COS! che l'orologio 
di K' ritarda sull'orologio di K con quale viene confrontato. Per 
poter confrontare l' andatura degli orologi in due sistemi di riferimen
to, occorrono quindi pili orologi in un sistema e un orologio in un 
altro sistema. 

Risulta percio che questa processo non e simmetrico rispetto 
ai due sistemi considerati. In ritardo sara sempre l' orologio 
che viene confrontato con differenti orologi dell'altro sistema di 
riferimento. 

Se si prendono due orologi uno dei quali descrive una traiettoria 
chiusa per tornare alIa posizione iniziale (dove si trova 1'0rologio 
fi'Sso), risultera in ritardo proprio l'orologio in mota (rispetto a quel-
10 rlmasto fisso). 11 ragionamento inverso, nel quale i ruoli degli 
orologi vengono invertiti, non e valido perche l'orologio descrivente 
la traiettoria chiusa non compie un moto rettilineo e uniforme, e il 
sistema di riferimento relativo ad esso non e inerziale. 

Siccome Ie leggi della natura sono identiche soltanto in sistemi 
di riferimento inerziali, i sistemi di riferimento relativi all'orologio 
fisso (sistema inerziale) e a quello in moto (sistema non inerziale) 
possiedono proprieta differenti, e il ragionamento secondo il quale 
l'orologio fisso dovrebbe ritardare e sbagliato. 

L'intervallo di tempo indicato da un orologio e uguale all'inte-

grale ~ J ds preso lungo la linea d'universo di questa orologio. Se 

1'0rologio e fisso, la sua linea d'universo e una retta parallel a all'asse 
del tempo; se invece l'orologio compie un moto non uniforme lungo 
una traiettoria chiusa e ritorna alla posizione di partenza, la sua 
linea d 'universo e una curva passante per due punti sulla retta d 'uni
verso di un orologio fisso, corrispondenti all'inizio ed alIa fine del 
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moto. D'altra parte, abbiamo visto che il tempo indicato da un 
orologio in quiete e sempre maggiore di quello di un orologio in 

moto. Si arriva quindi alla conclusione che l'integrale J ds preso 

tra due punti d 'universo dati ha un valore massimo quando 
e esteso alIa retta d 'universo che congiunge questi due puntil). 

§ 4. Tras/ormazione di Lorentz 

Ci proponiamo ora di trovare Ie formule di trasformazione da un 
sistema di riferimento inerziale in un altro, cioe Ie formule che 
permettono, conoscendo Ie coordinate x, y, z, t di un even to in un 
sistema di riferimento K, di trovare Ie coordinate x', y', z', t' della 
stesso evento in un altro sistema inerziale K'. 

Questo problema in meccanica classica si risol ve molto facil
mente. Essendo il tempo assoluto, abbiamo t = t'; scegliendo poi Ie 
coordinate nel modo solito (facendo cioe coincidere gli assi x ed x', 
mentre gli assi y, z restano paralleli a y', z' e il mota avviene lungo 
gli assi x ed x'), Ie coordinate y e z saranno evidentemente uguali 
alle coordinate y' e z', mentre Ie coordinate x ed x' differiranno per 
la distanza percorsa da un sistema rispetto all'altro; se come origine 
del tempo si prende l'istante in cui i due sistemi delle coordinate 
coincidono e se si indica con V la velocita di K' rispetto a K, questa 
distanza sara allora Vt. Quindi si ha: 

x=x'+Vt, y=y', z=z', t=t'. (4,1) 

Queste sono Ie formule di tras/ormazione diGalilei. E facile verificare 
che questa trasformazione, come c'era da aspettarsi, non soddisfa la 
condizione della teoria della relativita: essa non lascia invariante 
l'intervallo tra due eventi. 

Per cercare Ie formule di trasformazione relativistiche, partiremo 
dal requisito che esse lascino invarianti gli intervalli. 

Come abbiamo visto nel § 2, l'intervallo tra due eventi si puo 
considerare come la distanza tra i due punti d'universo corrispondenti 
in un sistema di coordinate quadridimensionale. Possiamo dunque 
affermare che la trasformazi:me cercata deve lasciare inalterate tutte 
Ie lunghezze nello spazio quadridimensionale x, y, z, t, ct. Tali tra
sformazioni non possono essere che traslazioni e rotazioni del sistema 
di coordinate. Le traslazioni del sistema di coordinate non presentano 

1) Si suppone naturalmente che questi punti e Ie linee che li congiungono 
siano tali che tutti gli elementi ds su queste linee sonG del genere tempo. 

Questa proprieta dell'integrale e dovuta al carattere non euclideo della 
geometria quadridimensionale. In uno spazio euclideO' questo integrale sarebbe 
minimo lungo una retta. 
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alcun interesse perche si riducono ad un semplice spostament'o 
dell'origine delle coordinate spaziali e ad un cambiamento dell'ori
gine dei tempi. Quindi la trasformazione cercata dev'essere espressa 
matematicamente come rotazione di un sistema di coordinat& 
quadridimensionale x, y, z, t. 

Ogni rotazione in uno spazio quadridimensionale PUQ essere scom
posta in sei rotazioni rispettivamente nei piani xy, zy, XZ, tx, ty, tz 
(analogamente una rotazione nello spazio ordinario PUQ essere scom
posta in tre rotazioni nei piani xy, zy ed xz). Le tre prime rotazioni 
trasformano solo Ie coordinate spaziali; esse corrispondono quindi 
aIle rotazioni ordinarie nella spazio euclideo. 

Consideriamo una trasformazione nel piano tx; Ie coordinate 
y e z restano invariate. In particolare, questa trasformazione deve 
lasciare invariata la differenza (et)2 - x2, ossia il quadrato della 
« distanza » del punta (et, x) dall' origine delle coordinate. La relazio
ne tra Ie vecchie e Ie' nuove coordinate in questa trasformazione 
e data dalle formule 

x = x' ch'IjJ + et ' sh'IjJ, et = x' sh'IjJ + et'ch'IjJ, (4,2) 

dove'IjJ e l' « angolo di rotazione »; e semplice verificare l'uguaglian
za e2t2 - x2 = e2 t '2 - X '2 • Le formule (4,2) si differenziano dalle 
formule ordinarie di trasformazione nella rotazione degli assi coor
dinati per la sostituzione delle funzioni trigonometriche con quelle 
iperboliche. In questo si manifest a la differenza della geometria non 
euclidea dalla geometria euclidea. Le formule che cerchiamo sono Ie 
formule di trasformazione che permettono di pass are da un sistema 
di 'riferimento inerziale K ad un sistema K' che si muove rispetto 
a K lungo l'asse x con velocita V. In questa caso e evidente che 
sono soggetti alIa trasformazione sol tanto la coordinata x ed il 
tempo t. Questa trasformazione deve avere la forma (4,2). Resta 
da determinare l' angolo 'IjJ che PUQ dipendere solo dalla velocita 
relativa VI). 

Consideriamo il moto dell'origine delle coordinate di K' nel 
sistema K. AHora x' = 0, e Ie formule (4,2) si scrivono 

x = et' sh 'IjJ, et = et' ch 'IjJ, 
0, dividendo membro a membro, 

:t = th 'IjJ. 

dove xlt e evidentemente la velocita del sistema K' rispetto a K. 
Si ha quindi 

v 
th'IjJ=-, 

c 

1) Per evitare confusione, indicheremo ovunque con V la velocita relativa 
costante tra due sistemi inerziali e con v la velocita di una particella in moto. 
che non e necessariamente costante. 
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da cui 
v 

sh'lJl= -V c , V2 
1-C2" 

1 
Ch'lJl=-V . V2 

1--
c2 

Sostituendo queste ultime espressioni nella (4,2), troviamo: 

x'+ Vt' , 
X= ,y=y, 

-V V2 
1--

c2 

z=z', 
t'+~x' 

c2 

t= . 

-V V2 
1--

c2 

(4,3) 

Queste sono Ie for mule di trasformazione cercate, che sono chiamate 
formule di tras!ormazione di Lorentz. Queste formule saranno in 
seguito di importanza fondamentale. 

Le formule inverse, esprimenti x', y', z', t' mediante x, y, z, t, 
si possono ottenere semplicemente operando la sostituzione di V 
con - V (poiche in questo caso il sistema K si muove relativamente 
a K' con velocita - V). Le stesse formule si possono ottenere diret
tamente risolvendo Ie equazioni (4,3)-rispetto ad x', y', z', t'. 

Dalla (4,3) e facile vedere che, quando si passa alIa meccanica 
classica per c --+ 00, Ie formule di trasformazione di Lorentz si 
riducono effettivamente alIa trasformazione di Galilei. 

Se nelle formule (4,3) V> c, Ie coordinate x, t diventano imma
ginarie; questo corrisponde all'impossibilita di un moto con velo
cita superiore a quella della luce. Non e nemmeno possibile avere 
un sistema di riferimento che si muova ad una velocita uguale a quel
la della Iuce perche i denominatori delle formule (4,3) si annul
lerebbero. 

Per velocita V, piccole rispetto alIa velocita della luce, in luogo 
delle (4,3) si possono utilizzare Ie formule approssimate 

x=x' + Vt', y= y', z=z', t=t' + ; x'. (4,4) 

Consideriamo ora un'asta in quiete nel sistema K e disposta 
parallelamente all' asse x. Sia ~x = x 2 - Xl (dove x 2 ed Xl so no 
Ie coordinate delle estremita dell'asta nel sistema K) la sua 
lunghezza misurata in questo sistema. Cerchiamo ora la sua 
lunghezza nel sistema K'. A tale scopo bisogna trovare Ie coordinate 
delle due estremita (x; ed x;) in questo sistema allo stesso istante t'. 
DaIle (4,3) abbiamo: 

x'+ Vt' X __ -<::1-==== 
1- V V2' 

1--
c2 

_ x~+ Vt' 
X2- . 

-V V2 
1--

c2 
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La lunghezza dell'asta nel sistema K' e !lx' = x~ - x~ e si 
ottiene sottraendo x 2 da Xl: 

/:1x' 
!lx= . 

-'/1-.!::..: V c2 

Si chiama lunghezza propria di un 'asta la sua lunghezza nel 
sistema di riferimento dove essa e in quiete. Indicando con 
lo = !lx la lunghezza propria e con l la lunghezza della stessa 
asta misurata nel sistema K', otteniamo la relazione: 

(4,5) 

Da questa formula e chiaro che la lunghezza dell'asta e maggiore 
nel sistema di riferimento dove essa e in quiete. La su'a hin
ghezza, in un sistema in cui si muove con la velocita V, dimi
nuisce nel rapporto di Vi - V2/c 2

• Questo risultato della teoria del
la relativita si chiama contrazione di Lorentz. 

Poiche Ie dimensioni trasversali di un corpo in moto non cambia
no, il suo volume r si riduce a110 stesso modo: 

-./ V2 r=ro V 1-C2 , (4,6) 

dove roe il volume proprio del corpo. 
Le trasformazioni di Lorentz ci permettono di trovare i gia 

noti risultati, relativi al tempo proprio (§ 3). Consideriamo un oro
logio in quiete nel sistema K'. Siano dati due eventi che aceadono 
in uno stesso punto x', y', z' de110 spazio nel sistema K'. II 
tempo che separa questi eventi nel sistema K' e !It' = t; - t;. 
Cerchiamo ora il tempo !It che separa gli stessi eventi nel sistema K. 
DaIle (4,3) abbiamo: 

t' -l-~ x' 
1 I c2 

t f = --.---: /==V=2 ' 
V 1--C2 

0, sottraendo l'uno da11'altro, 

ehe e in pieno accordo con la (3,1). 

t'+~x' 
2 c2 

t ----=-== 2- I V2 ' V 1--
C2 

/:1t' 

Notiamo infine an cora una pro prieta delle trasformazioni di 
Lorentz, ehe Ie distingue dalle trasformazioni di GalileL Quest'ul
time possiedono, COme si dice, la proprieta eommutativa, doe il 
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prodotto di due trasformazioni di Galilei successive (con differenti 
velocita VI) V2) non dipende dall'ordine nel quale questa trasforma
zioni sonG effettuate. Al contrario, il prodotto di due trasformazioni 
di Lorentz successive dipende, in generaIe, dailoro ordine di successio
ne. Da un punto di vista puramente matematico, questo e una con
seguenza dell'interpretazione formale di queste trasformazioni come 
rotazioni di un sistema quadridimensionale di coordinate: e notorio 
che il risultato di due rotazioni (intorno ad assi differenti) dipende 
dall' ordine nel quale esse sono effettuate. Fanno eccezione soltanto 
Ie trasformazioni con vettori VI e V 2 paralleli (esse sono equivalenti 
a rotazioni di un sistema quadridimensionale di coordinate intorno 
allo stesso asse). 

§ 5. Tras/ormazione della velocita 

Nel paragrafo precedente abbiamo trovato Ie formule che permet
tono di trovare, conoscendo Ie coordinate di un evento in un sistema 
di riferimento, Ie coordinate dello stesso evento in un altro sistema 
di riferimento. Stabiliamo ora Ie formule che Iegano Ie velocita di 
una particella materiale in sistemi di riferimento distinti. 

Supponiamo ancora una volta che il sistema K' si muova relati
vamente al sistema K con velocita V lungo l'asse x. Siano Vx = 
= dxldt Ia componente della velocita di una particella nel sistema 
K e v~ = dx'ldt' la componente della velocita della stessa particella 
nel sistema K'. 

Dalla (4,3) otteniamo: 

dx' + V dt' 
dX=y- , V 2 

1--
c2 

dy=dy', dz=dz, 
dt' 1 ~dx' 

T c2 
dt= . 

V V2 
1--

c2 

Dividendo Ie prime tre uguaglianze per Ia quarta ed introducendo Ie 
velocita 

troviamo: 

v~+V 
vx=-..c.....;~;-

1+ v~V ' 
c2 

dr 
v=

dt ' 
, dr' 

V = dt" 

v'" /1- V
2 

z V c2 

Vz = (5,1) 
1-+- v~V 

. c2 

Queste sono Ie formule di trasformazione delle velocita. Esse espri
mono la Iegge di composizione delle velocita nella teoria della rela
tivita. Nel caso limite in cui c -+ 00, esse si trasformano nelle for
mule Vx = v~ + V, Vy = v~, Vz = v; della meccanica classica. 
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Nel caso particolare in cui la particella si muove parallelamente 
all'asse x, abbiamo Vx = v, Vy = V z = O. Allora v~ = v; = 0, , , 
Vx = v e 

v'+v 
v=1+ vfV ' 

c2 

(5,2) 

E facile verificare che questa somma di due velocita, inferiori 
o uguali alla velocita della luce, e sempre una velocita non superiore 
a quella della luce. 

Per velocita V, notevoimente inferiori alIa velocita della luce 
(la velocita v puo essere arbitraria), con una approssimazione sino ai 
termini dell'ordine VIc abbiamo: 

Queste tre formule si possono riunire in una sola formula vetto
riale 

v = v' + V --i- (Vv') v'. c (.5,3) 

Notiamo che Ie due velocita componenti v' e V entrano nella 
legge relativistica di composizione delle velocita (5,1) in modo asim
metrico (quando esse non sono dirette tutte e due parallelamente 
all'asse x). Questo fatto e dovuto natural mente alIa non commutati
vita delle trasformazioni di Lorentz menzionata nel paragrafo pre
cedente. 

Scegliamo gli assi coordinati in maniera tale che la velocita 
della particella in un istarite dato appartenga al piano xy. Le sue com
ponenti nel sistema K saranno allora Vx = v cos e, Vy = v sen e, e Del 
sistema K', rispettivamente, v~ = v' cos e', v~ = v' sen e' (v, v' 
e e, a' sono i valori assoluti della velocita e gli angoli che essa for
ma con gli assi x ed x' rispettivamente nei sistemi K e K'). Con 
l' aiuto delle formule (5,1) troviamo: 

v'" /1- V2 sen8' r c2 

tg a = v' cos 8' + V (5,4) 

Questa formula determina il cambiamento di direzlOne della 
velocita nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro. 

Consideriamo pin in dettaglio un caso particolarmente importan
te di questa formula, ossia la deviazione della luce nel passaggio da 
un sistema di riferimento ad un altro, fenomeno detto aberrazione 
della luce. In questo caso si ha v = v' = c, e la formula precedente 
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assume la forma: 

"/1 __ V2 

V c2 a' tg 9 = ~v;-----sen \] . 
-+cos8' 

c 

(5,5) 

Le stesse formule di trasformazione (5,1) ci permettono di otte
nere facilmente una relazione analoga tra sen 9 e cos 9: 

vi--y2" 
1--

c2 

sen 9 = V sen 9' , 
1+- cos8' 

c 

V 
cos8'+

c 
cos 9 = ----::Vo:----

1+-cos8' 
c 

(5,6) 

Nel caso in cui V {:: c, dalla (5,6) con una approssimazione 
sino ai termini d'ordine Vic ricaviamo: 

9 9' V' {V 0' sen - sen = - - sen (] cos \] . 
C 

Introducendo l'angolo ~9 = 9' - 9 (angolo di aberrazione), trovia
mo con la stessa approssimazione 

~f) =-~ sen 9' (5,7) 
c 

che e la formula elementare ben nota dell'aberrazione della luce. 

§ 6. Quadrivettori 

L'insieme delle coordinate (ct, x, y, z) di un evento puc. essere 
considerato come Ie componenti di un raggio vettore quadridimen
sionale (0, per brevial, raggio ~uadrivettore) nello spazio quadridi
mensionale. Indicheremo con x Ie sue componenti, dove l'indice i 
assume i valori 0, 1, 2, 3 e dove 

X
O = ct, Xl = x, x2 = y, x3 = z. 

II quadrato della «lunghezza » di un raggio quadrivettore e dato 
dall' espressione 

Esso non varia per trasformazioni qualsivogliono del sistema di 
coordinate quadridimensionale, quali sono in particolare Ie tra
sformazioni di Lorentz. 

In generale, si chiama quadrivettore (4-vettore) Ai l'insieme di 
quattro.grandezz~Ao, At,A2, A3, che si trasformano come Ie compo
nenti x' di un raggio quadrivettore per trasformazioni del sistema di 
coordinate quadridimensionale. Le trasforlnazioni di Lorentz ci 
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danno: 

A'O+~ A'l A'l+~ A'o 

AO= V C V
2 

' Al= V c V2 ' AZ=A'z, A3=A'3. (6,1) 
i-C"2 i-C"2 

II quadrato del valore di ogni quadrivettore e definito analo
gamente al quadrato di un raggio quadrivettore 

(AO)Z_ (Al)Z_ (A2)2_ (A3)2. 

Per rendere piii comoda la scrittura di tali espressioni, introduciamo 
due « tipi » di componenti dei quadrivettori indicandole rispettiva
mente con Ai ed Ai aventi l'indice in alto e in basso. Teniamo 
intanto presente che 

Ao=Ao, Ai=-Ai, A2 =-A2, A3=-A3. (6,2) 

Le grandezze Ai sono dette componenti controvarianti ed Ai com
ponenti covarianti del quadrivettore. II quadrato di un quadrivettore 
assume allora la forma 

3 

~ AiAi = AOAo+ A1Ai + A2.A2 +A3Aa. 
i=O 

Queste somme si scrivono di solito nella forma A iAi, omettendo il 
segno di somma. Si adotta in generale la regola secondo la quale 
con ogni indice ripetuto due volte in una data espressione si 
sottintende la sommatoria, rna il segno di somma va omesso. Inoltre, 
in ogni coppia di indici uguali uno deve essere scritto superiormente 
e l'altro inferiormente. Questo modo di esprimere una sommatoria su 
indici detti muti e molto comodo e semplifica notevolmente la scrit
tura delle formule. 

Nel presente volume con Ie lettere latine i, k, I, ... indicheremo 
gli indici quadridimensionali che assumono i valori 0, 1, 2, 3. 

Per analogi a con il quadrato di un quadrivettore il prodotto 
scalare tra due differenti quadrivettori si definisce: 

AiB, =AoBo+A1B1 +A2B2+A3B3. 

E peraltro evidente che questa prod otto si puo denotare sia con A iB, 
che con A iBi, senza cambiarne il risultato. Secondo una regola piii 
genera Ie gli indici superiori ed inferiori in ogni coppia di indici muti 
possono sempre essere scambiati di postol). 

II prodotto A iBi e un 4-scalare: esso e invariante rispetto aIle 
rotazioni del sistema di coordinate quadridimensionale. E facile 

1) Nelle pubblicazioni moderne si omettono generalmente gli indici dei 
quadrivettori, indicando quadrati e prodotti scalari semplicemente con A2, AB. 
Nel presente volume tuttavia non adotteremo questo tipo di notazioni. 



32 GAPITOLO I 

verificare direttamente questa affermazione1), che risuita evidente 
(per analogia con il quadrato A iA i) anche dal fatto che tutti i qua
drivettori si trasformano secondo Ia stessa legge. 

La componente A 0 di un quadrivettore si chiama temporale, e Ie 
componenti AI, A 2, A 3 spaziali (per analogi a con il raggio quadrivet
tore). II quadrato di un quadrivettore puo essere positivo, negativo 
o nullo; si parla aHora rispettivamente di quadrivettori del genere 
tempo, del genere spazio e nulli 0 del genere luce (la terminoiogia e 
la stessa usata per gli intervalli)2). 

Rispetto aIle rotazioni puramente spaziali (cioe aIle trasforma
zioni c-he non interessano l'asse del tempo) Ie tre componenti spaziali 
del quadrivettore Ai compongono un vettore tridimensionale A, 
mentre la quarta componente temporale del quadrivettore rappre
sent a (rispetto alle stesse trasformazioni) uno scalare a tre dimen
sioni. Elencando Ie componenti di un· quadrivettore, spesso useremo 
la seguente notazione: 

mentre Ie componenti covarianti della stesso quadri vettore si scri
veranno: Ai = (AO, -A) e il quadrato del quadrivettore: AiAi 
= (A 0)2 - A 2 • Quindi per un raggio quadri vettore a vremo 

Xi = (ct, r), Xi = (ct, - r), XiXi = c2t2 _ r2. 

Poiche non c'e nessun bisogno di distinguere nei vettori tridimensio
nali (in coordinate X, y, z) Ie componenti covarianti e controva
rianti, ovunque denoteremo (laddove cio non generi confusione) Ie 
sue componenti Aa (ex = X, y, z) con indici inferiori usando Ie 
lettere greche. In particolare, con indici greci ripetuti due volte 
s'intendera la sommatoria rispetto a tre valori X, y, z (ad esempio, 
AB = AaBa). 

Si chiama tensore quadridimensionale (4-tensore) di rango 2 l'in
sieme di 16 grandezze A ik che per trasformazione delle coordinate 
si trasformano come prodotti di componenti di due quadrivettori. 
Analogamente sono definiti i 4-tensori di rango superiore. 

Le componenti dei tensori quadrid.imensionali di rango 2 po~
sono essere di tre tipi: controvarianti A 1\ covarianti Aik e miste A tk 
(riguardo a quest 'ultime bisogna distinguereA i k da A k i, cioe tener sem-

1) E da tener presente che la legge di trasformazione di un quadrivettore, 
espressa mediante Ie componenti covarianti, si distingue (per il segno) dalla 
stessa legge espressa con Ie componenti controvarianti. Ad esempio, in luogo 
della (6,1) si avril evidentemente: 

A' V A' A' V A' 0-7 1 1-7 0 
Au = V V2 ' Ai = V V2 ' 

1-- 1--c2 c2 

') I quadrivettori nulli si chiamano anche isotropi. 
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pre presente quale degli indici, il primo 0 il secondo, sta superior
mente 0 inferiormente. I diversi tipi delle componenti sono legati 
dalla regola generale seguente: l'innalzamento 0 l'abbassamento 
dell'indice temporale (0) non cambia il segno della componente, 
mentre l'innalzamento 0 l'abbassamento dell'indice spaziale (1, 2, 3) 
ne cambia il segno. Per esempio: 

Aoo=AoO, .. " 

Rispetto aIle trasformazioni puramente spaziali Ie nove compo
nenti All, A 12, ••• , formano un tensore tridimensionale. Le tre com
ponenti AOl, AOIl, A03 e Ie tre componenti AlO, A20, A30 formano vet
tori tridimensionali, e la componente ADO e uno scalare tridimensio
nale. 

n tensore A ill. si chiama simmetrico se A ik = A ki, e antisimmet
dco se Aik = - Aki. Un tensore antisimmetrico ha tutte Ie compo
nenti diagonali nulle (cioe Ie componenti AOo, All, ... ) perche,.,per 
esempio, dev'essere ADO = - ADO. Per un tensore simmetrico At Ie 
componenti miste A \ ed Ak i evidentemente coincidono; in questi casi 
scriveremo A~ mettendo gli indici l'uno sopra l'altro. 

Ogni uguaglianza tensoriale deve contenere in ambo i membri 
indici liberi, ossia non muti, uguali ed ugualmente disposti (supe
riormente 0 inferiormente). Gli indici liberi nelle uguaglianze tensoria
Ii si possono spostare (superiormente 0 inferiormente), rna e obbli
gatorio che vengano spostati contemporaneamente in tutti i termini 
dell'uguaglianza. Non e pero « legittimo • uguagliare Ie componenti 
controvarianti 0 covarianti dei tensori diversi; tale uguaglianza, 
anche avvenuta per caso in qualche sistema di riferimento, non 
sarebbe valida in un altro sistema. 

Con Ie componenti di ogni tensore A ik si puo formare uno scalare 
scrivendo la somma 

Aii =Aoo+Ai i +A22 +A33 

(dove naturalmente A it = A t
i ). Tale somma e chiamata traccia del 

tensore, e l' operazione contrazione 0 sempli/icazione del tensore. 
n prodotto scalare di due quadrivettori considerato sopra si 

presenta come un'operazione di contrazione: e la formazione della 
scalare A iBt dal tens ore A iBk' In generale, ogni contrazione per una 
coppia di indici diminuisce di 2 il rango del tensore. Per esempio, 
A ikli e un tensore di rango due, A ikBk un 4-vettore, A iktk uno sca-
lare, ecc. Si chiama 4-tensore unita il tensore B~ definito dall'ugua
glianza 

(6,3) 
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per qualsiasi quadrivettore Ai. E evidente che Ie componenti di 
questo tensore sono 

It {1, se i = k, 
6i 

= ° , se i =1= k. 
La sua traccia e 6~ = 4. 

(6,4) 

Innalzando 0 abbassando uno degli indici del tensore 6~, si ottiene 
un tensore cont~ovariante 0 covaria~te che indicheremo, rispetti
vamente, con gtlt 0 gilt. I tensori gtlt e gilt, detti tensori metrici, 
hanno componenti uguali che si possono rappresentare sotto forma 
di tabella: 

ik (6 -~ ~ ~) 
(g ) = (g ik) = ° 0 -1 0 

o 0 0-1 

(6,5) 

(l'indice i indica lerighe el'indice k Ie colonne nell'ordine 0,1,2,3). 
E evidente che 

giItAk=Ai, gihAk=Ai. (6,6) 

Possiamo quindi scrivere il prodotto scalare di due quadriv~ttori 
nella forma 

(6,7) 

I tensori 6t glk, gik sono particolari nel senso che ll'l loro Com
ponenti sono uguali in tutti i sistemi di coordinate. Della stessa 
proprieta gode il. tensore unita completamente antisimmetrico di 
rango quattro etk1m

, vale a dire il tensore Ie cui componenti 
differenti da zero sono uguali a + 1 e cambiano di segno scambiando 
tra loro due indici qualsiasi. Dall'antisimmetria segue che tutte 
Ie componenti di questo tensore che hanno almena due indici uguali 
sono nulle; sono differenti da zero soltanto quelle componenti nelle 
quali tutti e quattro gli indici sono diversi. Ponendo 

e0123 = + 1 (6,8) 

(e quindi e0123 = -1), tutte Ie componenti e
ik1m differenti da zero 

sono uguali a +1 oppure a -1, a seconda che sia pari 0 dispari il 
numero di perm utazioni (trasposizioni) necessario per riportare gli indi
ci nella successione naturale 0,1,2,3. II numero di tali componenti 
e 41 = 24. Percio 

(6,9) 

Rispetto aIle rotazioni del sistema di coordinate Ie grandezze eiitim si. 
comportano come Ie componenti di un tenso~e; se invece una delle tre 
coordinate cambia di segno, Ie componenti eth1m

, essendo identiche in 
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tutti i sistemi di coordinate, I\on cambiano, mentre, come e noto, Ie 
componenti di un tensore dovrebbero eambiare di segno. Risulta 
quindi che e ik1m non e un tensore vero e proprio, rna uno pseudoten
sore. Gli pseudotensori di rango qualsiasi, in particolare gli pseudo
scalari, si comportano come tensori in ogni trasformazione di coordi
nate, ad eccezione di quelle trasformazioni che non possono essere 
ridotte a rotazioni, ossia ad eccezione delle inversioni di assi 
non riducibili a rotazioni. 

I prodotti eiklmeprst formano un vero 4-tensore di rango ot
to; con la contrazione di una 0 pili coppie di indici esso si riduce 
a tensori di rango sei, quattro e due. Tutti questi tensori hanno 
una forma identica in ogni sistema di coordinate. Per guesto Ie loro 
componenti debbono esprimersi sotto forma di combinazioni di 
prodotti delle componenti del tensore unita 6t che e l'unico vero 
tensore Ie cui componenti sono identiche in tutti i sistemi. Tali 
combinazioni si compongono facilmente partendo dalle proprieta 
di simmetria rispetto aIle trasposizioni degli indici, proprie di tali 
combinazionP) . 

Se A ik e un tensore antisimmetrico, il tensore A ik e 10 pseudoten-

sore A *ih = ; eih1mA 1m sono detti duali. Analogamente eik1m Am 

e uno pseudotensore antisimmetrico del terzo ordine, duale del vet to
re Ai. II prodotto di due tensori duali A ikA!k e evidentemente uno 
pseudoscalare. 

In relazione a quanto appena esposto, ricordiamo qualche pro
prieta analoga dei vettod e dei tensori tridimensionali. Si chiama 
pseudotensore unita completamente antisimmentrico di rango tre 
un insieme di grandezz~ eaB'l' che cambiano di segno quando si tra
spone una coppia qualunque di indici. Sono differenti da zero soltanto 
Ie componenti di eaB'\' con i tre indici diversi. Ponendo la compo
nente exyz = 1, Ie altre sono uguali ad 1 oppure a -1 a seconda che 

1) Riportiamo qui a titolo di informazione Ie formule corrispondenti: 

6i 6i 6i 6i 
p T S t 

6; 6~ 6: 6: 
eiklmeprst = -

6~ 6: 6; 6~ 

6i 6i 6 i 
p T S 

6; 6~ 6: 

6'; 6~ 6';' 6t 
eiklmeprlm= -2 (6;6~-6;6~), eiklmephlm= -66;. 

II risultato della contrazione completa data dalla (6,9) permette di verificare 
i coefficienti generali in queste formule. 

La prima di queste formule dA come conseguenza: 

eprstAipAkrAlsAmt = -Aeihlm, eiklmePTatAipAkrAlsAmt = 24..4, 
dove A e il determinante composto di grandezze Aih. 

3· 
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sia pari 0 dispari il numero di trasposizioni necessario per ricondurre 
la successione ex, ~, y alla successione x, y, Zl). 

I prodotti ea tl "eAItV forma no un vero tensore tridimensionale 
di rango sei e per questo si esprimono sotto forma di combinazioni 
di prodotti delle componenti del tensore unita tridimensionale 6(13

2). 

Invertendo il sistema di coordinate, cioe cambiando di segno 
tutte Ie coordinate, cambiano di segno Ie componenti di un vettore 
tridimensionale ordinario. Vettori di questo tipo sono detti polari. 
Le componenti di un vettore, che puo essere rappresentato come il 
prodotto vettoriale di due vettori polari, non cambiano di segno nel
l'inversione. Questi vettori sono chiamati assiali. 11 prodotto 
scalare di un vettore polare e di un vet tore assiale non e un vero scala
re, rna uno pseudoscalare: esso cambia di segno nell'inversione delle 
coordinate. Un vettore assiale e uno pseudovettore, duale di un ten
sore antisimmetrico. Per esempio, se C = lAB), si ha 

1 
Ca=2ea.tl"Ctl", dove C(3" =AaB"-A,,Bf3. 

Torniamo ai 4-tensori. Le componenti spaziali (i, k, 
== 1, 2, 3) di un 4-tensore antisimmetrico A ik formano un tensore 
tridimensionale antisimmetrico rispetto alle trasformazioni pura
mente spaziali; secondo quanto detto sopra, Ie sue companenti 
si esprimono mediante Ie componenti di un vettore assiale tridimen
sionale. Le componenti A01, A02, Aoa formano, invece, rispetto alIe 
stesse trasformazioni un vettore tridimensionale polare. Le compo
nenti di un 4-tensore antisimmetrico possono essere qui rappresen
tate dalla seguente tabella: 

Px 
o 

-Pu az 

Pu 

o (Aik)=(-~X 
-pz - ay ax 

(6,10) 

dove p ed a sono rispettivamente un vettore polare e un vet tore assiale 
rispetto aIle trasformazioni spaziali. Per indicare Ie componenti di 

1) L'invarianza delle componenti de14-tensore eik1m in rotazioni del sistema 
di coordinate quadridimensionale e l'invarianza delle componenti del 3-tensore 
ea.tl" in rotazioni degli assi coordinati spaziali rappresentano casi particolari 
della regola generale: ogni tensore completamente antisimmetrico di rango uguale 
al numero di dimensioni dello spazio, dove esso e definitu, e invariante in 
rotazioni del sistema di coordinate in questo spazio. 

2) Riportiamo Ie formule corrispondenti: 
6a.A 6a.1t lIa.v 

ea(3"e~v = 6(31.. 6f31t lI(3v • 

6,,1.. 1I,,1t 6"v 
Contraendo questo tensore su una, due e tre coppie di indici, otteniamo: 

ea/l'l'eAIt" = lIaAlI/I" - 8a,,8p1.., ea/l"e1..pv = 211a1... ea.p"eap" = 6. 
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un 4-tensore antisimmetrico, Ie denoteremo: 
Aik= (p, a); 

Ie componenti covarianti dello stesso tensore saranno allora: 

Aik = ( - p, a). 
Soffermiamoci, infine, su alcune operazioni differenziali ed 

integrali dell' analisi tensoriale quadridimensionale. 
II 4-gradiente dello scalare <p e il quadrivettore 

Of{> (1oCP ) 
oxi = cat' V<p . 

E necessario tener presente che Ie derivate scritte vanno considerate 
come Ie componenti covarianti di un quadrivettore. Infatti, il dif
ferenziale di uno scalare 

iJm . 
d<p = _'1'_. dx t 

iJxt 

e pure uno scalare; l'asserzione fatta risulta chiaramente dalla sua 
forma (prod otto scalare di due quadrivettori). 

In generale gli operatori di derivazione rispetto aIle coordina
te xi ,a/axi vanno considerati come componenti covarianti di un 
op~rat~re quadrivettoriale. Percio la divergenza di un quad~ivettore 
aA l/f}Xt, dove si derivano Ie componenti controvarianti A \ e uno 
scalarel ). 

Nello spazio tridimensionale, l'integrazione puo esser estesa ad 
un volume, ad una superficie e ad una curva. Nello spazio quadri
dimensionale sono possibili i quattro casi d' integrazione. 

1) Se la derivazione e fatta rispetto aIle «coordinate covarianti & Xi' Ie 
derivate 

o<p =gik ~= (~ o<p _ V<P) 
oXi iJxk C ot' 

costituiscono Ie componenti controvarianti di un quadrivettore. Ricorreremo 

a tale notazione solo in rarissimi casi (ad esempio, per scrivere il quadrato del 

4-gradiente iJ°fP. oiJ<p .) 
Xl Xi 

Notiamo che Ie derivate parziali rispetto aIle coordinate vengono scritte 
spesso con i simholi ahhreviati 

. 0 a 0'=_, a·--
aXi ,- oxi 

Gli operatori di derivazione scritti in questa forma mostrano chiaramente il 
carattere controvariante 0 covariante delle grandezze che essi contribuiscono 
a formare. Lo stesso vantaggio si ha utilizzando un'altra notazione abbreviata 
delle derivate, cioe mediante gli indici preceduti da una virgola: 

ocp i acp 
cp, i= axi' cp' = ax.· , 
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1) Integrale esteso a una curva della spado quadridimensionale. 
L'elemento.d'integrazione e un elemento di lunghezza, cioe il quadri
vettore dx'. 

2) Integrale esteso a una superficie (bidimensionale) dello spa
zio quadridimensionale. E noto che nella spazio tridimensionale Ie 
proiezioni dell' area di un parallelogrammo, costruito con due vettori 
dr e dr', sui piani coordinati xaxa sono uguali a dXadx~ - dxadx:X. 
Per analogia, nella spazio quadridimensionale l'elemento infinitesi
mo di superficie e determinato dal tensore antisimmetrico di 
rango due dfik=dxidx'k - dxkdx'i; Ie sue componenti sono 
uguali aIle proiezioni dell'area dell'elemento sui piani coordi
nati. Nello spazio tridimensionale, come e noto, in luogo del tensore 
dfaB si prende per elemento di superficie il vettore dfa, duale del 

tensore dfaB : dfa = ~ eaBydfBY' Da un punta di vista geometrico 
esso e un vettore normale all'elemento di superficie e avente per 
lunghezza l' area di questo elemento. N ella spazio quadridimensionale 
e impossibile costruire un tale vettore, ma si puo costruire un tensore 
df*ik, duale del tensore dlk, cioe 

df*ik= ~ eik1mdflm. (6,11) 

Esso esprime geometricamente un elemento di superficie uguale 
e « normale» all'elemento dfik; tutti i segmenti ~i retta di--tIu~sto 
elemento sono ortogonali a quelli dell'elemento drk. E evidente che 
dfikdJr,. = O. 

3) Integrale esteso a una ipersuperficie, cioe a una varieta 
tridimensionale. In uno spazio tridimensiopale, il volume del paral
lelepipedo costruito su tre vettori e uguale, come e noto, al deter
minante del terzo ordine formato dalle componenti di questi vettori. 
In uno spazio quadridimensionale Ie proiezioni del volume del 
« parallelepipedo » (c~oe 1'.« are~ » della ipersuperficie) costruito sui 
tre qtladrivettori dx" dx'\ dX"' si esprimono analogamente: esse 
sono definite dai determinanti 

dx i 

dSikl = dxk 

dx l 

dX'i dX"i 

dx'k dx"k 
dX'1 dX"1 

che formano un tensore del terzo rango, antisimmetrico rispetto ai 
tre indici. Per elemento di integrazione su una ipersuperficie e pili 
comodo prendere il quadrivettore dS i, duale del tensore dS ik

! 

dS i 1 iklm dS dS dSn = -6 e kim, kim = enklm , (6,12) 

dove 
dSO = dS123 , dS1 = dS023 , •••• 
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Dal punto di vista geometrico dSi e un quadrivettore avente per 
lunghezza l' « area » dell'elemento dell'ipersuperficie e per direzione 
la norma Ie a questo elemento (cio~ perpendicolare a tutte Ie rette trac
eiate in questo elemento della ipersuperficie). In particolare, dSo = 
= dx dy dz, cioe rappresenta un elemento di volume dV a tre dimen
sioni, ossia la proiezione deUa ipersuperficie sull'iperpiano X O = 
= costante. 

4) Integrale esteso a un volume quadridimensionale; l'elemento 
d'integrazione e il prodotto di differenziali: 

dQ = dx°dxl dx2dx3 = cdtrIV. (6,13) 

Questo elemeilto e scalare: e evidente che l'elemlmto di volume dello 
spazio quadridimensionale non cambia per una rotazione del siste
ma di coordinate l ). 

Per analogia con i teoremi di Gauss e di Stokes per l'analisi 
vettoriale tridimensionale, esistono teoremi che permettono di tra
sformare gli integrali quadridimensionali. 

Un integrale esteso a una ipersuperficie chiusa puC> essere tra
sformato in integrale esteso al volume quadridimensionale da essa li
mitato, sostituendo all'elemento d'integrazione dSi l'operatore 

dSi-+dQ~. (6,14) 
Ox, 

Per esempio, per l'integrale di un vettore Ai si ha: 

.t Ai dSi = r OA,i dQ. 
'j' J Ox' 

(6,15) 

Questa formula e una generalizzazione del teorema di Gauss. 
Un integrale esteso a una superficie ordinaria si trasforma in un 

integrale esteso alla ipersuperficie da essa « inviluppata », sosti
tuendo all'elemento d'integrazione dfT" l'operatore 

dft" -+ dSi ~ - dSk ~. (6,16) 
Ox" Ox' 

Per esempio, per l'integrale del tens ore antisimmetrico A ik si ha: 

.!. r Aik dnk =.!. r (dS; OAi" --dSk aAi~) = r dS; QAik. (6,17) 
2 J 2 J Ox" Ox' J Oxk 

1) Sostituendo Ie variabili d'integrazione xo, xl, x2 , x3 con Ie nuove variabili 
x'o, x'l, x'2, X'3, I'elemento d'integrazione dQ viene so·stituito, come e noto, con 
J dQ', dove dQ ' = dx l Odx'ldx'2dx'3 e 

o (x'O xii X'2 x'3) J= ' , , o (xO, .x i , X2, x 3) 
e 10 ,jacobiano di trasformazione. Per una trasformazione lineare tipo x'i = 
= a~x" 10 jacobiano J coincide con il determinante I a~ I ed e uguale (per rota
zioni del sistema di coordinate) all'unita; in cia consiste appunto l'invarianza 
di dQ. 
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Un integrale esteso a una curva chiusa quadridimensionale si 
trasforma in un integrale esteso alIa superficie che essa limita facendo 
la sostituzione 

dxi -+ dlki .!.... . 
ox" 

Per esempio, per l'integrale di un vettore si ha: 

'~A dxi J d.dri OAt 1 J k' (oA" OAt) ~ t = J ox" = "2 dl t {}xi - ox" ' 

che rappresenta una generalizzazione del teorema di Stokes. 

PROBLEMI 

(6,18) 

(6,19) 

1. Stabilire la legge di trasformazione delle componenti del 4-tens1re sim
metrico A ill Delle trasformazioni di Lorentz (6,1), 

Soluzione. Considerando Ie componenti del 4-tensore come il prodotto di 
due componenti di un quadrivettore, otteniamo: 

AOo= 1 (A'OO+2.!::. A'OI+ va A'U) VlI e ell , 
1--

el 

e formule analoghe per A 83, AU, A 08. 

2. Risolvere 10 stesso problemaJer il tensore antisimmetrico A ill. 
Soluztone. Poiche Ie coordinate ,:r:B non cambiano, non cambia nemmeno 

1a componente del tensore AlI8 mentre Ie componenti All, AU ed AOIl, A03 si 
trasformano come :xl ed xO: 

AI3=A'13, 
A'OIl+.!::. A'ill 

AOll- e . - -V VI' 
i--ell 

analogamente per A 13, A 08. 
Rispetto aIle rotazioni del sistema di due coordinate nel piano XOxl (tali 

SODO Ie trasformazioni considerate) Ie componenti A 01 = -A 10, A 00 = A 11 = 0 
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formano un tensore antisimmetrico di ordine uguale al numero di dimensioni 
dello spazio. Quindi (vedi nota alla pag. 36) queste componenti non camhiano 
nelle trasformazioni considerate: 

Aot= A'Ol. 

§ 7. Quadrivelocita 

Partendo da un vettore velocita tridimensionale ordinario si puo 
form are un quadrivettore. II vettore 

i dx i 
U = d,-. 

costituisce Ia quadrivelocita (4-velocita) di una 'particella. 

(7,1) 

Per trovarne Ie componenti, osserviamo che, secondo Ia (3,1), 

dove vela velocita tridimensionale ordinaria della particella. 
Percio 

ecc. Quindi, 

dx t _ dxl_ 
U - CIS - --y---'==V=II=

edt i-
eli 

Notiamo che la quadrivelocita e una grandezza adimensionale. 

(7,2) 

Le componenti della quadrivelocitA non sono indipendenti. 
Notando che dx1dxf. = ass, abbiamo: 

(7,3) 

Dal punto di vista geometrico u i e il quadrivettore unitario tangente 
aHa linea d 'universo della particella. 

Analogamente aHa definizione della quadrivelocita, si puo 
chiamare Ia derivata seconda 

w i = ~i = d~i 

4-accelerazione. Derivando Ia relazione (7,3), troviamo: 

u;wi = 0, (7,4) 

cioe i quadrivettori velocita ed accelerazione sono ortogonali. 
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PROBLEMA 
Determinare il moto relativistico uniformemente accelerato, cioe un mota 

rettilineo nel corso del quale l'accelerazione w festa costante nel proprio sistema 
di riferimento (in ogni istante). 

Soluzione. Nel sistema di riferimento dove la velocita della particella 
e v = 0, Ie componenti della 4-accelerazione sono uguali a wi = (0, w/c2, 0, 0) 
(dove we l'accelerazione tridimensionale ordinaria diretta lungo l'asse delle x). 
La condizione relativisticamente invariante di accelerazione uniforme dev'essere 
rappresentata sotto forma di un 4-scalare costante coincidente con w2 nel proprio 
sistema di riferimento: 

. w2 

wtw; = costante;: - C4' 

N el sistema di riferimento « immobile» rispetto al quale si considera il 
moto, sviluppando l' espressione WiWi si trova l' equazione. 

d v 
at V v2 = w oppure 

1--

_----o=v===-=wt+ costante. 
-'/1-~ II c2 c2 

Ponendo v = ° per t = 0, si ha costante = 0, cosicche 
wt 

v= . 
-. / w2t2 

II 1+C2" 

Integrando ancora una volta e ponendo x = ° per t = 0, si ottiene: 

c
2 

(-. / w
2t2 

) x=W- II 1 + C2"-1 . 

Per wt<{ c queste formule si trasformano nelle espressioni classiche v=wt, 
x = wt2/2. Per wt -+ 00 la velocita tende al valore costante di c. 

n tempo proprio di una particella animata da un mota uniformemente 
accelerato e dato dall'integrale 

r · / 1- v
2 

dt = ...:... Arsh ~ • J II c2 W C 
o 

Quando t-+ 00, essO cresce molto pili lentamente di t secondo la legge Y..; In 2wt . 
w c 
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MECCANICA RELATIVISTICA 

§ 8. Principia di minima aziane 

Per studiare il moto delle particelle materiali partiremo dal 
principio di minima azione. Secondo questo princlplO, per 
ogni sistema meccanico esiste un integrale S, detto azione, che e 
minimo per i1 moto effettivo e 1a cui variazione 6S e, di conseguen
za, nulla l ). 

Definiamo l'integra1e d'azione per una particella materia1e libe
ra, non soggetta cioe all'azione di forze esterne. 

E opportuno notare che questo integra1e non deve dipendere da1-
la scelta del sistema di riferimento, cioe esso dev'essere invariante 
per trasformazioni di Lorentz. E evidente quindi che esso deve 
essere l'integrale di uno sca1are. E chiaro ino1tre che sotto il segno 
d'integrazione ci debbono essere differenziali del primo ordine. 
II solo scalare di questo tipo che si puo formare per una parti
cella materiale libera e 1 'intervallo ds 0 a ds, dove a e una co
stante. 

L'azione per una particella libera deve essere quindi della forma 
b 

S= -a J ds, 
a 

dove l'integrale e esteso alIa linea d'universo compresa tra due eventi 
dati a e b che rappresentano Ie posizioni iniziale e finale occupate dal
la particella in istanti determinati tl e t2 , vale a dire tra i punti 
d 'universo dati; a e una costant.e che caratterizza la particella data. 
E facile constat are che a deve essere una grandezza positiva per tutte 

b 

Ie particelle. Infa tti, nel § 3 abbiamo visto che 1 'integrale ) ds ha un 
a 

valore massimo quando e esteso ad una retta d'universo; esso puo 
essere reso arbitrariamente piccolo, integrando lungo una curva 
d'universo. 

1) A rigore, il principio di mInIma azione asserisce che l'integrale S 
deve essere minimo solo su piccoli archi della linea d'integrazione. Per linee 
di lunghezza arbitraria, si puo affermare solo che l'integrale S ha un estremo che 
non e necessariamente un minimo (vedi vol. I, Meccanica, § 2). 
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In tal modo, l'integrale preceduto dal segno positivo non puo avere 
un minimo; l'integrale preceduto dal segno opposto ha un minimo 
lungo la retta d 'universo. 

L'azione si puo rappresentare sotto forma di un integrale nel tem
po: 

t2 

S= ) Ldt. 
t1 

II coefficiente di dt L 9, come 9 noto, la !unzione di Lagrange 0 la 
lagrangiana del sistema meccanico dato. Con l'aiuto della (3,1) 
troviamo 

dove v 9 la velocita della particella materiale. La lagrangiana per la 
particella 9 quindi 

.. / va 
L= -ae V 1- Ci"' 

Come abbiamo gia notato, la grandezza a caratterizza la parti
cella data. Ogni praticella 9 caratterizzata in meccanica classica dalla 
sua massa m. Stabiliamo la relazione tra Ie grandezze a ed m, che 
puo essere trovata imponendo che nel passaggio al limite per e -+ 00 

la nostra espressione di L si trasformi nell'espressione classica 

L = mv2/2. 

Per realizzare questo passaggio, sviluppiamo L in serie di 
potenze di vic. Trascurando i termini di ordine superiore, si ottiene: 

V Vi +Gtv2 
L= -ae 1--~- a.c -. 

c2 2c 

I termini costanti della lagrangian a non incidono sulle equa
zioni del moto e si possono quindi omettere. Omettendo la co
stante ae in L e confrontando con l'espressione classica L = mv2/2, 
troviamo che a = me. 

L'azione per una particella materiale libera 9 quindi 

e la lagrangiana 

b 

S= -me J ds, 
a 

2V ,,2 L=-me 1--. c2 

(8,1) 

(8,2) 
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§ 9. Energia ed impulso 

L'impulso di una particella e, come e noto, il vettore p = aLiav 
(aLlfJv esprime simbolicamente un vettore Ie cui componenti sono 
Ie derivate di L rispetto aIle componenti corrispondenti di v). La 
formula (8,2) ci permette di trovare 

mV 
p= . 

"'/1-~ V eZ 

(9,1) 

Per velocita piccole (v ~ c) 0 nellimite per c -+ 00, questa espres
sione si trasforma in quella classica p = my. Per v = c, l'impulso 
diventa infinito. 

La derivata dell'impulso rispetto al tempo e la forza agente sul
la particella. Supponiamo ora che varii soltanto la direzione della 
velocita, cioe che la forza sia perpendicolare alla velocita. Allora 

dp m dv 
Tt= ... / v2 lIt· 

V 1-cz 
Se invece varia soltanto il modulo della velocita, 
la velocita sono collineari, si ha allora 

dp m dv 

de = ( 1- ~: ) 81z lIt· 

(9,2) 

cioe la forza e 

(9,3) 

Vediamo che nei due casi la relazione tra forza e accelerazione 
e differente. 

Si chiama energia ~ della particella la grandezza 

~=pv-L 

(vedi vol. I, Meccanica, § 6). Sostituendo Ie espressioni (8,2) e (9,1), 
rispettivamente, con L e p, otteniamo: 

mel 
~= . 

V V2 
1--

c2 

(9,4) 

Questa formula di grande importanza indica, in particolare, che 
in meccanica relativistica l'energia di una particella libera non si 
annulla per v = 0, rna prende il valore fin ito 

~ = mcz• 

Questa e l' energia di riposo dellaparticella. 

(9,5) 
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Per velocita piccole (v ~ c), sviluppando in serie di potenze di 
vic, si ha: 

<L! 2 mv2 

0~mc +2' 

che rappresenta, se si sottrae I 'energia di riposo, I'espressione classica 
dell' energia cinetica di una particella. 

Sottolineiamo, che pur parlando qui di una {< particella», non 
utilizziamo mai il suo carattere (< element are ». Di conseguenza, Ie for
mule ottenute sono ugualmente applicabili ad ogni corpo complesso, 
costituito da un gran numero di particeIle; m rappresentera allora 
Ia massa totale e v la velocita del corpo in blocco. In Pllrticolare, 
la formula (9,5) e valida anche per ogni corpo che in blocco 
e in quiete. Notiamo che l'energia di un corpo libero (cioe l'ener
gia di qualsiasi sistema isolato), in meccanica relativistica, e una 
grandezza del tutto determinata, sempre positiva, direttamente Iega
ta alIa massa del corpo. Ricordiamo a questo proposito che I 'energia 
di un corpo e determinata, in meccanica classica, con un'approssi
mazione a meno di una costante additiva e puo essere sia positiva 
che negativa. 

L'energia di un corpo in quiete comprende, oItre all'energia 
di riposo delle particelle che 10 compongono, 1 'energia cinetica 
delle particelle e Ia Ioro energia di interazione. In aItri ter-
mini, mc2 non e uguale alIa somma ~ mac2 (ma sono Ie masse delle 
particelle) e, di conseguenza, nemmeno me uguale a ~ ma. Quindi nel
la meccanica relativistica Ia Iegge di conservazione della massa non 
sussiste: Ia massa di un corpo composto non e uguale aIla somma delle 
masse delle sue componenti. Resta valida soItanto Ia Iegge di con
servazione dell 'energia, che comprende anche I 'energia di riposo della 
particella. 

Elevando al quadrato Ie espressioni (9,1) e (9,4) e confrontandole, 
troviamo Ia seguente relazione tra 1 'energia e l'impuiso di una parti
cella: 

(9,6) 

L'energia espressa in funzione dell'impuiso e detta, come si sa, 
junzione di Hamilton 0 hamiltoniana: 

JJ8 = c -V p2 + m2c2
• (9,7) 

Per velocita piccole, p ~ mc, si ha approssimativamente 

JJ8 ~ mc2 + .J!:.. 2m' 

cioe, sottraendo l'energia di riposo, si ottiene Ia nota espressione clas
sica della funzione di Hamilton. 
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DaIle espressioni (9,1) e (9,4) deriva anche la seguente relazione 
tra l'energia, l'impulso e la velocita di una particella libera: 

(9,8) 

Per v = e, l'impulso e l'energia della particella diventano infini
ti. Questo significa che una particella di massa m non nulla non puo 
muoversi alIa velocita della luce. In meccanica relativistica possono 
tuttavia esistere particelle con massa nulla, che si muovono alIa velo
cita della luce l ). La formula (9,8) per tali particelle assume la forma: 

~ 
P=c' (9,9) 

Questa formula e valida anche per particelle di massa non nulla 
nel caso, detto ultrarelativistieo, in cui l'energia della particella 0 
e grande rispetto alIa sua energia di riposo me2 • 

Scriviamo ora tutte Ie relazioni ottenute in notazioni quadridi
mensionali. Secondo il principio di minima azione, 

b 

6S = -me6 ) 'ds= O. 
a 

Al fine di esplicitare l' espressione di 6S, osserviamo che ds = V dxidx i 

e, di conseguenza, 
b b r dx·l) dx i r· 

6S= -me J Ids = -me J Ui dx'. 
a a 

Integrando per parti, troviamo: 
b 

• .<I ·Ib r· du/ 6S =-= - meUiux' a + me J 6x' liS ds. (9,10) 
a 

Come e noto, per stabilire Ie equazioni del moto si confroI).tano 
diverse traiettorie passanti per due punti dati, cioe ai limiti (6x')a = 
= (6Xi)b = O. La traiettoria effettiva si deduce dalla condizione 6S = 
= O. La formula (9,10) ci da allora l'equazione dUilds = 0, che e
sprime la costanza della velocita di una particella lib era nella spazio 
quadridimensionale. 

Per trovare la variazione dell' azione come funzione delie coordi
nate, bisogna fissare solo il punto a, porre cioe (6Xi)a = O. II secon
do punto invece va supposto variabile, tenendo pero presente che si 
devono considerare soltanto Ie traiettorie reali, cioe che soddisfano 
Ie equazioni del moto. L'integrale nell'espressione (9,10) per 6S e 

1) Per esempio i quanti luminosi, ossia i fotoni, e anche il neutrino. 
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quindi nullo. In luogo, di (BXi)b scriviamo semplicemente Bxi e 
troviamo: 

II quadrivettore 
as 

Pi=--a' xt 

(9,11) 

(9,12) 

e detto 4-impulso. Come e noto dalla meccanica, Ie derivate as/ax, 
as/ay, as/az so no Ie tre componenti del vettore impulso p della 
particella, e la derivata as/at e I 'energia ~ della particella. Per questo 
Ie componenti covarianti del 4-impulso sono Pi = (~/c, -p) e Ie 
componenti controvarianti1) 

i (~ ) p = c,p , (9,13) 

Dalla (9,11) risulta che Ie componenti del 4-impulso di una parti
cella libera sono 

(9,14) 

Sostituendo Ie componenti della 4-velocita con Ie corrispondenti 
espressioni (7,2) si vede facilmente che si ottengono per p ed ~ Ie 
formule (9,1) e (9,4). 

In meccanica relativistica l'impulso e l'energia sono quindi Ie 
componenti di uno stesso quadrivettore. Ne derivano immediata
mente Ie formule di trasformazione dell'impulso e dell'energia nel 
passaggio da un sistema di riferimento inerziale ad un altro. Ri
portando nelle formule generali di trasformazione di un quadri
vettore (6,1) Ie espressioni (9,13), troviamo: 

p'+~~1 
X CZ 

px= V . va ' 
1--

CZ 

(9,15) 

dO·/e Px, Py, pz sono Ie componenti del vettore tridim~nsionale p. 
Dalla definizione del4-impulso (9,14) e dall'identita u'u/ = 1 otte

mamo per il quadrato del 4-impulso di una particella libera: 
pipi = m'l.c2• (9,16) 

Sostituendovi Ie espressioni (9,13), ritorniamo alla relazione (9,6). 
Per analogia con la definizione ordinaria di forza, il quadrivettore 

forza si pub definire come la derivata 
i dpi dui 

g = (is = mctiS, (9,17) 

1) Citiamo la regob. mnemonica che permette di ricordare la definizione dei 
quadrivettori fisici: Ie eomponenti controvarianti sono collegate ai vettori tri
dimensionali (r per zi, p per pi, ecc,) preceduti dal «giusto • segno positiv~, 
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Le sue componenti soddisfano l'identita giui = O. Le componenti di 
questo quadrivettore si esprimono mediante il vettore forza tridi
mensionale ordinario f = dp/dt secondo I' espressione 

g= , i ( Iv 

C2V1- ~: 
(9,18) 

La componente temporale risulta legata al lavoro della forza. 
L 'equazione relativistica di Hamilton-J acobi si ottiene sosti

tuendo Pi nella (9,16) con Ie derivate -as/axi: 
as as ik as as 2 2 19 
aXi axi = g axi axk = m C (9, ) 

oppure, scrivendo la somma in forma esplicita: 

_1 (~)B _ (~)2 _ (~)B _ (~)2 =m2c2 • 
c2 at ax ay az (9,20) 

n passaggio limite alIa meccanica classica nell'equazione (9,20) si 
PUQ eseguire nel modo seguente. Bisogna innanzitutto tener presen
te, come per il passaggio corrispondente nella (9,7), che in meccanica 
relativistica l' energia di una particella contiene il termine mc2, 
assente in meccanica classica. Siccome l'azione S e legata all'ener
gia dall'espressione ~ = -as/at, nel passaggio alIa meccanica 
classica bisogna introdurre in luogo di S una nuova azione S' che 
sod disfi la relazione 

S = S' - mc2t. 

Sostituendo nella (9,20), troviamo: 

_1_ (~)2 _!£ __ 1 [(!£)2..L (!£)2 (!£)2] = O. 
2mc2 at at 2m ax I ay + az 

Quando c --+ 00, questa equazione si trasforma nella nota equazione 
di Hamilton-I acobi della meccanica classica. 

§ 10. Trasjormazione della junzione di distribuzione 

Nello studio di diversi problemi di fisica si ha a che fare con un 
fascio di particelle aventi differenti impulsi. La struttura di questo 
fascio, il suo spettro in impulso, e caratterizzato dalla junzione di 
distribuzione delle particelle in impulso: j (p) dPxdpydpz e il numero 
di particelle aventi impulsi con componenti compresi negli intervalli 
dpx, dpy, dpz (0, come si dice pili brevemente, il numero di 
particelle nell'elemento di volume d3p = dPxdpydpz dello « spazio 
degli impulsi »). Sorge allora il problema di determinare 
la legge di trasformazione della funzione di distribuzione j (p) nel 
passaggio da un sistema di riferimento ad un altro. 
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Per trovare la soluzione del problema posto, studiamo innanzitut
to Ie proprieta dell'« elemento di volume » dPxdpydpz rispetto aIle 
trasformazioni di Lorentz. Se si prende un sistema di coordinate 
quadridimensionale su cui assi si pongono Ie quattro componenti del 
4-impulso della particella, si puo allora considerare dPxdpydpz come 
la quart a componente delI'elemento della ipersuperficie definita 
dall'equazione pipi = m 2c2 • Elemento della ipersuperficie e un 
quadrivettore orientato lungo la sua normale; nel caso considerato, 
la direzione della normale coincide evidentemente con quella del 
quadrivettore Pi' II rapporto 

dpx dpydpz 
~ 

(10,1) 

in quanto rapporto di componenti uguali di due quadrivettori para 1-
leli, e una grandezza invariante1). 

II numero di particelle f dPxdpydp Z7 non dipendente dalla scelta 
del sistema di riferimento, e evidentemente anch 'esso un inva
riante. Scrivendolo nella forma 

f (p) ~ dpx d~y dpz 

e tenendo conto dell'invarianza delle relazioni (10,1), deduciamo 
l'invarianza del prodotto f (p)~. Ne segue che la funzione di distri
buzione nel sistema K' e legata alIa funzione di distribuzione nel 
sistema K dalla relazione 

f' (p') = f ~), ~ , (10,2) 

dove p ed ~ debbono essere espresse in funzione di p' e ~' con l'aiu
to delle formule di trasformazione (9,15). 

Torniamo alI'espressione invariante (10,1). Introducendo Ie 
« coordinate sferiche » nella spazio degli impulsi, l'elemento di volu
me dpxdpydpz sara sostituito con p 2dp do, dove do e l'elemento d'an
golo solido attorno alIa direzione del vettore p. Notando che p dp = 

1) L'integrazione sull'elemento (10,f) pUG essere rappresentata in forma 
~uadridimensionale con l'aiuto della funzione c') (vedi nota alla pag. 1(0) come 
I integrazione su 

(fO,fa) 

Le quattro componenti pi sono considerate qui come variabili indipendenti 
(pO prende soltanto valori positivi). La formula (1O,fa) risulta evidente dalla 
seguente rappresentazione della funzione c') da essa contenuta: 

c') (pi Pi - m 2c2
) = c') (p3 - ~22) = 2~ [c') ( Po + ~ ) + c') ( Po - ~ ) J. (10, fb). 

dove ,,= c V pi + m1c2• A sua volta, questa formula segue dalla formula (5) 
citata nella nota alla pag. 100. 
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= ~d'f!,/C2 [in virtu della (9,6»), abbiamo: 
p2 dpdo 

"' 
pd~do 

c2 

Si vede quindi che anche l'espressione 
. pd~do 

e invariante. 
(10,3) 

II concetto di funzione di distribuzione e presente, sotto un altro 
aspetto, nella teoria cinetica dei gas: il prod otto t (r, p) dpxdpydpzdV 
e il numero di particelle contenute nell'elemento di volume dV dato 
e aventi impulsi compresi negli intervalli dpx, dpy, dpz dati. La 
funzione t (r, p) e detta funzione di distribuzione nella spazio delle 
fasi (spazio delle coordinate e degli impulsi di una particella), e il 
prodotto dei differenziali dT = d3p dV, elemento di volume di questa 
spazio. Troviamo la legge di trasformazione di questa funzione. 

Introduciamo, accanto ai sistemi di riferimento K e K', ancora 
un altro sistema K 0 nel quale Ie particelle dell'impulso considerato 
sono in quiete; proprio rispetto a questa sistema viene deter
minato il volume proprio dVo dell' elemento occupato dalle particelle 
date. Per definizione Ie velocita dei sistemi K e K' coincidono, rispet
to al sistema Ko, con Ie velocita v e v' delle particelle nei sistemi 
K e K'. In virtu della (4,6) si ha quindi: 

.. / v'S 
dV'=dVo V 1-cs , 

donde 
dV ",' 
dV' =Y' 

Moltiplicando questa uguaglianza per l'uguaglianza fi3p/d8p' = 
= ~/~', troviamo che 

dT = dT', (10,4) 

cioe l'elemento del volume delle fasi e invariante. Siccome per defi
nizione e invariante anche il numero di particelle t dT, da quanta 
esposto deduciamo l'invarianza della funzione di distribuzione nella 
spazio delle fasi: 

f' (r', pi) = t (r, p), (10,5) 

dove r', pi sono legati a r. p dalle formule di trasformazione di 
Lorentz, 

§ 11. Decadimento di particelle 

Consideriamo il decadimento spontaneo di un corpo di massa M 
in due parti di massa m1 ed m2. La legge di conservazione dell'ener
gia per questo processo, nel sistema di riferimento dove il corpo 

4* 
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e in quiete, e data da1) 

(11,1) 

dove ~IO ed ~20 sono Ie rispettive energie dei due frammenti. Essen
do ~10 > m1 ed ~20 > m2, l'uguaglianza (11,1) puo aver luogo sol
tanto se M > ml + m2, e il corpo puo quindi decadere spon
taneamente in parti la cui massa totale e inferiore alIa massa del 
corpo stesso. Al contrario, se M < m l + m2, il corpo e stabile (re
lativamente al processo considerato) e non puo decadere spon
taneamente. Per realizzare il rlecadimento, bisognerebbe in que
sto caso comunicare al corpo un'energia dall'esterno tale che sia 
almeno uguale alIa sua « energia di legame» (ml + m2 - M). 

Nel decadimento, insieme alIa legge di conservazione dell'ener
gia, deve essere valida anche la legge di conservazione dell'impulso, 
cioe la somma degli impulsi dei frammenti, come anche l'impulso 
iniziale del corpo, deve essere nulla: PIO + P20 = O. Ne segue che 
p~o = p~o, oppure 

(11,2) 

Le due equazioni (11,1) e (11,2) determinano univocamente Ie ener
gie dei frammenti prodotti dalla scissione: 

(11,3) 

II problema risulta in un certo senso inverso allorche si calcola 
l'energia tot ale M di due particelle in collisione in un sistema di 
riferimento dove il loro impulso totale e nullo (oppure, come 
si dice brevemente, nel sistema del centro di massa 0 « sistema c »). 
II calcolo di questa grandezza da un criterio per dedurre la pos
sibilita di realizzazione di diversi processi di collisioni anelastiche 
accompagnate da cambiamenti di stato delle particelle collidenti 
o da « creazione» di nuove particelle. Ogni processo di questo 
genere puo aver luogo alla sola condizione che la somma delle 
masse di tutti i « prodotti di reazione » non sia superiore ad .M. 

Supponiamo che nel sistema iniziale di riferimento (detto sistema 
dellaboratorio) una particella di massa ml e di energia ~l collida con 
una particella in quiete di massa m2' L'energia totale di ambedue Ie 

1) Nei §§ 11-13 poniamo c = 1. In altri termini, la velocita della luce 
e scelta come unitil di misura delle velocita (la dimensione della lunghezza e del 
tempo e allora la stessa). Tale scelta e del tutto naturale in meccanica relati
vistica e semplifica la scrittura delle formule. eto nondimeno, non faremo uso 
di questo sistema nel fresente volume (in gran parte dedicato alIa teoria non 
relativistica); ogni qua volta si ricorrera a questo sistema di unita di misura, 
10 si precisera. . 

Se in qualche formula e posto c = 1, non sara difficile ritornare alle unita 
di misura ordinarie: la velocita della luce si introduce in maniera tale da assi
curare la consistenza dimensionale. 
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particelle e 

~=~1+~2=~1+m2' 
e l'impulso totale P = PI + P2 = Pl' Consideriamo Ie due parti
celle come un unico sistema composto; la velocita del «sistema» 
si puo determinare con l'aiuto della (9,8) 

(11,4) 

Tale e la velocita del mota del sistema c rispetto al sistema del labo
ratorio (sistema I). 

Per la determinazione della massa incognita M non c'e pero 
bisogno di effettuare di fatto la trasformazione da un sistema di 
riferimento in un altro. Si puo invece applicare direttamente la 
formula (9,6), valida sia per il sistema composto sia per ogni 
particella presa separatamente. In tal modo, si ha: 

M2= ~2_ p2 = (~1 +m2)2 -(~~ - m:), 
donde 

(11,5) 

PROBLEMI 

1. Una particella che si muove con velocita V decade «in volo» in due 
Trovare la relazione tra gli angoli di deflessione di queste particelle e Ie loro 
energie. 

Soluzione. Siano ~o l'energia di una delle particelle di decadimento nel 
sistema C [cioe ~10 0 ~J!o data dalla (11,3)], 'f, l'energia di questa particella nel 
sistema 1 e 9 l'angolo di deflessione nel sistema 1 (formato con la direzione V). 
Le formule di trasformazione (9,15) ci danno: 

donde 

~- Vpcos 9 
~o= V1-V2 ' 

(1) 

Ricavando di qui ~ in funzione di cos a, otteniamo una equazione di 
secondo grado (rispetto ad ~): 

~2 (1- V2 cos2 9)-2~~0 Y1- V2+ ~H1-VI) + V2m2 cosla=o, (2) 

avente una radice positiva (quando la velocita della particella di decadimento 
nel sistema c e Va > V) 0 due radici positive (quando Va < V). 

La seguente costruzione grafica chiarira Ie due possibillta indicate. Confor
memente aHa (9,15), la componente dell'impulso nel sistema lsi esprime median
te Ie grandezze relative al sistema c come segue: 

Pocos90+~oV 
PX=,J ' Py=Po sen 90-

V i-va 
Eliminando 90 abbiamo: 

P~+(Px Vi V2_~OV)2=p~. 
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Quest'ultima e, rispetto alle variabili Px e PY' l'equazione di un'ellisse di semias
si poIV 1 - ¥S, Po e di centro (il punto 0 sulla fig. 3) spostato alIa distanza 
~o VIV 1 - ¥S dal punto p = 0 (il punta A sulla fig. 3) 1). 

Se V> PolI>o = Vo, il punto A si trova al di fuori dell'ellisse (fig. 3, b) e, 
per un angolo e fissato, il vettore p (e con esso l'energia ~) puo prendere due 
valori distinti. Dalla figura si vede anche che in questo caso l'angolo e .puo pren
dere solamente valori che non superino un valore determinato 8max (posizione 

a) V<'lro b) V>lfo 

Fig. 3 

per la qua Ie il vettore p e tangente all'ellisse). II valore 8max viene determinato 
piu semplicemente in modo analitico, eliminando il discriminante nell'equa
zione di secondo grado (2) e trovando che 

Po Vi V2 
sen 8max = mV • 

2. Trovare la distribuzione in energia delle particelle di decadimento 
nel sistema 1. 

Soluzione. Nel sistema c Ie particelle di decadimento sono distribuite 
uniformemente in tutte Ie direzioni, cioe la quantita di particelle nell'elemento 
d'angolo solido doo = 2n sen 8 0d8o e 

1 1 
dN = 4n doo ="2 1 dcos 80 I. (1) 

L'energia nel sistema I e legata aHe grandezze corrispondenti nel sistema c 
dalla relazione 

~ = ~o+ PoV cos 80 

V1-V2 
e prende i valori compresi tra 

~o-VPo e 
V1- V2 

Esprimendo I d cos 80 I in funzione di d~, troviamo la distribuzione in energia, 
normalizzata all'unita (per ciascuna delle particelle di decadimento): 

dN=_1_ Vi V2d~. 
2VPo 

3. Determinare l'intervallo dei valori che puo prendere nel sistema ll'angolo 
tra Ie due particelle di decadimento nel caso di particeHe identiche. 

1) Nel limite classico, l'ellisse diventa un cerchio (vedi vol. I, Mec
canica, § 16). 



MECCANICA RELATIVISTICA 55 

Soluzione. Nel sistema c Ie particelle si allontanano in versi opposti, 
quindi 910 = n - 920 == 90 • II legame tra gli angoli nel sistema c e nel 
sistema l e dato, in virtu della (5,4), dalle formule 

t 9 Vo cos 90 + V t 9 .-Vo cos 90 + V 
c g t = , c g 2 = --~---,::====-

vosen90 Vi-va vosen90 Vi V2 

(nel dato caso V10 = V20 == Vol. L'angolo cercato e e = 91 + 911 ; un semplice 
calcolo ci dA il suo valore: 

ctg e = V2_ v~ + V2v~ sen2 90 • 

2Vvo Vi V2 sen 90 

Lo studio degli estremi di questa espressione ci conduce ai seguenti intervalli 
di val~ri possibili di e: 

se V<vo: 2arctg(~ Vi-V2)<e<n; 

seVO<V<~1 
1-v~ 

seV> Vo . 
V1 V6· 

.. /r=Y2 n 
o<e<arcsen V 1-L.2 <2; 

o 

0< e < 2 arctg ( ~ V 1 V2) < ~ . 

4. Trovare, nel sistema l, la distribuzione angolare per particelle di 
decadimento di massa nulla. 

Soluzione. II legame tra gli angoli di diffusione nei sistemi eel per una 
particella di massa m = 0 e dato, in virtu della (5,6), dalla formula 

cos 9- V 
cos 90 = 1 V 9 • - cos 

Riportando questa espressione nella formula (1) del problema 2, otteniamo: 
(1- V2) do 

rlN 4ft (1- V cos 9)2 • 

5. Trovare, nel sistema l, la distribuzione angolare rispetto all'angolo tra 
due particelle nel caso in cui esse abbiano massa nulla. 

Soluzione. II legame tra gli angoli di diffusione 91 , 92 nel sistema l e gli 
angoli 910 == 90 , 910 = n - 90 nel sistema c e dato dalle formule (5,6), dopo 
di che troviamo per l'angolo cercato e = 91 + 911 : 

cos e 2V2_1- VlIcos2 90 
1- V2 cos2 90 

o risolvendo rispetto a cos 90: 

.. / 1_V2 e 
cos 90 = V 1-~ ctg2 T' 

Sostituendo questa espressione nella formula (1) del problema 2, otteniamo: 

1-V2 do 
dN = -1-6n-V- ---:e::--y--;:====;;e=-

sen3 - V2-COS 2 _ 
2 2 

L'angolo e prende i valori da n a emln = 2 arccos V. 
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6. Determinare l'energia massima ehe puo eompetere a una dene partieelle 
di decadimento quando una partieella fissa di massa M decade in tre parti
celIe di masse mI, m2, mI. 

Soluzione. La partiee la mI possiede l'energia massima allorche il sistema 
delle due altre partieelle ma ed ma ha la massa minima possibile; quest'ultima 
e uguale aHa somma m2 + ma (caso in cui queste due partieelle si muovono insie
me alIa stessa veloeita). Ridueendo COS! il problema al decadimento di un 
eorpo in due parti, conformemente alIa (11,3), otteniamo: 

M2+mr -(m2+mg)2 
~tmax = 2M • 

§ 12. Sezione d'urto invariante 

Come e noto, i differenti processi di diffusione sono caratterizzati 
dalle loro sezioni d'urto (0, brevemente, sezioni) che determinano il 
numero di urti che avvengono nei fasci di particelle in collisione. 

Supponiamo di avere due fasci in collisione. Indichiamo con n l 
ed n2 Ie densita di particelle in essi (cioe il numero di particelle 
nell'unita di volume), e con VI e V2 Ie velocita delle particelle. Nel 
sistema di riferimento dove Ie particelle 2 sono in quiete (0, 
brevemente, nel sistema di quiete delle particelle 2) il fascio delle 
particelle 1 urta contro un bersaglio immobile. Secondo la defini
zione ordinaria della sezione d 'urto a, il numero di urti avvenuti nel 
volume dV nel tempo dt e 

dv = <1VreIn1n2 dV dt, 

dove Vrel e la velocita delle particelle 1 nel sistema di quiete delle 
particelle 2 (questa e la definizione della velocita relativa di due 
particelle in meccanica relativistica). 

n numero dv e, di per se stesso, una grandezza invariante. Ci 
proponiamo ora di esprimerla in una forma che sia applicabile a 
qualsiasi sistema di riferimento: 

(12,1) 

dove A e una grandezza da determinare; si sa che nel sistema di 
quiete di una delle particelle essa e uguale a Vrel<1. Sottolineiamo 
che considereremo sempre <1 come sezione d'urto nel sistema di 
quiete di una delle particelle, che, per definizione, e invariante. 
Per definizione, e invariante anche la velocita reI at iva Vrel. 

n prodotto dV dt dell'espressione (12,1) e una grandezza in varian
teo Di conseguenza, deve essere invariante anche il prodotto An1n2. 

E facile trovare la legge di trasformazione della densita delle 
particelle n, se notiamo che il numero di particelle n dV nell' ele
mento di volume dato dV e un invariante. Scrivendo n dV = nodVo 
(l 'indice zero significa il sistema di quiete delle particelle) e serven-
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doci della formula (4,6) per trasformare il volume, troviamo: 

n= ~, (12,2) 

oppure n = no'l,/m, dove 'I, e l'energia ed m la massa delle parti
celIe. 

Ne deriva che l'invarianza del prodotto An1n2 e equivalente 
all'invarianza dell'espressione A'I,1~2. E pili comodo esprimere questa 
condizione nella forma 

(12,3) 

dove la grandezza a denominatore, essendo il prodotto dei 4-impulsi 
delle due particelle e anch 'essa invariante. 

Nel sistema di quiete delle particelle 2 abbiamo '1,2 = m2 
e P2=O, quindi la grandezza invariante (12,3) si riduce ad A. D'altra 
parte, in questo sistema A = (JVreI. Di conseguenza, in un sistema 
di riferimento arbitrario si ha: 

PtlP~ 
A = (JVrel ~1~1! • (12,4) 

Per dare a questa espressione una forma definitiva, esprimiamo 
Vrel mediante gli impulsi 0 Ie velocita delle particelle in un sistema 
di riferimento arbitrario. Notiamo a questo proposito che nel siste
ma di quiete delle particelle 2 l'invariante. e 

Quindi 

-V1 mfmf VreI - - ( i)2 • 
PtlP2 

(12,5) 

Esprimendo la grandezza PliP: = '1,1'1,2 - PIP2 in funzione delle 
velocita VI e V2 mediante Ie formule (9,1) e (9,4): 

. 1-V1VI! 
PliP' - mimI! -:::-:;:;;:::::=;:~==:::;;:-

2 - V(1-vf) (i-vi) 

e sostituendo nella (12,5), dopo semplici trasformazioni otteniamo 
per la velocita relativa la seguente espressione: 

V(Vt- VI!)2-[VtV21 i 

Vrel = i-V1V2 (12,6) 

(notiamo che questa espressione e simmetrica rispetto a VI e V2, 

cioe la grandezza della velocita relativa non dipende da quale 
delle due particelle essa sia determinata). 
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Sostituendo la (12,5) 0 la (12,6) nella (12,4) e poi nella (12,1), 
otterremo Ie formule definitive che permettono di risolvere il pro
blema posto: 

(12,7) 

ossia 

dv=o V(Vl-V2)2- [vlv2]2nl~dV dt (12,8) 

(W. Pauli, 1933). 
Se Ie velocita VI e V2 sono collineari, si ha aHora [VIV2] = 0, 

e la formula (12,8) diventa 

(12,9) 

PROBLEMA 
Trovare 1'« elemento di lunghezza » nello «spazio delle velocitii.» relati

vistico. 
Soluzione. L'« elemento di lungehzza» dID cercato rappresenta la velocitii. 

relativa di due punti con velocita v e v + dv, rispettivamente. Quindi dalla 
(12,6) ricaviamo: 

dove e, q> sono l'angolo polare e l'angoloazimutale del vettore v. Se in luogo 
di v si introduce la nuova variabile 'X, facendo la sostituzione v = th X, l'ele" 
mento di lunghezza assumera la forma 

dl: =ax2+ sh2 'X (d92+ senl 9 dq>2). 

Dal punto di vista geometrico, questa e l'elemento di lunghezza nello spa
zio tridimensionale di Lobacevski, ossia 10 spazio a curvatura costante negativa 
[cfr. (Hf,8)]. 

§ 13. Urti elastici tra particelle 

Consideriamo, dal punto di vista della meccanica relativistica, 
un urto elastico tra particelle. Indichiamo con PI' 11 e P2, 12 gli 
impulsi e Ie energie delle due particelle in collisione (di masse Tnt 
ed m2); i valori delle grandezze dopo l'urto verranno indicati con 
gli apici. 

Le leggi di conservazione dell'energia e dell'impulso nell'urto si 
possono scrivere sotto forma di una equazione di conservazione del 
4-impulso: 

(13,1) 

Sulla base di questa equazione quadrivettoriale troviamo Ie relazio
ni invarianti che ci serviranno per ulteriori calcoli. A tale scopo scrivia-
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mo l'equazione (13,1) nella forma 

p~ +p! _p~i=p;i 

ed eleviamo al quadrato i due membri dell 'uguaglianza (cioe scri
viamo i loro quadrati scalari). Notando che i quadrati dei 4-im-
pulsi p: e p~i sono uguali ad m:, e i quadrati di P: e p;i ad m~, 
otteniamo: 

m~ + P1iP; - p1ip~i - P2ip~i = O. (13,2) 

Analogamente, elevando al quadrato l'uguaglianza P: + p~ -
_p;i = p~i, otteniamo: 

m~ + PtiP~ - P2ip;i - PiiP;i = O. (13,3) 

Consideriamo l'urto in un sistema di riferimento (sistema I) 
dove prima dell'urto una delle particelle (particella m2) e III 

quiete. In questo caso, P2 = 0, ~ 2 = m2 e i prodotti sealari della 
formula (13,2) sono: 

PliP~ = f$tm2, P2ip~i = ~~;, 
p1ip~i = ~1~; - PtP; = ~1~; - P1P~ cos ell (13,4) 

dove e1 e l'angolo di diffusione della partieella incidente mI' Ripor
tando queste espressioni nella (13,2), otteniamo: 

e ~i(~t+m2)-~tm2-mi cos 1= , • 
PtPi 

(13,5) 

Analogamente, dalla (13,3) raeaviamo: 

eosS = (~t+ml)(~; -ml) 
II PtP;' , (13,6) 

dove e~ e l'angolo formato dall'impulso di reazione P; con l'impulso 
PI della partieella incidente. 

Le formule (13,5) e (13,6) legano gli angoli di diffusione di am
bedue Ie partieelle nel sistema l alle variazioni delle loro energie 
nell'urto. Invertendo queste formule si possono esprimere Ie ener
gie I~, f$~ mediante l'angolo e1 0 e2• Per esempio, sostituendo nel-
la (13,6) PI = VI~ - m:, P; = Vf$;1 - m: ed elevando l'uguaglian
za al quadrato, dopo un semplice ealcolo si ottiene: 

~,_ (~t+m2)2+(~r-mi)cos2e2 (13,7) 
02-~ (~t+m2)2-(~f -mf) coslea • 

L'inversione della formula (13,5) conduce generalmente ad un'e
spressione assai eomplicata di f$; in funzione dell'angolo e1 • 

Notiamo ehe se m1 > m2, cioe se la particella incidente e pili pe
sante di quell a in quiete, l'angolo di diffusione e1 non puc> superare 
un determinato valore massimo. Con un ealeolo elementare e facile 
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stabilire che questo valore massimo e determinato dall 'uguaglianza 

e mg 
sen lmax=-, 

ml 
(13,8) 

che coincide esattamente con il nota risultato della meccanica 
classica. 

Le formule (13,5) e (13,6) possono essere semplificate nel caso in 
cui la particella incidente e di massa nulla: m l = 0 e, di conseguenza, 
PI = ~1' P~ = ~;. In questo caso scriviamo la formula dell'e
nergia della particella incidente dopo l'm·to, espressa in funzione 
dell' angolo di diffusione: 

<£'_ 7n<;! 
01-

l-COSel+~ 
~1 

(13,9) 

Torniamo ora al caso generale di urti di particelle di masse arbi
trarie. L'urto si presenta in forma piu semplice nel sistema c. In
dicando con I'indice 0 i valori delle grandezze in questo sistema, 
abbiamo qui P10 = - P20 == Po. In virtu della conservazione dell'im
pulso, tn un urto, gli impulsi di ambedue Ie particelle non fanno 
altro che cambiare direzione restando uguali in grandezza ed 
opposti in verso. Inoltre, i valori assoluti di ciascun impulso, per 
la legge di conservazione dell'energia, restano invariati. 

Indichiamo con X l'angolo di diffusione nel sistema c, cioe 
l'angolo di rotazione degli impulsi PI0 e P20 dopo l'urto. Questa gran
dezza determina completamente il processo di diffusione nel sistema 
del centro di massa e, di conseguenza, in qualsiasi altro sistema 
di riferimento. Questa grandezza e comoda anche per la descrizione 
degli urti nel sistema 1 scegliendola come I'unico parametro che 
rested!. indeterminato do po aver tenuto conto delle leggi di conser
vazione dell'energia e dell'impulso. 

Esprimiamo mediante questa parametro Ie energie finali delle 
due particelle nel sistema l. A questo scopo, torniamo alla relazione 
(13,2), sviluppando pero il prodotto PliP~i nel sistema c: 

p1ip~i = ~10~;0- Pl0P;0= ~~o- p~cos X= p~ (1-cos X) + m: 

(nel sistema c l'energia di ciascuna delle particelle non cambia nel
l'urto: ~~o = ~10). Sviluppando gli altri due prodotti della (13,2) 
nel sistema l, utilizzando cIoe la (13,4), otteniamo: 

~ ~ - ~ 1 = - p3 (1 - cos X). 
m2 

Resta ancora da esprimere p~ in funzione delle grandezze relative ~I 
sistema l. Per fare questo uguagliamo i valori dell'invariante PliP'S 
nei sistemi c ed I: 
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ovvero 

v-(p~ + m~) (p~ + m~) = 1b 1m2 - p~ . 

Risolvendo questa equazione rispetto a P~, otteniamo: 
2 mH~r -mn 

Po = mr +m~+2m2~1 (13,10) 

Abbiamo quindi: 
m2 (~f -ml) (13 11) ~; = ~1- mr +mi+2m2~1 (1-cosX)· , 

L'energia della seconda particella si ottiene dalla legge di conserva
zione: ~1 + 1n2 = ~; + ~;. Si ha quindi 

<£1 mz(~r -mn (1 ) 
02 = m2 + mr +m~+2m2'fb1 -cos X . (13,12) 

Nel secondo membro delle (13,11) e (13,12) il secondo termine 
rappresenta rispettivamente la variazione di energia delle part i
celIe 1 e 2. L 'energia trasferi ta e massima per X =;It ed e uguale a 

<£1 <£ <£1 2m2 ('fbi -mn 
02max- m2=01-01min= m2+m21-2m '" 

1 2- 2 0 1 
(13,13) 

II rap porto fra l'energia cinetica minima della particella inciden
te dopo l'urto e la sua energia cinetica iniziale e: 

~1 mln-mt (mt- m 2)2 

~1-ml mt +m~+2mz~1 • 
(13,14) 

Nel caso limite di velocita piccole (quando ~ ~ m + mv2/2) questo 
rapporto tende ad un limite cost ante che e uguale- a 

(~-m2 )2. 
mto Lm2 

Nel limite opposto di grandi energie ~l il rapporto (13,14) 
tende a zero, mentre la stessa grandezza ~;mln tende ad un limite 
costante dato dall 'uguaglianza: 

<£. mr +m~ 
01mln= 2m2 • 

Supponiamo che mz ~ ml, cioe che la massa della particella 
incidente sia piccola rispetto alla massa della particella in quiete. 
Secondo la meccanica classica, la particella leggera potrebbe comu
nicare a quella pesante soltanto una minima parte della sua energia 
(vedi vol. I, Meccanica, § 17). eio non si verifica nella teoria relati
vistica. Dalla formula (13,14) si vede che per energie 1b1 sufficien
temente grandi la parte di energia ceduta puo diventare prossi
rna a 1. Tuttavia, non e sufficiente che la velocita della parti
cella ml sia vicina a 1, rna, come e facile vedere, occorrono energie 

~l"'" m z• 
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cioe Ia particella Ieggera deve avere un'energia dell'ordine di gran
dezza dell'energia a riposo della particella pesante. 

Una situazione analoga ha luogo per m2 ~ ml' ci~e quando la 
particella pesante va ad urtare contro quell a leggera. Anche in 
questo caso, pero, secondo la meccanica classica, l'energia ceduta 
dovrebbe essere minima. La parte di energia ceduta com in
cia ad essere notevole sol tanto a part ire da energie 

m2 
~i /'oJ _1_. 

mz 

Notiamo che qui non si tratta semplicemente di velocita dell'ordine 
di quella della Iuce, bens! di energie grandi rispetto a m l , cioe si 
tratta di un caso ultrarelativistico. 

PROBLEMI 

1. Nella fig. 4, il triangolo Af1C e {ormato dal vettore impulso P1 della 
particella incidente e dagli impulsi rio pz di ambedue Ie particelle dopo l'urto. 
Trovare il luogo geometrico dei pund C corrispondenti a tutti i valori possibili 
di Pi, pz· 

Soluzione. La curva cercata rappresenta un'ellisse i cui semiassi si possono 
calcolare direttamente con Ie formule dedotte nel problema 1 del § 11. Infatti, 

c 

Fig. 4 

la costruzione fatta per quel problema consiste nella determinazione del luogo 
geometrico delle estremita dei vettori p nel sistema l ottenuti da vettori Po 
arbitrariamente orientati, di lunghezza data Pf nel sistema c. 

Tenendo presente che i valori assoluti deg i impulsi delle particelle in col
lisione nel sistema c sono identici e restano invariati dopo l'urto, abbiamo ache 
fare nel nostro caso con una costruzione analoga a quell a del vettore pi per il 
quale nel sistema c si ha 

_ m2V 
Po = PiO = P20 • V 1-V2 ' 

dove Vela velocita della particella mJ nel sistema l che coincide in grandezza 
con la velocita del centro di massa uguale a V=Pl/(~l + m2) [vedi la (11,4)}. 
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Troviamo in definitiva che i semiassi minore e maggiore sono, rispettivamente, 

Po 

m2Pt 
Po - -:::7=:;==~:::;:===- Vmr +mi+2~'tt ' 

m2Pt ('fb t + m2) 
mf +m~+2m2'fbt 

(Ia prima di queste espressioni coincide naturalmente con la (13,10». 
Per 61 = 0, il vettore Pi coincide con PJ.J per cui la distanza AB e uguale 

a Pl. Confrontando P1 con I 'asse maggiore dell 'ellisse, 

/' .
/' 

AI£-~!""------::..J....~B 

Fig. 5 

e facile vedere che il punto A si trova all 'esterno dell'ellisse se m1 > m2 (fig. 4,a), 
e all'interno se m1 < ma (fig. 4, b). 

2. Determinare I'angolo minimo 8 mln sotto il quale due particelle di massa 
uguale (ml = mg == m) si allontanano dopo Purto. 

Soluzione. Per ml = mg. il punto A del diagramma si trova sull'ellisse, 
e l'angolo minimo cercato corrisponde alIa posizione in cui il punto C si trova 
all'estremita del semiasse minore (fig. 5). Dalla costruzione risulta evidente 
che tg (8mln/2) e data dal rap porto dei semiassi: 

ossia 

t 8mln .. /zm 
g-2-=V 'fbl+m' 

'fbt-m 
cos 8 m In = 'fbt +3m • 

3. Per l'urto di due particelle di massa uguale m esprimere ~;:, ~2' X in 
funzione dell'angolo di diffusione 61 nel sistema 1. 

Soluztone. L'inversione della formula (13,5) ci dB. in questo caso: 

i' (~t+m)+(~t-m)coslet 
1 = (~t+m)-(~t-m) cos26t m. 
, ('fbf - m2) senS 6f 

i2=m+ 2m+(~t-m)sen261 
Confrontando con I' espressione di ~i in funzione di X 

. i; =~1- 'fbt;-m (1-cosX), 

troviamo I'angolo di diffusione nel sistema c: 
2m-(~t + 3m) sen2 6t cos X = -=-----:....:..,.;,,c-:..,..-...,.:...---,,....,,...=-
2m+(~t +m) sen2 Ht 
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§ 14. M omento angolare 

Si sa dalla meccanica classica che per un sistema isolato, oltre 
all'energia e l'impulso, si conserva anche il momenta angolare, cioe 
il vettore 

M = 2J [rpl 

(r e p sono il raggio vettore e l'impulso della particella; la sommato
ria e estesa a tutte Ie particelle facenti parte del sistema). La con
servazione del momento angolare e dovuta al fatto che, in virtu 
dell'isotropia dello spazio, la funzione di Lagrange di un sistema 
isolato non varia per rotazioni del sistema in blocco. 

Con un ragionamento analogo applicato allo spazio quadridimen
sionale si puo determinare I' espressione relati vistica del momenta 
angolare. Siano xi Ie coordinate di una delle particelle del sistema. 
Facciamo una rotazione infinitesima nella spazio quadridimensionale. 
In questa trasformazione Ie coordinate Xi assumono valori nuovi Xli, 
e Ie differenze xli - Xi so no funzioni lineari: 

(14,1) 

dove M2i11. sono coefficienti infinitesimi. Le componenti del 4-ten
sore c5Q ik sono legate dalle relazioni che assicurano l'invarianza del
la lunghezza del raggio 4-vettore nella rotazione, cioe xixd = XiXi. 
Sostituendovi xli con la (14,1) e trascurando i quadrati di c5Qik come 
infinitesimi d'ordine superiore, troviamo: 

xixllc5Qik = O. 

Questa uguaglianza deve sussistere per ogni Xi. Essendo XiXk 
un tensore simmetrico, Ie c5Q ili debbono form are un tens ore antisim
metrico (il prod otto di un tensore simmetrico per un tensore antisim
metrico e identicamente nullo): 

c5Qki = -c5Qik • (14,2) 

La variazione dell'azione, allorche Ie coordinate variano di un 
infinitesimo, assume la forma [vedi la (9,11) 1: 

c5S = - ~pic5xi 

(la sommatoria e estesa a tutte Ie particelle del sistema). Nel casu 
della rotazione considerata, abbiamo c5x; = c5Q;kXk. Quindi 

~ . k c5S = - c5Qik LJ ptx • 

Se sC'Jmponiamo il tensore ~piXk in due. parti: simmetrica ed 
antisin.IP~trica, Ia prima di esse essendo moltiplicata per un tensore 
antisimm,~trico annulla identicamente il prodotto. Estraendo da 
~pixll la parte antisimmetrica, possiamo scrivere la precedente 
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uguaglianza nella forma 

{)s = - {)Q'k ~ ~ (piXk _ pkxi). (14,3) 

Per un sistema isolato, in virtu dell'isotropia della spazio e del 
tempo,la lagrangiana e invariante per rotazione nella spazio quadri
dimensionale, cioe i parametri {)Qik di questa rotazione sono coordinate 
cicliche. Di conseguenza, gli impuisi generalizzati si conservano. 
Questi impulsi sono rappresentati da aSlaQik' Dalla (14,3) otteniamo: 

as 1~'k k' --= -- (ptx - P x'). 
aQik 2 

Vediamo percio che per un sistema isolato si conserva il tensore 

Mik = 2J (Xipk _Xkpi). (14,4) 

Questo tensore antisimmetrico e detto 4-tensore momenta angolare. 
Le componenti spaziali di questo tensore momento coincidono 

con Ie componenti del vettore momenta angolare tridimensionale 
M = 2J [rpl: 

M23=Mx , _M13=My , M12=Mz • 

Le componenti MOl, M02, M03 formano invece il vettore 
2J (tp - 'l,r/c2). Quindi, Ie componenti del tensore Mik si possono 
scrivere nella forma 

Mik=(~ c(tp- ~:), -M) (14,5) 

[dr. la (6,1O)J. 
In virtu della conservazione del tensore Mik per un sistema isola

to, in particolare si ha: 

~ (tp - ~: ) = costante. 

Poiche, d'altra parte, anche l'energia totale 2J~ si conserva, Ia pre
cedente uguaglianza si puo scrivere nella forma 

2J ~r c2 2J p 2J ~ -t 2J ~ =costante. 

Oi qui si vede che i1 punto di raggio vettore 

2J ~r 
R=--2J ~ , 

si muove uniformemente con velocita 

c2 2j P v=--2J ~ , 

(14,6) 

(14,7) 
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che rappresenta la velocita del sistema considerato come un insieme 
unico (corrispondente, secondo la formula (9,8), alIa sua energia e aJ 
suo impulso totali). La formula (14,6) da la definizione relativistica 
delle coordinate del centro di massa del sistema. Se Ie velocita 
di tutte Ie particelle sono piccole rispetto a e, si puo porre 
approssimativamente ~ ~ me2 , e la (14,6) assume aHora la forma 
dell' espressione classical) 

R= ~mr. 
2Jin 

Osserviamo che Ie componenti del vettore (14,6) non formano 
componenti spaziali di un 4-vettore e, di conseguenza, per una 
trasformazione del sistema di riferimento, non si trasformano in 
coordinate di un pun to. Quindi il centro di massa di uno stesso 
sistema di particelle ha una posizione diversa nei diversi sistemi 
di riferimento. 

PROBLEMA 

Trovare la relazione tra il mom en to angolare M di un corpo (di un sistema 
di particelle) nel sistema di riferimento K, dove questo corpo si muove con 
velocita V, e il suo momenta M(o) nel sistema di riferimento K o, dove il corpo 
e in quiete; in ambedue i casi il momento va determinato rispetto aHo stesso 
punto, ossia rispetto al centro di massa nel sistema Ko2). 

Soluzione. Il sistema Ko si muove relativamente a K con velocita V; fac
ciamo coincidere la sua direzione con l' asse delle x. Le componenti del tensore Mik 
si trasformano secondo Ie seguenti formule (vedi problema 2 del § 6): 

MW)1 2 +~ MW)02 MCO)13 +~ M(O)03 

M12= C M13= c , M23=M<o)23. 

~/1-~' ~/1-~ 
JI c2 JI c2 

Siccome per origine delle coordinate e stato scelto il centro di massa del corpo 
(nel sistema K o), si ha allora in questo sistema ~~r = 0; essendo in questa 
stesso sistema anche ~ p = 0, si ha M(0)02 = M(O)03 = O. Tenendo conto della 
relazione tra Ie componenti di Mil< e il vet tore M, troviamo per quest'ultimo: 

M<O) 11-1(0) 
Mx=M~O), My= vi Y , M z= vi Z • 

V2 V2 
1-- 1--

c2 c2 

1) Mentre la formula classica per il centro di massa si riferisce ai sistemi 
di particelle sia non interagenti che interagenti, la formula (14,6) e valida sol
tanto se l'interazione e trascurata. In meccanica relativistica, la determinazione 
del centro di massa di un sistema di particelle interagenti richiede che siano presi 
esplicitamente in considerazione anche l'impulso e l'energia del campo creato 
dalle particelle. 

2) Notiamo che sebbene nel sistema Ko (dove 2Jp = 0) il momento ango
lare non dipenda dalla scelta del punto rispetto al qua Ie esso e determinato, nel 
sistema K (dove 2J P =1= 0) il momenta dipende da questa scelta (vedi vol. I 
Meccanica, § 9). 
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CARICA IN UN CAMPO ELETTROMAGNETICO 

§ 15. Particelle elementari nella teoria della relativita 

L'interazione tra particelle si puo descrivere mediante il concetto 
di campo di forza. Invece di dire che una particella agisce su un'altra, 
si puo dire che essa crea attorno a se un campo; ogni altra particella 
che si trova in questo campo sara soggetta all'azione di una forza. 
In meccanica classica, il campo non e che un mezzo per descrivere il 
fenomeno fisico dell' interazione tra particelle. Nella teoria della 
relativita, invece, in conseguenza del fatto che la velocita di pro
pagazione delle interazioni e finita, la situazione cambia sostanzial
mente. Le forze agenti nell'istante dato su una particella non sono 
determinate dalla posizione delle particelle in questo istante. 11 
cambiamento di posizione di una delle particelle produce un effetto 
sulle altre sol tanto dopo un certo intervallo di tempo. Cio significa 
che il campo diventa una realta fisica intrinseca. Non possiamo par
lare di un'interazione diretta tra particelle separate da una certa 
distanza. Un'interazione puo aver luogo ad ogni istante soltanto 
tra due punti vicini dello spazio (azione di contatto diretto). Dobbia
mo parlare quindi dell'interazione di una particella con il campo 
e dell'interazione successiva del campo con un'aItra particella. 

Considereremo due tipi di campi: campi gravitazionali e campi 
elettromagnetici. Ai campi gravitazionali sono dedicati i capitoli 
X-XIV. Negli altri capitoli saranno considerati esclusivamente i 
campi elettromagnetici. 

Prima di passare allo studio delle interazioni tra particelle e 
campo elettromagnetico, facciamo qualche considerazione genera Ie 
suI concetto di « particella » in meccanica relativistica. 

In meccanica classica, si puo introdurre il concetto di corpo asso
lutamente rigido, cioe corpo indeformabile a nessuna condizione. 
Nella teoria della relativita, con corpo assolutamente rigido si 
dovrebbe intend ere quindi un corpo, Ie cui dimensioni restano 
invariate nel sistema di riferimento dove esso e in quiete. E facile 
tuttavia vedere che la teoria della relativita rende in genera Ie 
impossibile l'esistenza di corpi assolutamente rigidi. 

Consideriamo, per esempio, un disco che ruota intorno al suo 
asse e supponiamolo assolutamente rigido. E chiaro che il sistema di 
riferimento solidale a questo disco non e inerziale. Tuttavia, e possi-

5$ 
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bile fissare a ciascun piccolo elemento del disco un sistema di rife
rimento rispetto al quale questo elemento sara nelI'istante dato in 
quiete; per diversi elementi del disco, aventi differenti velocita, 
questi sistemi di riferimento saranno naturalmente diversi. Consi
deriamo un l'aggio del disco come costituito di piccoli segmenti. 
Essendo il disco assolutamente rigido, Ie lunghezze di questi 
segmenti nei rispettivi sistemi di riferimento inerziali sono Ie stesse 
che per il disco immobile. Le stesse lunghezze saranno misurate 
anche da un'osservatore jsso davanti al quale all'istante dato passa 
il raggio considerato del disco, poiche essendo ciascun segmento 
perpendicolare alla propria velocita, non avviene la contrazione di 
Lorentz. L'intero raggio quindi, misurato dall'osservatore fisso 
come la somma dei segmenti che 10 costituiscono, sara della stessa 
lunghezza del raggio del disco immobile. D'altra parte, gli ele
menti d'arco della circonferenza passanti all'istante dato davanti 
all' osservatore fisso sono alterati dalla contrazione di Lorentz, 
cosicche la lunghezza dell'intera circonferenza (misurata dall'osser
vat ore fisso come la somma dei suoi elementi d' arco) sara inferiore 
alla lunghezza della circonferenza del disco immobile. Siamo 
giunti dunque al risultato che per un disco che ruota il rapporto 
(misurato dalI' osservatore fisso) fra la lunghezza della circonferenza 
e il raggio, invece di rest are uguale a 2n, dovrebbe cambiare. 
L'assurdita di questo risultato prova che in realta il disco non puo 
essere assolutamente rigido e che nella rotazione e inevitabilmente 
soggetto ad una deformazione complessa, dipendente dalle proprieta 
elastiche del materia Ie di cui il disco e fabbricato. 

Ci sono altri modi per convincersi dell'impossibilita dell'esisten
za di corpi assolutamente rigidi. Ammettiamo che un corpo rigido 
qualunque venga messo in moto da una causa esterna agente su uno 
dei suoi punti. Se il corpo fosse assolutamente rigido, tutti i suoi 
punti dovrebbero mettersi in moto contemporaneamente al punto 
sottoposto all' azione; contrariamente, il corpo si deformerebbe. 
Tuttavia, la teoria della relativita rende impossibile la prima ipotesi 
perche I' azione alIa quale e sottoposto un punto si propaga verso gli 
altri punti con velocita finita, e percio i punti non possono muoversi 
tutti contemporaneamente. 

Quello che e stato detto permette di trarre alcune conclusioni 
relative aIle particelle elementari, cioe particelle il cui stato mecca
nico puo essere completamente descritto da tre coordinate date e dal
Ie tre componenti della velocita del moto. 

E evidente che se una particella element are avesse dimensioni 
finite, cioe avesse un'estensione, essa non potrebbe deformarsi, 
perche il concetto di deformazione e legato alIa possibilita di 
movimenti indipendenti delle diverse parti di un corpo. Come 
abbiamo visto prima, pero, la teoria della relativita non ammette 
l'esistenza di corpi assolutamente rigidi. 
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Nella meccanica relativistica classica (non quantistica) non 
si possono attribuire dimensioni finite aIle particelle elementari. 
In altri termini, nel quadro della teoria classica, Ie particelle eIe
mentari vanno considerate puntiformP). 

16. Quadripotenziale del campo 

L' azione di una particella in mota in un cam po elettromagnetico 
e compost a di due termini: dell'azione (8,1) della particella libera 
e di un termine descrivente I' interazione della particella con il 
campo. Quest'ultimo deve contenere sia Ie grandezze che caratteriz
zano la particella, sia quelle che caratterizzano il campo. 

Risulta che2) Ie pro prieta della particella sono definite, per quanto 
concerne la sua interazione con il campo ellettromagnetico, da un 
solo parameto, detto carica della particella e, che puo essere sia posi
tiva che negativa (0 nulla). Le proprieta del campo sono invece carat
terizzate da un quadrivettore Ai. detto 4-potenziale Ie cui componenti 
sono funzioni delle coordinate e del tempo. Queste grandezze entrano 
nell' azione tramite il termine 

b 

-- Aidxt e i . 
c ' 

a 

dove Ie funzioni Ai sono prese in punti della linea d 'universo della 
particella. 11 fattore 1/c e stato introdotto qui per ragioni di como
dita. Notiamo che fino a quando non abbiamo formule che permet
tano di collegare la carica 0 i potenziali a grandezze gia note, Ie 
unita di misura possono essere scelte arbitrariamente3). 

L'azione, per una carica in un campo elettromagnetico, assume 
quindi la forma 

b 

s= ) ( -mcds- : Ai dXi). (16,1) 
a 

1) Benche nella meccanica quantistica la situazione cambi sostan
zialmente, la teoria della relativita rende molto difficile l'introduzione del con
cetto di interazione non puntiforme. 

2) Le affermazioni fatte qui so no da considerarsi, in misura notevole, come 
il risultato di dati sperimentali. La forma dell'azione per una particella in un 
campo elettromagnetico non puo essere stabilita solamente sulla base di consi
derazioni generali, come la condizione d'invarianza relativistica (quest'ultima 
ammetterebbe, per esempio, la presenza nell'azione anche di un termine tipo 

J A ds, dove A e una funzione scalare). 

Ricordiamo, a scanso di equivoci, che si tratta ovunque della teoria clas
sica (non quantistica) e, di conseguenza, sono ovunque trascurati gli effetti 
legati alIo spin delle particelle. 

3) Per la scelta di queste unitil vedi § 27. 
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Le tre componenti spaziali del quadrivettore Ai costituiscono un 
vettore tridimensionale A, detto potenziale vettore del campo. La 
componente temporale, che indicheremo con A 0 = <p, e detta poten
ziale sealare. In tal modo, 

Ai = (<p, A). (16,2) 

L'integrale dell'azione puo quindi essere scritto nella forma: 
b 

S = ) ( - me ds + : A dr - e<p dt) , 
a 

oppure, introducendo la velocita V = dr/dt della particella ed inte
grando rispetto al tempo, 

12 __ _ 

s = ) ( - mc2 V 1 - ~: + ; Av -e<p) dt. (16,3) 
tl 

L' espressione integranda e la lagrangiana per una carica in un 
campo elettromagnetico: 

-. /--v-2 e 
L = -me2 V 1-"""C2+c Av - e<p. (16,4) 

Questa espressione differisce dalla lagrangiana (8,2) per una 

particella libera per i termini ~ Av - e<p che descrivono I'interazio
c 

ne della carica con il campo. 
La derivata iJL/iJv e l'impulso generalizzato della particella, che 

indicheremo con P. Derivando troviamo: 

(16,5) 

Qui abbiamo indicato con p l'impulso ordinario della particella, 
che in seguito chiameremo semplicemente impulso. 

A partire dalla lagrangiana, si puo trovare l'hamiltoniana di una 
particella in un campo secondo la nota formula generale 

BL 
d1t=v&V"-L. 

Sostituendo la (16,4) in quest'ultima, troviamo: 

mc2 

rJJe = +e<p. 
-,l1-~ c2 

(16,6) 
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Tuttavia, l'hamil toniana deve essere espressa non mediante la velocita, 
bens! mediante l'impulso generalizzato della particella. 

DaIle formule (16,5) e (16,6) si vede che la relazione tra Ole - elJl 
e P-!"'A e la stessa che tra $8 e p in assenza del campo, doe 

t: 

(16,7) 

o altrimenti: 

(16,8) 

Per velocita piccole, cioe nel caso della meccanica classica, la 
lagrangiana (16,4) si trasforma in 

mv2 e 
L=-2-+c Av - e<p. (16,9) 

In questa approssimazione, 

P =mv=P-!...A 
c ' 

e per l'hamil toni ana troviamo la seguente espressione: 

$8= 2~ (p-: Af +erp. (16,10) 

Scriviamo infine l'equazione di Hamilton-Jacobi per una parti
cella in un campo elettromagnetico, che puo essere ottenuta sosti
tuendo nell'hamiltoniana l'impulso generalizzato Peon as/ar e la 
stessa funzione QJ8 con - as/at. In tal modo dalla (16,7) deduciamo 

( e)2 1 (as )2 gradS --c A -C2" 7ft+e<p + m2c2 = O. (16,11) 

§ 17. Equazioni del moto di una carica in un campo 

Una carica che si trova in un campo non soltanto e influenzata da 
questo, rna agisce a sua volta suI campo, trasformandolo. Tuttavia, 
se la carica e non e grande, la sua influenza suI campo puo essere 
trascurata. In questa caso, studiando il mota di unaparticella in 
un campo, si puo supporre che il campo non dipenda ne dalle 
coordinate, ne dalla velocita della carica. Le eondizioni esatte aIle 
quali deve soddisfare una carica perche la si possa considerare 
piccola nel senso suindicato verranno precisate in seguito (vedi § 75). 
Per ora supporremo soddisfatte queste condizioni. 



72 CAPITOLO III 

Dunque, dobbiamo trovare Ie equzioni del mota di una carica in 
un campo elettromagnetico. Que~e equazioni si ottengono facendo 
variare l'azione, doe tramite Ie equazioni di Lagrange 

d aL aL 
litav-=ar' (17,1) 

dove L e determinata dalla formula (16,4). 
La derivata f)L/Ov e l'impulso generalizzato della particella secon

do la (16,5). Scriviamo poi: 
aL e 
7Jr = VL = c grad Av- e grad <p. 

Secondo una formula ben nota dell'analisi vettoriale si ha l'identita: 

grad ab = (aV)b + (b V) a + [b rot al + [a rot bI, 
dove a e b sone due vettori arbitrari. Applicando questa forn'ula ad 
Av e tenendo presente che la derivazione rispetto ad r e fatta per v 
costante, troviamo: 

BaL ="':"'(vV) A+"':'" [vrotAj-egrad<p. 
r c c 

Di conseguenza, Ie equazioni di Lagrange assumono la forma: 

:t (p+ 7- A) = + (vV) A++ [v rotAI- e grad <p. 

II differenziale totale :- dt e pero composto di due parti: la varia

zione :- dt del potenziale vettore in funzione del tempo nel 

punto dato e la variazione che si ha nel passaggio da un punto dello 
spazio a un altro distante di dr. Questa seconda variazione e uguale 
a (drV) A. Abbiamo quindi: 

dA aA 
Tt= Tt+ (vV)A. 

Sostituendo questa espressione nell'equazione precedente, otteniamo: 

~= _...:... aA -egrad<p+"':"'[vrotAJ (17,2) 
dt c at c· 

Questa e l'equazione del moto di una particella in un campo 
elettromagnetico. A primo membro si ha la derivata dell'impulso 
rispetto al tempo. Di conseguenza, l'espressione del secondo membro 
nell' equazione (17,2) rappresenta la forza agente Stl una particella in 
un campo elettromagnetico. Si vede che questa forza e composta di 
due parti. La prima (i due primi termini del secondo membro della 
(17,2» non dipende dalla velocita della particella. La second a parte 
(il terzo termine) dipende da questa velocita, cioe e proporzionale 
al suo modulo ed e ad esso perpendicolare. 
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La forza del primo tipo, riferita a una carica unitaria, e detta 
vettore campo elettrico; indicando questa forza con E, per definizione 
abbiamo: 

1 aA E= ---- grad qJ. 
c at (17,o) 

II fattore che moltiplica la velocita, 0 meglio vic nella forza del 
secondo tipo agente su una carica unitaria, e detto vettore camp(J> 
magnetico; indicandolo con H, per definizione abbiamo: 

H = rot A. (17,4) 

Quando in un campo elettromagnetico E =1= 0 e H = 0, si dice 
che si ha un campo etettrico; quando invece E = 0 e H =1= 0, il 
campo e detto magnetico. Nel CdSO generale, un campo elettromagne
tico e la sovrapposizione di un campo elettrico e di un campo ma
gnetico. 

Notiamo che E rappresenta un vettore polare ed H un vettore 
assiale. 

Possiamo ora scrivere Ie equazioni del moto di una carica in un 
campo elettromagnetico nella forma 

dp E e Tt=e +c[vHj. (17,5 ) 

L'espressione al secondo membro e detta jorza di Lorentz. II suo 
primo termine e la forza con la quale il campo elettrico agisce sulla 
carica; questa forza non dipende dalla velocita della carica ed 
e orientata lungo il campo E. II secondo termine e la forza esercitata 
sulla carica dal campo magnetico; essa e proporzionale aHa velocita 
della carica e perpendicolare a questa velocita e aHa direzione 
del campo magnetico H. 

Per velocita piccole rispetto alIa velocita della luce, l'impulso p 
e approssimativamente uguale alIa sua espressione classica mv, 
e l'equazione del moto (17,5) diventa 

dv E e m-
d 

=e +-[vHj. t c 
(17,6) 

Deduciamo ora una equazione che determina la variazione 
dell'energia cinetica di una particelIa1) con il tempo, cioe la derivata 

d~cln d mc2 

----ae- = Cit ;- v2 

V 1-"C2 
E facile vedere che 

d~Cln dp 
~=vTt· 

1) Qui e piu avanti con «cinetica » intendiamo l'energia (9,4) che include 
I 'energia di quiete. 
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Sostituendovi dp/dt ricavata dalla (17,5) e notanda che [vHJv = 0, 
si ha 

d'SCin =eEv 
dt • (17,7) 

La variazione dell'energia cinetica con il tempo e il lavoro effet
tuato dal campo sulla particella (nell'unita di tempo). Dalla formu
la (17,7) risulta che questo lavoro e uguale al prod otto della velocita 
della carica per la forza con la quale il campo elettrico agisce sulla 
carica. II lavoro compiuto dal campo nell'intervallo di tempo dt, 
quando la carica si sposta di dr, e uguale ad eEdr. 

Sottolineiamo che solo il campo elettrico compie un lavoro sulla 
carica, il campo magnetico non compie nessun lavoro sulla carica in 
moto. Quest'ultima circostanza e dovuta al fatto che la forza con la 
quale il campo magnetico agisce sulla particella e sempre perpendi
colare alla sua velocita. 

Le equazioni della meccanica sono invarianti rispetto all'in
versione del tempo, cioe rispetto alIa sostituzione del futuro con il 
passato. In altri termini, ambedue i sensi del tempo sono equi
valenti in meccanica. Cio significa che se secondo Ie equazioni della 
meccanica qualche mota e possibile, 10 e anche il moto inverso, nel 
quale il sistema passa per gli stessi stati a ritroso. 

E facile vedere che 10 stesso si verifica per il campo elettromagne
tico nella teoria della relativita. Bisogna, tuttavia, cambiare il se
gno del campo magnetico contemporaneamente alla sostituzione di t 
con -to Infatti, e facile vedere che Ie equazioni del mota (17,5) 
restano invariate nella sostituzione 

t -+-t, E -+E, H -+-H. (17,8) 

Inoltre, secondo Ie formule (17,3) e (17,4) il potenziale scalare non 
cambia, mentre il potenziale vet tore cambia di segno: 

cp -+ cp, A -+ -A. (17,9) 

Dunque, se in un campo elettromagnetico un mota e possibile, 
e possibile anche il moto inverso in questa stesso campo che si 
ottiene invertendo il verso di H. 

PROBLEMA 

Esprimere l'accelerazione di una particella in funzione della sua velocita 
e dei vettori dei campi E ed H. 

Soluzione. Sostituiamo p = v'tl,Cln/c2 nell'equllzione del moto (17,5) ed 
esprimiamo d'Scln/dt secondo la formula (17,7). Troviamo in definitiva: 

e j/---;2" { . 1 1 } v=- 1-- E+-[vH]--v(vE) . 
"' c2 

C c2 
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§ 18. Invarianza di gauge 

Consideriamo ora il problema di quanto sia univoca la defini
zione dei potenziali del campo. A tale scopo si deve tener pre
sente che il campo e caratterizzato dall'azione da esso esercitata suI 
moto delle cariche che in esso si trovano. Le equazioni del mota (17,5) 
perC) contengono non i potenziali, bensi i vettori dei campi E ed H. 
Di conseguenza, i due campi sono fisicamente identici se sono carat
terizzati dagli stessi vettori E ed H. 

Se sono dati i potenziali A e cp, allora E ed H sono determinati 
uni vocamente secondo Ie formule (17,3) e (17,4), di conseguenza, 
anche il campo e determinato univocamente. Differenti potenziali 
tuttavia possono corrispondere ad uno stesso campo. Per convincerci 
di questo, aggiungiamo' a ciascuna componente del potenziale Ak la 
grandezza -a//axk, dove / e una funzione arbitraria delle coordinate 
e del tempo. II potenziale Ak diventa allora 

Ai. = Ak -~. (18,1) 
axk 

Questa sostituzione fa comparire nell'integrale dell'azione (16,1) un 
nuo vo termine che rappresenta il differenziale totale: 

..:- !l dxk = d (~ /) 
c axk c' 

(18,2) 

il quale non influisce sulle equazioni del mota (vedi vol. I, M eccani
ca, § 2). 

Se in Iuogo del quadripotenziale si intro4ucono i potenziali 
vettore e scalare, e in Iuogo delle coordinate Xl Ie coordinate ct, X, 

y, z, Ie quattro uguaglianze (18,1) si scriveranno allora nella forma 

A' = A + grad /, 
I 1 aj 

cp =CP-cTt· (18,3) 

E facile provare che i campi elettrico e magnetico determinati dalle 
uguaglianze (17,3) e (17,4) non cambiano di fatto se A e cp vengono 
sostituiti con i potenzili A' e cp' definiti dalla (18,3). La trasforma
zine dei potenziali (18,1) non cambia quindi il campo. Ne segue 
che i potenziali non sono definiti univocamente: il potenziale 
vettore e determinato a meno del gradiente di una funzione arbitra
ria, e il potenziale scalare a meno della derivata rispetto al tempo 
della stessa funzione. 

In particolare, si puo aggiungere al potenziale vettore un 
qualsiasi vettore cost ante ed al potenziale scalare una cost ante arbi
traria. Questa 6 una conseguenza diretta del fatto che nella defini-



76 CAPITOLO III 

zione di E ed H entrano soltanto Ie derivate di A e di «p, e quin
di, E ed H non cambiano se ad A e cp si aggiungono delle co
stanti. 

Poiche solo Ie grandezze invarianti nella trasformazione dei 
potenziali (18,3) hanno un significato fisico, tutte Ie equazioni debbo
no essere invarianti in questa trasformazione. Questa invarianza 
e detta invarianza di gaugel ). 

La citata non unicita dei potenziali permette sempre di sce
glierli in maniera tale da soddisfare una condizione arbitraria 
supplement are [una sola, perche possiamo scegliere arbitrariamente 
una funzioe t nella (18,3)1. In particolare, e sempre possibile scegliere 
i potenziali del campo in maniera tale ehe il potenziale scalare «p sia 
nullo. Ma general mente e impossibile annullare il potenziale vetto
re, perche la condizione A = 0 rappresenta tre condizioni supple
mentari (per Ie tre componenti di A). 

§ 19. Campo elettroma{;netico costante 

Si chiama campo elettromagnetico costante un campo non dipen
dente dal tempo. E evidente che i potenziali di un campo costante si 
possono scegliere in modo tale che essi siano Iunzioni delJe sole coor
dinate, rna non del tempo. Un campo magnetico costante si scrive, 
come precedentemente, H = rot A. II campo elettrico costante si 
scrive invece 

E = - grad «p. (19,1) 

In tal modo, un campo elettrico costante e definito solo da un po
tenziale scalare, e un campo magnetico solo da un potenziale vet
tore. 

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che i potenziali del 
campo non sono definiti univocamente .. Tuttavia, e facile provare 
che se un campo elettromagnetico cost ante e descritto mediante po
tenziali non dipendenti dal tempo, si potra allora aggiungere al poten
ziale scalare, senza cambiare il campo, soltanto una costante arbi
traria (non dipendente ne dalle coordinate, ne dal tempo). Di solito 
sullo scalare «p si pone la condizione supplementare che esso prenda 
un valore determinato in un punto dato dello spazio; generalmente 
si sceglie «p in modo che esso sia nullo all'infinito. In questa caso, si 
puo determinare la costante arbitraria suindicata e, di conseguenza, 
si determina univocamente anche il potenziale scalare del campo 
cost ante. 

1) Sottolineiamo che questo risultato e dovuto alIa supposta costanza dJ 
e nella (18,2). In tal modo, l'invarianza di gauge delle equazioni dell'elettro
dimanica e la conservazione della carica sonG strettamente collegate tra di loro 
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Al contrario, il potenziale vettore resta definito non univoca
mente anche per un campo elettromagnetico costante; ad esso infatti 
si puo aggiungere il gradiente di una funzione delle coordinate 
arbitraria. 

Calcoliamo 1'energia di una carica in un campo elettromagnetico 
costante. Essendo il campo costante, la lagrangiana per una carica 
non dipende esplicitamente dal tempo. Come e noto, in questo caso 
l'energia si conserva e coincide con l'hamiltoniana. 

Conformemente alIa (16,6), si ha: 

~ =y- v2 +eIP· 
1--c2 

(19,2) 

Si vede che, in presenza di un campo, all'energia della particella 
viene aggiunto il termine eIP che e 1'energia potenziale della 
carica nel campo. Notiamo il fatto fondamentale che l'energia 
dipende solo dal potenziale scalare e non dal potenziale vettore. 
In altri termini, il campo magnetico non inflUisce sull'energia delle 
cariche; soltanto il campo elettrico puo cambiare l' energia di una 
particella. Cio e dovuto al fatto che, contrariamente al campo elettri
co, il campo magnetico non compie lavoro su una carica. 

Quando 1'intensita del campo e la stessa in tutti i punti dello 
spazio, si dice che il campo e uniforme. 11 potenziale scalare di un 
campo elettrico uniforme puo essere espresso mediante il vettore E 
come segue: 

IP = - Er. (19,3) 

In effetti, per E = cost ante abbiamo grad (Er) = (EV)r = E. 
Quanto al potenziale vettore di un campo magnetico uniforme, 

esso si esprime mediante H nella forma 
1 A=2' [Hr]. (19,4) 

In effetti, per H = cost ante Ie formule ben note dell'analisi vettoria
le ci danno: 

rot [Hr] = H div r - (HV)r = 2H 

(ricordiamo che div r = 3). 
II potenziale vettore di un campo magnetico uniforme si puo 

scegliere altrimenti, per esempio nel modo seguente: 

Ax = -Hy, Ay = A z = 0 (19,5) 

(l'asse delle z e diretto lungo H). E facile vedere che anche per 
una tale scelta di A sussiste l'uguaglianza H = rot A. In base 
aHe formule di trasformazione (18,3), i potenziai (19,4) e (19,5) dif
feriscono l'uno dall'altro per il gradiente di una certa funzione: la 
(19,5) si ottiene aggiungendo Vf ana (19,4), dove f = -xyHI2. 
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PROBLEMA 

Scrivere, in meccanica relativistica, il principio variazionale per Ia traietto
ria di una particella (principio di Maupertuis) in un campo elettromagnetico 
costante. 

Soluzione. II principio di Maupertuis afferma che se I'energia totale di una 
particella si conserva (moto in un campo costante), la sua traiettoria puo essere 
determinata partendo dall'equazione variazionale 

II J P dr = 0, 

dove Pel 'impulso generalizzato della particella espresso mediante l'energia 
e i differenziali delle coordinate; I'integrale e esteso alla traiettoria della 

particella (vedi vol. I, Meccanica, § 44). Sostituendo P = P + ~A e tenendo 
c 

presente che Ie direzioni p e dr coincidono, abbiamo: 

dove dl = 11 dr2 e un elemento d'arco. Ricavando p da p2+ m 2c2 = (~_ ecp)2/cS, 

troviamo in definitiva: 

§ 20. Mota in un campo elettrico uniforme e costante 

Consideriamo il moto di una carica e in un campo elettrico unifor
me e costante E. Per asse delle x prendiamo la direzione del campo. 
II mota avverra, evidentemente, in un piano che noi facciamo coin
cidere con il piano xy. In questa caso, Ie equazioni del moto (17,5) 
assumeranno la forma 

px=eE, Py=O 

(il punto su una lettera indica derivazione rispetto at), donde 

Px = eEt, py = po· (20,1) 

Per orIgme dei tempi abbiamo scelto I'istante in cui Px = 0; Po 
e l'impulso della particella in questo istante. 

L' energia cinetica di una particella (senza I' energia potenziale 
nel campo) e ~cin = c-V m2c2 + p2. Sostituendovi la (20,1), troviamo 
nel nostro caso: 

~cin = V m2c4+ C2p~ + (ceEt)2 = V ~~ + (ceEt)2, 

dove ~o e l'energia all'istante t=O. 

(20,2) 



CARICA IN UN CAMPO ELETTROMAGNETlCO 79 

Secondo la formula (9,8), la velocita della particella e v = 

= pc2/~cin. Per la velocita v x = x abbiamo 
dx PxC2 c2eEt 
dt = ~cln = V'S5+ (ceEt)2 • 

Integrando otteniamo: 

x = e~ V0~ + (ce.Ht)Z (20,3) 

(Ia cost ante d'integrazione e stata posta uguale a zero)l). 
Per la determinazione di y abbiamo: 

dy Pyc2 Poc2 

(it = ~cln = V~5+(ceEt)2' 
donde 

Poc A h ceEt 
Y= eE rs 'So· 

Esprimendo nella (20,4) t in funzione di y 
(20,3), troviamo l'equazione della traiettoria: 

(20,4) 

e sostituendo nella 

'So eEy 
x=-ch-· (20,5) 

eE poc 

La carica in moto descrive dunque una catenaria in un campo elet
trico uniforme. 

Se la velocita di una particella e v ~ c, si puo porre Po = 
= mvo, ~o = mc2 ; sviluppando la (20,5) secondo Ie potenze di 1/ct 

otteniamo a menD di termini d'ordine superiore: 
eE 

x = -2 2 y2 + costante, 
mvo 

cioe la carica in moto descrive una parabola, risultato gia noto 
dalla meccanica classica. 

§ 21. M oto in un campo magnetico uniforme e costante 

Consideriamo ora il moto di una carica e in un campo magnetico 
uniforme H. Per direzione del campo prendiamo I'asse delle z. 
Le equazioni del moto 

• e 
p=-[vH] 

c 

1) Questo risultato (per Po = 0) coincide con la soluzione del problema del 
moto relativistico con « accelerazione propria» costante Wo = eE/m (vedi proble
ma del § 7). La costanza di questa accelerazione e dovuta, nel nostro easo, al 
fatto ehe il campo elettrieo e invariante rispetto aIle trasformazioni di Lorentz 
eon veloeita V dirette lungo il campo (vedi § 24). 
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riscriviamo in un altra forma sostituendo l'impulso con l'espressione 

"v p=C"2' 

dove e e l'energia della particella che in un campo magnetico 
rimane costante. Le equazioni del moto assumono aHora la forma 

"dv e --=- [vH] (21,1) c2 dt C ' 

oppure, sviluppando il prodotto vettoriale: 

v'" = rovy, Vy = - rov"" ~z = 0, 

dove abbiamo posto 
ecH 

ro=-W-' 

(21,2) 

(21,3) 

Moltiplicando la seconda delle equazioni (21,2) per i e sommandola 
alIa prima otteniamo: 

:t (vx + ivy) = - iro (v", + ivy), 

da cui 
v", + ivy = ae- iOlt , 

dove a e una cost ante complessa, che puo essere scr~tta nella forma 
a = Vote-lc:x., dove Vot ed a sono reali. Anora 

v", + ivy = Vote-i(Olt+c:x.), 

e, separando Ie parti reale ed immaginaria, troviamo: 

v", = Vot cos (rot + a), Vy = - Vot sen (rot + a). (21,4) 

Le cost anti Vot ed a sono determinate dalle condizioni iniziali, a e la 
fase iniziale; per Vot, dalla (21,4) abbiamo: 

Vot = -V v~+v~, 
cioe Vot e la velocita della particella nel piano xy che resta cost ante 
durante il moto. 

Integrando ancora una volta, dana (21,4) ricaviamo: 

x = Xo + r sen (rot + a), y = Yo + r cos (rot + a), (21,5) 
dove 

VOt VOt~ CPt 
r=-=-=-

CJ) ecH eH 
(21,6) 

(Pt e la proiezione dell'impulso suI piano xy). Dalla terza equazione 
(21,2) ricaviamo 1.1%=1.10% e 

(21,7) 
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Dalle formule (21,5) e (21,7) si vede che la carica in moto in 
un campo magnetico uniforme descrive una elica, il cui asse 
e dir.etto lungo il campo magnetico, e il cui raggio r e definito dalla 
(21,6). Inoltre, la velocita della pa:rticella e costante in grandezza. 
Nel caso particolare in cui VOT. = 0 (cioe la componente della velocita 
nella direzione del campo e nulla), la carica descrive una circon
ferenza in un piano perpendicolare al campo. 

La grande~za 0), come si vede dalle formule, e la frequenza ciclica 
di rotazione della particella in un piano perpendicolare al campo. 

Nel caso in cui la velocita della particella e piccola, possiamo 
approssimativamente porre ~ = mc2 • La frequenza 0) diventa allora 

eH 
0)=-. 

me 
(21,8) 

Supponiamo ora che il campo magnetico, restando uniforme, 
varii lentamente in intensita e in direzione. Osserviamo come cambia 
il moto della particella carica. 

E noto che per una variazione lenta delle condizioni del moto 
i cosiddetti invarianti adiabatici restano costanti. Essendo periodico 
il moto in un piano perpendicolare al campo magnetico, un inva
riante adiabatico sarra l'integrale 

1= 2~ ~ Pt dr, 

preso su periodo completo del moto (circolare nel nostro caso), 
dove Pt e la proiezione dell'impulso generalizzato suI piano indi-

cato1). Sostituendo Pt con Pt + !.... A, si ha: e 

1= 2~ ~ Pt dr+2~e ~ Adr. 

Notiamo che nel primo termine Pt e cost ante in valore asso
luta e collineare con dr; applicando il teorema di Stokes al secondo 
termine e sostituendo rot A = H, otteniamo: 

e cpl 
I =rpt - 2e Hr2= 2eH (21,9) 

1) Vedi vol. I, Meccanica, § 49. Gli invarianti adiabatici sono in generale 

gli integrali ~P dq presi su periodo di variazione~ della coordinata q data. 

Nel caso considerato, i periodi relativi aIle due coordinate x, y - nel piano 
perpendicolare ad H - coincidono, e l'integrale I rappresenta la somma dei 
due corrispondenti invarianti adiabaticL Tuttavia, ciascuno di questi invarianti 
preso separatamente non ha un senso particolare, perche dipende dalla scelta 
non univoca del potenziale vettore del camfo. La non' univocitA degli inva
rianti adiabatici che ne deriva e dovuta a fatto seguente: considerando un 
campo magnetico come iniforme in tutto 10 spazio, e impossibile, in linea di 
massima, determinare il campo elettrico generato dalla variazione di H, perche 
esso dipende in realtA da condizioni concrete all'infinito. 
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(seguendo la direzione in cui la carica in moto per una data direzione H 
descrive il contorno, vediamo che cia avviene nel senso antiorario per cui 
il segno meno nel secondo termine). 
Di qui si vede che, per una variazione lenta di H, l'impulso tra
sversale Pt varia proporzionalmente a YH. 

Questo risultato puo essereapplicato ad un altro caso, alIorcM 
la particella in moto descriYe una eHca in un campo magnetico 
costante, ma non del tutto uniforme (un campo che varia poco per 
distanze dell' ordine del raggio e del passo dell' orbita elicoidale). 
Tale mota si puo considerare come un moto su un'orbita circolare 
la quale si sposta col tempo, mentre il campo, rispetto a questa 
orbita, sembra di variare col tempo, rimanendo pero uniforme. Si 
puo allora affermare che la componente trasversale (rispetto alIa 
direzione del campo) dell'impulso varia secondo la legge Pt = Y CH, 
dove C e una costante ed H una funzione data delle coordinate. 
D'altra parte, come per il moto in ogni campo magnetico costante, 
l'energia della particella (e con Iilssa il quadrato del suo impulso p2) 
resta costante. Di conseguenza, la componente longitudinale del
l'impulso varia secondo la legge 

pl=pz-pl=pz-CH(x, y, z). (21,10) 

PoicM deve essere sempre pf ~ 0, ne segue che la particella non 
puo penetrare in regioni di un earn po sufficientemente forte 
(CH> p2). Quando il moto avviene nel verso in cui il campo cresce, 
il raggio della traiettoria elicoidale decresce proporzionalmente 
a ptlH (cioe proporzionalmente ad flY H), e il suo passo decresce 
proporzionalmente a PI. Raggiunta la frontiera sulla quale PI si 
annulla, la particella si riflette su di essa: continuando a ruotare nella 
stessa direzione, essa comincia a muoversi in verso opposto al 
gradiente del campo. 

La non uniformita del campo genera anche un altro fenomeno, ossia 
un lento spostamento trasversale (deriva) del centro guida della 
traiettoria elicoidale della particella (cosf si chiama il centro del
l'orbita cireolare); questo fenomeno verdi esaminato nel problema 
3 del prossimo paragrafo. 

PROBLEMA 
Determinare pulsazione di un oscillatore spaziale carico che si trova in un 

campo magnetico uniforme costante; III frequenza propria dell'oscillatore (in 
assenza del campo) e 000' 

Soluzione. Le equazioni delle oscillazioni forzate in un campo magnetico' 
(orientato lungo l'asse delle z) sono della forma 

•• ell • 
:e +CI)~z=-y, me 
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Moltiplicando la seconda.equazione per i ed aggiungendola alIa prima, otteniamo: 
•• eH • 
6+OO~;= -t me 6, 

dove 6 = .:c+l". Troviamo di qui che Ie pulsazioni dell'oseillatore nel piano 
perpendicolare al campo sono 

00=" / ~+1- (eH)2 ± eH_. V 4mc 2mc 

Sa il campo H e debole, questa formula diventa 

eH 
OO=OOo± 2mc. 

Le oscill$zioni lungo la direzione del campo non variano. 

§ 22. M oto di una carica in campi elettrico e] 
magnetico uniformi e costanti. 

Consideriamo il moto di una carica nel caso della presenza con
temporanea di un campo elettrico e di un campo magnetico uniformi 
e costanti. Ci limiteremo al caso non relativistico in cui la velocita 
della carica e v ~ c e, di conseguenza, il suo impulso e p = my; 
come vedremo dopo, affinche questa condizione sia soddisfatta e neces
sario che il campo elettrico sia piccolo rispetto al campo magnetico. 

Come direzione di H scegliamo I' asse delle z e come piano passante 
per i vettori H ed E il piano yz. Le equazioni del moto 

si scriveranno allora 

• e 
mv=eE+-[vH] 

•• e· 
mx=-yH, 

c 

c 

•• e • 
my=eEy--xH, c .. 
mz=eEz• 

(22,t) 

La terza di queste equazioni mostra che lungo l'asse delle z la carica 
compie un moto uniformemente accelerato, cioe 

eEz 2+ 
Z = 2m t vozt. (22,2) 

Moltiplicando la seconda delle equazioni (22,t) per i e sommandola 
alIa prima, troviamo: 

d·· •• e 
/It (x + iy) +iro (.1:+ iy) = i-;n Ell 

6* 
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(ro = eHlmc). L'integrale di questa equazione, dove l'incognita 

e ~ + iy, e uguale alla somma dell'integrale dell'omogenea associata 
e di un integrale particolare dell'equazione stessa. Per il primo di 
questi integrali abbiamo a- icof , e per il secondo eEylmro = cEylH. 
Quindi 

•• cE 
x+ iy=ae- icof + BY' 

Poiche generalmente la costante a e complessa, e como do scriverla 
nella forma a = beia., dove b ed ex sono reali. Siccome a viene molti
plicata per e- icot , con una scelta adeguata dell'origine del tempo si 
puo dare alla fase ex un valore qualsiasi. Scegliamo ex in maniera . . 
tale che asia reale. Separando quindi neU'espressione x + iy la 
parte reale e la parte immaginaria, troviamo: 

;=acos(l)t+c~, y=-asenrot. (22,3) 

Inoltre, all'istante t = 0 la velocita e diretta lungo l'asse delle x. 
Le componenti della velocita della particella sono evidentemente 
funzioni periodiche del tempo; i loro valori medi sono 

'7 cEy 
x =IT' y=o. 

Questa velocita media del moto di una carica in campi elettrico 
e magnetico e chiamata spesso velocita di deriva elettrica. La sua 
direzione e perpendicolare ad ambedue i campi e non dipende dal 
segno della carica. In forma vettoriale abbiamo: 

- c[EH) 
v = Jj2 . (22,4) 

Tutte Ie formule di questo paragrafo so no applicabili se 1a velocita 
della particella e piccola rispetto alla velocita della luce; a questo 
scopo e necessario, in particolare, che i campi elettrico e magnetico 
soddisfino la condizione 

(22,5) 

mentre Ie grandezze assolute Eyed H possono essere arbitrarie. 
Integrando ancora una volta Ie equazioni (22,3) e scegliendo la 

cost ante d'integrazione in maniera tale che per t = 0 si abbia 
x = y = 0, otteniamo: 

a cEy 
x =c; sen rot + H t, 

y = ~ (cos rot -1). 
0) 

(22,6) 
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Queste equazioni, considerate come equazioni parametriche di 
una curva, rappresentano la cosiddetta trocoide. Qualora il valore 
assoluto di asia superiore od infe
riore al valore assoluto di eEy/H, 
la proiezione della traiettoria della 
particella suI piano xy ha la forma 
rappresentata rispettivamente nella 
fig. 6,a e nella fig. 6,b. 

Se a = -eEl yH, Ie formule 
(22,6) diventano 

i=Yx 
a) 

cEy 
x = wH (rot - sen rot), 

cEy 
Y= wH (1-coswt), 

(22,7) 

clOe la proiezione della traiettoria 
suI piano xy e una cicloide (fig. 
6, c). 

PROBLEMI 

1. Determinare il mota relativistico 
di una carica in un campo elettrico ed 
in un campo magnetico uniformi paraI
Ieli. :kv: c) .x Soluzione. II campo magnetico non 
influisce suI moto nella direzione comune 
E ed H (asse z); il moto di conseguenza 
avviene sotto I'azione del solo campo 
elettrico; per quanto detto al § 20, abbiamo 

Fig. 6 

z == ~~n , ~cin == V~8 + (ceEt)2. 

Per il moto nel piano xy abbiamo Ie equazioni: 
• e • e 
Px=-Hvy• Py== --Hv:x;, c c 

oppure 

da cui 

+. -i(j) 
P:x; "LPy =Pte , 

dove Pt e iI valore cost ante della proiezione dell'impuiso suI piano xy, e dove Ia 
grandezza ausiliaria cp e stata ricavata dalla relazione 

dt 
dcp==eHc ~, 

0cin 
da cui 

~o E 
ct==-sh-Ip. 

eE H 
(1) 
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Scriviamo poi: 

+i 
-iql ~cln (0+ .0) eH d(z+iy) 

Px Py=Pte =--a- Z 'y =- d ' 
C C <p 

da cui 

Z= CPt sen <p y = CPt cos <po 
eH ' eH 

(2) 

Le formule (1) e (2) con la formula 

~o E 
z= eE ch H <p (3) 

determinano il mota della particella in forma parametrica. La traiettoria rappre
senta un'elica di raggio cpt/eH e di passo crescente in modo monot.ono; la particeEa 
descrive l'elica ad una velocita angolare decrescent] <p = e HC/'f/,cln e la 
proiezione della velocita sull'asse delle z tende a c. 

2. Determinare il mota relativistico di una carica in un campo dettrico e in 
un campo magnetico mutuamente perpendicolari e di uguale intensita 1). 

Soluzlone. Dirigiamo l'asse delle z lungo H e l'asse delle y Iungo E, ponendo 
E = H: Ie equazioni del mota sono: 

dpx e clpy ( V) dpz=O 
di'"'=c Evy , dt"=eE 1-7·' dt 

dalle quali ricaviamo l'equazione (17,7): 

d~cln E dt=e vy • 

Da queste equazioni abbiamo· 

pz = cost ante , ~ cln ~ C Px = costante == IX. 

Utilizzando anche l'uguaglianza 

~cin-c2p~= (~cln+cpx) ('ff,cln-cpx) =C2p~+SI 

(dove Sl = m2c4 + C2p~ = costante), troviamo 

e quindi 

~ 1 2 
0cln+CPx=- (C 2py+SI), 

IX 

Scriviamo ancora 

~cln dpy = eE (~cln- 'ff,cfnVx) =eE ('ff,cin-cPx)=eEIX, 
elt C 

1) n problema del moto in campi E ed H, reciprocamente perpe~dicolari 
ma di intensitA differenti, si riduce, con un cambiamento approprlato del 
sistema di riferimento, al problema di un mota in un campo puramente elettrico 
o magnetico (vedi § 25). 
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da cui 

2eEt= (1+ ::) PII +a:;zl{. (1) 

Per la determinazione della traiettoria nelle equazioni 

dx e2px 
Tt= ~cln ' ••• 

passiamo alIa variabile PII usando I 'equazione dt = '6clndpy/eErx e poi integrando, 
otteniamo: 

C ( 8
2 

) c
3 

x= 2eE -1 +"(t2 Py+ fkt.2eE 1{, 

e2 

Y 
___ p2 
- 2a.eE y' 

(2) 

Le formule (1) e (2) determinano completamente, in forma parametrica (para
metro Py), il mota della particella. Notiamo che la velocita del mota cresce pili 
rapidamente nella direzione perpendicolare ad E ed H (asse delle x). 

3. Determinare la velocita di deriva del centro guida dell'orbita di una 
particella non relativistica carica in un campo magnetico costante quasi un i
forme (H. AI/ven, 1940). 

Soluzione. Supponiamo dapprima che la particella si muova su un'orbita 
circolare, cioe la sua velocita non abbia componente longitudinale (lungo il 
campo). Scriviamo l'equazione della traiettoria della particella nella forma 
r = R (t) + b (t), dove R (t) e il raggio vettore del centro guida (funzione del 
tempo che varia lentamente) e {; (t) e una grandezza rapidamente oscillante che 
rappresenta il mota rotatorio iIitorno al centro quida. Prendiamo la media u:llIa 

forza'!' [~H (r)), agente sulla particella, rispetto al periodo del mota oscillatorio 
e 

(circolare) (vedi vol. I, Meccanica, § 30).Sviluppiamo la funzione H (r) secondo 
Ie potenze di {;: 

H (r) = H (R} + ({;V) H (R). 

Quando si prende il valore medio, i termini del primo ordine rispetto alla gran
dezza oscillante b (t) si annullano, e il termine del secondo ordine genera una 
forza supplementare 

f=~ [t (bV} HI. e 

Per un mota circolare abbiamo 

b=CiI Ibn), 

dove n e un vettore unitario nella direzione H; la frequenza e CiI = eH/mci 
v 1.. e la velociU della particella nel suo mota circolare. 11 valore medio dei pro-
dotti delle componenti del vettore 6 che ruota in un piano (perpendicolare ad n) e 

- 1 6a6jJ ="2 6sBajJ, 

dove Ba tI e il tensore unitario in questa piano. Otteniamo in definitiva: 

mv2 

f = - 2HJ. [[nV) H). 
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In virtu delle equazioni div H = 0, rot H = ° che sono soddisfatte dal campo 
costante H (R), abbiamo: 

[[nVI HI = -n div H + (nV) H + [n rot HI = 

= (nV) H = H (nV) n + n (nV) H). 

La forza trasversale (rispetto ad n) che fa spostare l'orbita e data da 

2 2 
mv.L mv.L 

f= -- 2 (nV) n=2"P v, 

dove f e il raggio di curvatura della linea di forza del campo nel dato punto, 
e v i vettore unitario diretto dal centro di curvatura verso questo }Junto. 

II caso in cui la particella abbia anche una velocita longitudinale VII (lungo n) 
puo essere ridotto al caso precedente passando ad un sistema di riferimento che 
ruota intorno al centro istantaneo di curvatura della linea di forza (della traiet
toria del centro guida) con velocita angolare vil/P. In questo sistema la parti
cella e priva di una velocita longitudinale, rna vi sorge una forza trasversale 
supplementare, cioe la forza centrifuga uguale a vmvWp. In tal modo, la forza 
trasversale totale e 

f.L = V : (vrl + v21 ) • 

Questa forza e equivalente ad un campo elettrico di intensita f l./e. In base alla 
formula (22,4), essa genera la deriva del centro guida dell'orbita con velocita 

Vd= ~ (vfl+ Vt ) [vn). 

II segno di questa velocita dipende dal segno della carica. 

§ 2t1. Tensore del campo elettromagnetico 

Nel § 17 abbiamo introdotto Ie equazioni del moto di una carica 
in un campo, partendo dalla funzione di Lagrange (16,4) scritta 
in forma tridimensionaIe. Deduciamo ora Ie stesse equazioni daI
l'azione (16,1) scritta in notazioni quadridimensionali. 

II principio di minima azione afferma: 
b 

6S=6 J (-mcds-+Aidxi
) =0: 

a 

(23,1) 

Tenendo presente che ds = -V dxidx i , troviamo (per brevita, ometter
remo in seguito gli estremi d'integrazione a e b): 

6S = - r (me dXi dfJxi +..!... Ai d6x i +..!... 6A; dXi) = 0. J ds c c 

Integrando per parti i due primi termini dell'espressione ed 
introducendo inoltre nel primo termine la 4-velocita dx1/ds = Ut. 
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abbiamo 

J (me dUt 6x i ++6xi dAt -+6At dXi) -(meut++At) 6xi I = O. 

(23,2) 

II secondo termine di questa uguaglianza e nullo, perche l'integrale 
varia agli estremi per valori dati delle coordinate. D'altra parte: 

dA . - iJAi d II. ,--- x, 
oxll. 

di conseguenza, 

J ( i e oAt . II. e oAt ill.) medu·6x +--6x'dx ---dx 6x =0. , C OXR. C aXIl. 

Riscriviamo il primo termine nella forma dU1 = ~t ds, il secondo 

e il terzo nella forma dx i = uids. Scambiando poi di posto gli indici 
i e k nel terzo termine (questa operazione non cambia sostanzial
mente niente perche sono indici di sommatoria), otteniamo: 

r [me dUi_~ (OA~_ OAi) uk] 6x i ds=0. J ds C oxt axil. 

Essendo 6Xi arbitrarie, ne segue che 1 'espressione integranda e nulla: 

mc dUI_~ (OA~ _ OAf) Uk = O. 
ds C oxt oxll. 

Poniamo 
F oAII. oAt 

ill. = ox i - axIl. ; (23,3) 

il tens ore antisimmetrico Fill. e detto 
L'equazione ottenuta assumera allora 1a 

tensore elettromagnetico. 
forma 

dUi e Fill. mc-=- UII.. 
ds c 

(23,4) 

Questa e l'equazione del moto di una carica in forma quadridimen
sionale. 

E facile esplicitare Ie singole componenti del tensore FIll. sosti
tuendo i va10ri Ai = (q> - A) nella definizione (23,3). II risultato 
si puo scrivere sotto forma di una tabella, dove l'indice i = 0, 
1, 2, 3 indica Ie righe, e l'indice k Ie colonne: 

( 
0 Ex Ey EZ) (0 -E:;: 

F
. _ -Ex 0 -Hz Hy ill. __ Ex 0 
,11.- E H ' F--- y z 0 -H x Ey Hz 

-Ez -Hy Hx 0 Ez -Hy 

(23,5) 
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Piu brevemente si puo scrivere (vedi § 6): 

Fik=(E, H), Fik=(_E, H). 

COS}, Ie componenti dei vettori campo elettrico e campo magne
tico sono Ie componenti di!un solo 4-tensore elettromagnetico. 

Passando alle notazioni tridimensionali, e facile vedere che Ie 
tre componenti spaziali (i = 1, 2, 3) deIl'equazione (23,4) sono 
identiche all'equazione vettoria1e del moto (17,5), e la componente 
temporale (i = 0) all'equazione del lavoro (17,7). Quest'ultima 
e una conseguenza della equazione del moto; il fatto che delle quattro 
equazioni (23,4) soltanto tre sono indipendenti, puo essere facil
mente verificato diretta~ente: e sufficiente moltiplicare i due 
membri della (23,4) per u'. Allora, i due membri dell'uguagJianza 
si annullano: il primo in virtu dell'ortogonalita dei quadrivettori 
ui e du/ds, e il secondo in virtu dell'antisimmetria del tensore Fill. 

Se nella variazione di 6S si prendono in considerazione soltanto 
Ie traiettorie reali, il primo termine della (23,2) si annulI a identi
camente. AHora il secondo termine, nel qua Ie il limite superiore 
viene considerato variabile, da il differenziale dell'azione come 
funzione delle coordinate. Quindi: 

6S = - (mcut ++ Ai) 6xf. (23,6) 

Da cui 
as e e 

--=mcui+-Ai =Pi +- Ai. (23,7) 
axi C C 

- aSia xi e il quadrivettore deIl'impulso generalizzato Pi della 
particella. Sostituendo i valori delle componenti Pi ed At. troviamo 
che 

(23,8) 

Come c'era da aspettarsi, Ie componenti spaziali del quadrivettore P, 
costituiscono il vettore tridimensionale dell'impulso generalizzato 
(16,5), e la componente temporale e 'l,lc, dove 'I, e l'energia totale 
della carica nel campo. 

§ 24. Tras/ormazione di Lorentz per il campo 

Scriviamo ora Ie formula di trasformazione per il campo elettro
magnetico, cioe formule che permettono di determinare il-campo in 
un sistema di riferimento inerziale, allorche questo stesso campo 
e dato in un altro sistema. 

Le formule di trasformazione dei potenziali si ricavano diretta
mente dalle formule generali di trasformazione del quadrivettore 
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(6,1). Tenendo pres(lnte che Ai = (11', A), troviamo: 

'+ V A' ~ - x 
C q>=y- V2' 

1--
c2 

91 

(24,1) 

Le formule di trasformazione per un 4-tensore antisimmetrico 
di rango due (tale e il tensore Fik) sono gilt state stabilite nel 
problema 2 del § 6: Ie componenti F23 ed FOl non cambiano nella 
trasformazione, mentre Ie componenti F02, F03 ed Fl2, Fl3 si trasfor
mano rispettivamente come XO ed Xl. Esprimendo Ie componenti del 
tens ore Fik in funzione delle componenti dei campi E ed H confor
memente alIa (23,5), otteniamo Ie seguenti formule di trasformazione 
per il campo elettrico: 

, V , 
Ey+-Hz c Ey=y- Vi' 

1---
c2 

e per il campo magnetico: 

Hx =H~, 

I V , 
Hy--Ez 

H _ c y-y- V2' 
1--

c2 

I V I 

Ez--Hy 
c 

Ez = -Y--==V2=-
1--

c2 

(24,2) 

(24,3) 

II campo elettrico e il campo magnetico sono quindi, come pure la 
maggior parte delle grandezze fisiche, relativi: Ie loro pro prieta 
so no differenti indiversi sistemi di riferimento. In particolare, un 
campo elettrico e un campo magnetico possono essere nulli in un 
sistema di riferimento ed essere nello stesso tempo presenti in un 
altro sistema. 

Le fOTmule di trasformazione (24,2) e (24,3) si semplificano consi
derevolmente per il caso in cui V ~ c. Abbiamo, approssimando sino 
ai termini dell'ordine di VIc: 

E,,=E~, Ey = E~+ X-H;, c 

H H ' VE' y= y-- z, 
C 

Ez=E;--X- H~; c 

Hz =H; +X-E;". c 

queste formule si possono scrivere in forma vettoriale: 

E=E'+~[H'V], H=H'-~[E'V]. 
c c (24,4) 

Le formule dena trasformazione inversa da K' a K si ricavano 
dalle (24,2-4) spostando gli apici e cambiando il segno di V. 
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Se nel sistema K' il campo magnetico H' = 0, dalle (24,2) e 
(24,3) si trova che tra i campi elettrico e magnetico nel sistema K 
esiste la relazione 

1 H=-[VE]. e (24,5) 

Se invece nel sistema K' il campo E' = 0, nel sistema K si avra 

1 E= --[VH]. e (24,6) 

Da queste formule e chiaro che, in ambedue i casi, i campi magnetico 
ed elettrico sono mutuamente perpendicolari nel sistema K. 

Queste formule esprimono anche il viceversa: se in un sistema 
di riferimento K i campi E ed H sono mutuamente perpendicolari 
(ma di intensita differenti), esiste allora un sistema K' dove il 
campo e puramente elettrico 0 puramente magnetico. La velocita 
V di questa sistema (rispetto a K) e perpendicolare ad E ed H e 
ha per grandezza nel primo caso cHIE (per H < E), e nel secondo 
caso cEIH (per E < H). 

§ 25. I nvarianti del campo 

Con i vettori campo elettrico e campo magneti.co si possono 
formare grandezze invarianti rispetto aIle trasformazioni da un 
sistema di riferimento inerziale in un altro. 

E facile trovare la forma di questi invarianti partendo dalIa 
rappresentazione quad~idimensionale del campo mediante il4-ten
sore antisimmetrico Ftk.. E evidente che Ie componenti di questo 
tensore permettono di formare Ie seguenti grandezze invarianti: 

Fik..f'ik = invariante, (25,1) 

eiklmFikFlm = invariante, (25,2) 

dove eik1m e il tensore unitA completamente antisimmetrico (vedi § 6). 
La prima di queste grandezze e un vero scalare, mentre la seconda 
uno pseudoscalare (il prod otto del tensore Fill. per il suo tensore 
duale)l). . 

Esprimendo Ie componenti di Flk in funzione delle componenti 
di E ed H in base alla (23,5), e facile vedere che questi 

1) Notiamo che 10 pseudoscalare (25,2) puc> essere scritto in forma di diver
genza quadridimensionale: 

eiklmFikFlm=4~ (eik.lmAk ~ Am) , ox1 ox l 

come e facilmeJite verificabile tenendo conto della antisimmetria di eik1m• 
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invarianti in forma tridimensionale assumono la forma: 
H2 - E2 = invariante, (25,3) 

EH = invariante. (25,4) 

II carattere pseudoscalare della seconda grandezza risulta evidente 
dal fatto che essa rappresenta il prod otto del vettore polare E per 
il vettore assiale H (mentre un vero scalare e il quadrato (EH)2). 

Dall'invarianza delle due espressioni citate deduciamo quanto 
segue: se in qualche sistema di riferimento i campi elettrico e ma
gnetico sono mutuamente perpendicolari, cioe EH = 0, essi sono 
perpendicolari in qualsiasi altro sistema di riferimento inerziale; 
se in qualche sistema di riferimento i valori assoluti di E ed H sono 
uguali, essi so no uguali in qualsiasi altro sistema. 

Sussistono evidentemente Ie seguenti disuguaglianze. Se in un 
sistema di riferimento E > H (0 E < H), in qualsiasi altro sistema 
si avra pure E > H (0 E < H). Se in un sistema di riferimento i vet
tori E ed H formano un angolo acuto (oppure ottuso), essi formeranno 
un angolo acuto (oppure ottuso) in qualsiasi altro sistema. 

La trasformazione di Lorentz permette sempre di assegnare ad E 
ed H valori arbitrari soggetti alIa sola condizione che E2 - fl2 
ed EH abbiano valori prefissati. In particolare, si pUD trovare un 
sistema di riferimento inerziale in cui i campi elettrico e magnetico 
sono in un dato punto paralleli. In questo sistema si ha EH = EH, 
e dalle due equazioni 

E2_ H2 = E~ -H~, EH = EoHo 

si possono ricavare i valori di E ed H in questo sistema (Eo ed Ho 
sonG i campi elettrico e magnetico nel sistema di riferimento ini
ziale). 

Fa eccezione il caso in cui i due invarianti sono nulli. Allora E 
ed H sonG di grandezza uguali e perpendicolari tra loro in tutti 
i sistemi di riferimento. 

Se si ha soltanto EH = 0, si potra allora trovare un sistema 
di riferimento in cui E = 0 oppure H = 0 (a seconda che E2 - H2 
sia minore 0 maggiore di zero), cioe il campo sara puramente magne
tico 0 puramente elettrico; viceverrsa, se in un sistema di rife
rimento E = 0 oppure H = 0, essi saranno mutuamente- perpen
dicolari in ogni altro sistema, conclusione corrispondente a quella 
fatta alla fine del paragrafo precedente. 

Per trovare gli invarianti del 4-tensore antisimmetrico proce
diamo ora in un altro modo. Questo procedimento rende evidente 
l'unicita dei due invarianti indipendenti (25,3) e (25,4); esso rivela 
inoltre alcune proprieta matematiche istruttive delle trasformazioni 
di Lorentz quando esse vengono eseguite su un 4-tensore. 

Consideriamo il vettore complesso 
F = E + iH. (25,5) 
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B facile vedere, utilizzando Ie formule (24,2) e (24,3), che la 
trasformazione di Lorentz (lungo l' asse delle x) per questo vettore 
assume la forma 

Fx=F~, Fy =F~ch cp- iF; sh <p=F~cos i<p- F;sen i<p, 

F F' . +F' . thm=~. (25,6) 
% = z cos t<p II sen t<p, "Y e 

Vediamo che una rotazione del vet tore F nel piano xt dello spazio 
quadridimensionale (tale e la trasformazione di Lorentz considerata) 
e equivalente ad una rotazione di un angolo immaginario nel piano 
yz dello spazio tridimensionale L'insieme di tutte Ie rotazioni possi
hili nello spazio quadridimensionale (comprese Ie rotazioni ordina
rie degli assi x, y, z) e eqnivalente all'insieme di tutte Ie rotazioni 
possihili di angoli comp]e<;si nello spazio tridimensionale (a sei 
angoli reaH di rotazione nella spazio quadridimensionale corrispon
dono tre angoli compiessi di rotazione del sistema tridimensionale). 

II solo invariante del vettore rispetto aIle rotazioni e il suo qua
drato: F2 = E2 - H2 + 2iEH. Ne segue che Ie grandezze reaH 
E2 - H2 ed EH sono i due soli invarianti indipendenti del tensore Fik • 

Se F2 =1= 0, il vettore F puo essere scritto nella forma F = an, 
dove 0 e uo vettore unitario (02 = 1) complesso. Con una rotaziooe 
complessa appropriata si puo dirigor(' n lungo uno degli assi coord i
nati; 0 diventera allora reale e determinera Ie direzioni dei due vet
tori E ed H : F = (E + iH) o. In altri termini, i vettori E ed H 
saranno paralleli. 

PROBLEMA 

Determinare Ia velocita: di un sistema di riferimento dove i campi elettrico 
e magnetico sono paralleli. 

Soluzione. Esiste un'infinita di sistemi di riferimento K' che soddisfano la 
condizione posta. Trovatone uno ogni altro sistema che si muova relativamente 
al primo con velocita diretta Iungo la direzione comune dei campi E ed H 
gode della stessa proprieta. Sara sufficiente percia determinai'e tra questi 
sistemi un sistema la cui velocita sia perpendicolare ad ambedue i campi. 
scegliendo per direzione della velocita I'asse delle xed utilizzando il fatto che 
'leI sistema K': E~ = H~ = 0, E~H~ - E;H~=O,mediante Ie formule (24,2) e 
{24,3) per Ia velocita V del sistema K' rispetto al sistema iniziale otteniamo 
la seguente equazione: 

VIc _ [EB) 
1+ VileS - E2+H2 

(delle due radici dell'equazione di secondo grado deve essere scelta, 'evidente
mente, quella per cui V < c). 



Capitolo IV 

EQUAZIONI DEL CAMPO 
ELETTROMAGNETICO 

§ 26. Prima coppia delle equazioni di Maxwell 

DaIle espressioni 

H=rotA, 1. aA E= ----grad<p 
c at 

si ricavano facilmente eqnazioni contenenti soltanto E ed H. 
Determiniamo a tale scopo rot E: 

1. a 
rot E = -77ft rot A- rot grad <po 

11 rot ore di un gradiente e nullo; quindi 
1. aH rotE= ---. (26,1) c at 

Prendiamo la divergenza dei due membri dell'equazione rot A = H. 
tenendo presente che la divergenza di un rotore e nulla; abbiamo 
qu'indi: 

divH = O. (26,2) 

Le equazioni (26,1) e (26,2) costituiscono la prima coppia d'equa
zioni di MaxweIP). Notiamo ehe queste due equazioni non determi· 
nano an cora completamente Ie pro prieta del campo. Questo e evi
dente anche dal solo fatto che esse determinano la variazione del 
campo magnetico con il tempo (Ia derivata aHlat), ma non la 
derivata aElat. 

Le equazioni (26,1) e (26,2) possono essere scritte in forma inte
grale. Applicando il teorema di Gauss otteniamo: 

JdivHdV = ~Hdf, 
dove l'integrale a secondo membro e esteso a tutta la superficie 
chiusa che limita il volume al qual& e esteso l'integrale a primo 
membro. In virtu della (26,2) abbiamo: 

~ H df = O. (26,3) 

1) Le equazioni di Maxwell, equazioni fondamentali dell'elettrodinamica. 
sono state formulate per la prima volta da James Maxwell negli anni 1860. 
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L'integrale di un vettore preso Sl' una superficie e detto flusso del 
vettore attraverso queSta superficie. Quindi il flusso di campo magne
tico attraverso ogni superficie chiusa e nullo. 

Conformemente al teorema di Stokes 

S rot E df = ~ E dl. 

dove l'integrale a secondo membro e preso lungo la curva chiusa che 
limit a la superficie sulla quale e presQ I 'integrale a primo membro. 
In virtu della (26,1), integrando i due membri su una superficie 
troviamo: 

~ Edl= -!-.!!... r Hdf 'j' c iJt J . (26,4) 

L'integrale di un vettore esteso a una curva chiusa e detto circuita
zione del vet tore lungo la curva. La circuitazione del campo elettri
co e detta anche forza elettromotrice in un contorno dato. In tal modo, 
la forza elettromotrice in un contorno e uguale aHa derivata rispetto 
al tempo, presa con il segno contrario, del flusso del campo 
magnetico attraverso la superficie limitata dal contorno. 

Le equazioni di Maxwell (26,1) e (26,2) si possono scrivere uti
lizzando Ie notazioni quadridimensionali. Partendo dalla defini
zione del tensore elettromagnetico 

c facile vedere che 

(26,5) 

11 primo membro di questa uguaglianza rappresenta un tensore di 
rango tre, antisimmetrico rtspetto a tutti i tre indici. Le sue 
componenti non sono identicamente nulle sol tanto se i =1= k =1= 1. 
Ci sono dunque complessivamente quattro equazioni distinte che, 
come e facile provare sostituendo Ie espressioni (23,5), coincidono 
con Ie equazioni (26,1) e (26,2). 

Al 4-tensore antisimmetrico di rango tre si puo far corrispon
d,ere un quadrivettore duale, ottenuto moltiplicando il tensore per 
eth1m e contraendo tre coppie di indici (vedi § 6). Si puo quindi scri
vere la (26,5) nella forma 

iklm iJFlm 0 e --=, 
iJxk 

(26,6) 

la quale esprime chiaramente il fatto che ci sono in tutto soltanto 
quattro equazioni indipendenti. 
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§ 27. L'azione per il campo elettromagnetico 

L'azione 8 per un sistema compos to di un campo elettro
magnetico e delle particelle che in esso si trovano deve essere costi
tuita da tre parti: 

(27,1) 

Sm e la parte dell'azione che dipende solamente dalle pro prieta 
delle particelle, cioe essa e l' azione per Ie particelle libere. L' azione 
per una sola particella libera e data dalla formula (8,1). Se si hanno 
phI particelle, la loro azione totale sara uguale alIa somma delle 
azioni di ciascuna particella. Quindi avremo: 

(27,2) 

8 mf e la parte dell'azione dovuta all'interazione delle particelle 
con il campo. Secondo quanto detto al § 16, per un sistema di 
particelle abbiamo: 

(27,3) 

In ciascun termine di questa somma, Aft rappresenta il potenziale 
del campo all'istante t e nel punto dello spazio in cui si trova 
la particella corrispondente. La somma 8 m + 8 mi e l'azione 
per cariche in un campo (16,1) che gia conosciamo. 

Infine, Sf e la parte dell'azione che dipende esclusivamente 
daUe proprieta del campo stesso, cioe 8 f e l'azione per il campo in 
assenza di cariche. FincM ci interessavamo solamente al moto delle 
cariche in un campo elettromagnetico dato, abbiamo trascurato 81, 
che non dipende daUe particelle, poiche questo termine non puo 
influire sulle equazioni del moto delle particelle. Esso diventa pero 
indispensabile se vogliamo trovare Ie equazioni che determinino 
il campo stesso. Per questo motivo dalla parte d'azione 8 m + 8 ml 
abbiamo ricavato solo due equazioni (26,1) e (26,2), ancora 
insufficienti per determinare completamente il campo. 

Per stabilire la forma dell' azione del campo 8 i' partiremo dalla 
seguente proprieta, assai importante, dei campi elettromagnetici. 
Come l'esperienza dimostra, il campo elettromagnetico obbedisce 
al cosiddetto principio di sovrapposizione: il campo generato da un 
sistema di cariche e la somma dei campi generati separatamente da 
ciascuna delle cariche. Cia significa che i vettori campo elettrico 
e campo magnetico del campo risultante sono uguali in ogni punto 
alIa somma (vettoriale) dei vettori campo elettrico e campo mag
netico di ciascuno dei campi considerati. 

Ogni soluzione delle equazioni del campo e un campo che pua 
essere realizzato in natura. In virtu del principio di sovrapposizio-
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ne, la somma di due campi di questo tipo deve essere anch'essa 
un campo realizzabile in natura, cioe deve soddisfare Ie equazioni 
del campo. 

Come e noto, Ie equazioni differenziali lineari sono contraddistinte 
appunto dalla proprieta che la somma di due loro soluzioni 
e ancora soluzione. Di conseguenza, Ie equazioni di un campo debbono 
essere equazioni differenziali lineari. 

Da quanto detto risulta che sotto il segno d'integrazione del
I'azione 8, si deve avere un'espressione quadratica rispetto al campo. 
Soltanto in questo caso Ie equazioni del campo saranno lineari 
(Ie equazioni del campo si ottengono varian do l' azione, abbassando 
quindi il grado delI'espressione integranda di un'unita). 

Dell' espressione per I' azione 8, non possono far parte i potenziali 
del campo in quanto non sono definiti univocamente (questa non 
univocita non era sostanziale in 8 m ,). Dunque, 8, deve essere I'in
tegrale di una funzione del tensore elettromagnetico F ik • L'azione 
deve pero essere uno scalare e, di conseguenza, I'integrale di un 
certo scalare, che puo essere soltanto il prodotto FikFikl). 

8, deve quindi avere la forma 

8, = a J J FikFik dV dt, dV = dxdydz, 

dove I'integrale e preso in tutto 10 spazio rispetto aIle coordinate, 
e tra due istanti dati rispetto al tempo; a e una costante arbitraria. 
Sotto il segno d'integrazione abbiamo I'espressione FikFik = 
= 2 (H2 - E2). II campo E contiene la derivata 8A/8t. :£ facile 
pero vedere che (8A18t)2 deve comparire nelI'azione con il segno posi
tivo (per questo anche E2 avra il segno positivo). Infatti, se (8A18t)2 
entrasse. in 8, con il segno negativo, si potrebbe sempre, facendo 
variare abbastanza velocemente il potenziale con il tempo (nelI'in
tervallo di tempo considerato), rend ere 8, negativa con un valore 
assoluto arbitrariamente grande; 8, non potrebbe quindi avere un 
minimo, come 10 esige il principio di minima azione. Dunque, 
a deve essere negativo. 

1) La funzione integranda in S, non deve contenere derivate di Fik' perche 
nella funzione di Lagrange, oltre aIle coordinate del sistema, possono entrare 
soltanto Ie loro derivate prime rispetto al tempo, mentre il ruolo di « coordinate, 
(cioe di variabili rispetto aile quali si fa la variazione nel principio di minima 
azione) e svolto, in questa caso, dai potenziali del campo A k ; questa e analogo 
a quanta avviene in meccanica, dove la funzione di Lagranl;te per un sistema 
meccanico contiene solamente Ie coordinate delle particel~e e Ie loro derivate 
prime rispetto al tempo. 

Quanto alIa grandezza e ik1m FikFlm (§ 25), essa rappresenta (come e stato 
detto nella nota alla pag. 92) una divergenza quadridimensionale totale e, di 
conseguenza, la flua aggi unta all' espressione. integrand a in S, non influirebbe 
sulle « equazioni del moto,.. E interessante notare che questa grandezza viene 
esclusa dall'azione, a prescindere dal fatto che essa non e un vero scalare. 
bens! uno pseudoscalare. 
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II valore numerico di a dipende d'alla scelta delle unita di 
misura del campo. Notiamo che, scelto un determinato valore di 
a, nonche Ie unita di misura del campo, vengono determinate anche 
Ie unita di misura di tutte Ie altre grandezze elettromagnetiche. 

In seguito ci serviremo del sistema di unita di Gauss; in questa siste
ma, a e una grandezza adimensionale, uguale a -1I16n 1

). 

Quindi, l'azione per il campo assume la forma 

Sf= - 16~c J FikFikdQ, dQ=cdtdxdydz, (27,4) 

oppure in forma tridimensionale: 

Sf = 8~ J J (E2_ H2) dV dt. (27,5) 

In altri termini, la lagrangiana per il campo elettromagnetico e 

(27,6) 

L'azione per un campo contenente cariche e: 

(27,7) 

Sottolineiamo che ora Ie cariche non sono affatto considerate 
piccole, come abbiamo fatto nel dedurre Ie equazioni del mota di 
una carica in un campo. Per questa A k ed Fik si riferiscono ad un 
vero campo, cioe al campo esterno al quale e aggiunto il campo gene
rato dalle cariche stesse; A k ed Fik dipendono ora dalla posizione 
e dalla velocita delle cariche. . 

§ 28. Qutidricorrente 

Per ragioni di comodita matematica, invece di considerare Ie cari
che come puntiformi, si suppone spesso che la carica sia distribuita 
nello spazio in modo continuo. Si puo allora introdurre il concetto 
di densita di carica p in maniera tale che pdV sia la carica localizzata 
nel volume dV; in generale, p e una funzione delle coordinate e del 
tempo. L'integrale di p in un certo volume e la carica che si trova 
in questo volume. 

1) Oltre al sistema d 'unita di Gauss, esiste anche il cosiddetto sistcma di 
Heaviside nel Quale a = -1/4. In questo sistema d'unita Ie equazioni del campo 
assumono una forma pili comoda (esse non contengono pili 431:), rna, in compcll;;o, 
431: entra nella legge di Coulomb. Al contrario, nel sistema d 'unita di Gauss Ie 
equazioni del campo contengono 411:, e la legge di Coulomb ha una forma semplice. 

7* 
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Detto questo, e pero necessario ricordare che Ie cariche sono in 
realta puntiformi, cosicche Ia densita p e nulla dappertutto, tranne 
che nei punti dove sono Iocalizzate queste cariche, e l'integrale 

J pdV deve essere uguale alIa somma delle cariche contenute nel 
volume dato. Si puo dunque esprimere p mediante Ia funzione 61) 

nella seguente forma: 

(28,1) 

dove Ia sommatoria e estesa a tutte Ie cariche presenti ed ra e il 
raggio vettore della carica ea. 

La carica di una particella e, per definizione stessa, una gran
dezza invariante, cioe non dipendente dalla scelta del sistema di 

1) La funzione I) (x) e definita come segue: I) (x) = 0 per tutti gli x non 
nulli; per x = 0, I) (0) = 00 e quindi l'integrale 

+00 

S l)(x)dx=1. (1) 
-00 

Da questa definizione derivano Ie seguenti proprieta: se t (x) e una funzione 
continua arbitraria, si ha: 

+00 J t (x)l) (x-a) dx = f (a); (2) 

-00 

in partiColare, 
+00 J f(x)13(x)dx=f(O) (3) 

-00 

(s'intende che gli estremi d'integrazione non debbono essere necessariamente 
±oo; si potra prendere per regione d'integrazione una regione qualsiasi che 
contiene il punto nel quale la funzione 13 non si annulla). 

II senso delle uguaglianze che seguono e che i loro due membri danno 10 
stesso risultato se presi come fattori sotto il segno d'integrazione: 

1 
13(-x)=13(x), 6(ax)=l4T13(x). (4) 

L'ultima uguaglianza e un caso particolare della relazione pili generale 

13 [ep (x)) = ~ I ep' ~ai) I 6 (X-ai)' (5) 
1 

dove ep (x) e una funzione monodroma (la sua funzione inversa non deve essere 
necessariamente monodroma), e ai sono Ie radici dell'equazione ep (x) = o. 

Analogamente alIa determinazione di 13 (x) per una sola variabile x, si puo 
introdurre una funzione 6 tridimensionale: 6 (r), nulla dappertutto, tranne che 
nell 'origine del sistema di coordinate tridimensionale, e il cui integra Ie 
esteso a tutto 10 spazio e uguale ad 1. Si puo evidentemente rappresentare 
questa funzione come prodotto 6 (x) 13 (y) 13 (z). 
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riferimento. Al contrario, la densita p non e un invariante; soltanto 
il prodotto pdV e invariante. 

Moltiplicando ambedue i membri dell'uguaglianza de = pdV 
per d,xi otteniamo: 

. . dx i 
dedx'= pdV dx'=pdV dtTt. 

A primo membro abbiamo un quadrivettore (essendo de uno scalare e 
d,x un quadrivettore). Cio vuol dire che anche a secondo membro deve 

essere un quadrivettore. Ma dV dt e uno scalare e, di conseguenza, p ~f 
e un quadrivettore. Questo vettore (che indicheremo con ji) e detto 
quadrivettore densita di corrente: 

.i dx i 
] = P lit. (28,2) 

Le sue tre componenti spaziali costituiscono la densita tridimensio
nale di corrente 

j = pv, (28,3) 

dove vela velocita della carica nel punto dato. La componente 
temporale del quadrivettore (28,2) e cp. Quindi: 

ji = (cp, j). (28,4) 

La carica totale racchiusa in tutto il volume e uguale all'inte

grale S pdV esteso appunto a tutto il volume. Scrivendo questo 

integrale in forma quadridimensionale abbiamo: 

S p dV = ! S jO dV = ! S ji dSt , (28,5) 

dove l'integrazione va estesa a tutto l'iperpiano quadridimensionale, 
perpendicolare all'asse XO (una tale integrazione significa, evidente
mente, un'integrazione estesa a tutto 10 spazio tridimensionale). 

In generale, l'integrale ! SjidSt preso su qualsiasi ipersuperficie 

e la somma delle cariche Ie cui linee di universo intersecano questa 
ipersuperficie. 

Introduciamo la quadricorrente nell' espressione (27,7) dell' azione 
e trasformiamone il secondo termine. Sostituendo alle cariche 
puntiformi la distribuzione continua di dens ita p, scriviamo 
questo termine nella forma 

- ! SPAt dx
i 

dV, 

dove la somma tori a estesa a tutte Ie cariche e stata sostituita da 
un'integrale esteso a tutto il volume. Riscrivendo questa termine 
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nella forma 
1 J dxi -- p-A·dVdt c dt' , 

vediamo che esso e uguale a 

- c\ J AdidQ. 

L'azione S assume quindl la forma 

S= - ~ J mcds-~ r Ai/dQ--~- J PikpikdQ. 
LJ c2 J 161):c 

(28,6) 

§ 29. Equazione di continuifa 

La variazione col tempo di una carica contenuta in un volume 
e data. dalla derivata 

! J pdV. 

D'altra parte, la variazione nell'unita di tempo e data dalla 
quantita di carica che in questo intervallo di tempo esce 0 entra 
nel volume dato. La quantita di carica passante nell'unita di tempo 
per l'elemento di superficie df, che limita il volume dato, e uguale 
a pv df, dove vela velocita della carica nel punto dello spazio nel 
quale si trova l'elemento df. II vettoredf e diretto, secondo una con
venzione comunemente adottata, lungo la normale esterna alla 
superficie, cioe lungo la normale diretta verso l'esterno del volume 
considerato. Quindi pvdf e positiva se la carica esee dal volume 
considerato, e negativa se essa vi entra. La quantita totale di carica 

uscita nell'unita di tempo dal volume dato e quindi ~pvdf, dove 

l'integrale e preso su tutta la superficie chiusa che delimita questo 
volume. 

Confrontando Ie due espressioni ottenute abbiamo: 

:t J pdV = - ~ pvdf. (29,1) 

II secondo membro ha il segno negativo essendo il primo membro 
positivo allorche la carica totale aumenta nel volume dato. L'equa
zione (29,1), esprimente la legge di conservazione della carica, 
e detta equazione di continuitii, scritta in forma integrale. Notando 
che pv e la densita di corrente, si puo riscrivere l' equazione (29,1) 
nella forma 

(29,2) 
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Scriviamo ora questa equazione sotto forma differenziale. Appli
cando il teorema di Gauss 

J j df = J div j dV 

al secondo membro dell'equazione (29,2), troviamo: 

J (div j + :~ ) dV = O. 

Poiche questa uguaglianza deve valere, 
d' integrazione, I' espressione integrand a 

qualunque sia il volume 
deve essere nulla: 

d' .+ op 0 IV) Tt=. 

Questa e I' equazione di continuita in forma differenziale. 

(29,3) 

E facile vedere che I'espressione (28,1), dove p ha la forma di una 
funzione 6, soddisfa automaticamente l'equazione (29,3). Per ragioni 
di semplicita, supponiamo che ci sia una sola carica, cioe 

p = e 6 (r - ro). 
La corrente e allora 

j = ev 6 (r - ro), 

dove vela velocita della carica. Cerchiamo la derivata Bp/Bt. Poiche 
quando la carica e in moto Ie sue coordinate cambiano, cioe cambia 
ro, abbiamo: 

op op Oro 
at = oro 7ft, 

dove droldt non e altro che la velocita v della carica. Essendo poi p 
una funzione di r - ro, abbiamo: 

op _ op 
Oro - -7};" , 

e quindi 

:~ = -vgradp= -divpv 

(la velocita v della carica non dipende, naturalmente, da r). Ritro
viamo quindi l'equazione (29,3). 

In forma quadridimensionale, I'equazione di continuita (29,3) 
si esprime annullando la divergenza quadridimensionale della 
quad ricorren te: 

iJji 
-0 . =0. xt (29,4) 

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la carica contenuta 
in tutto 10 spazio puo essere scritta nella form~ 

.!. r ·i dS c J J i, 
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dove l'integrazione va estesa a un iperpiano xO=costante. In un altro 
istante, la carica totale sara rappresentata dallo stesso integrale, rna 
preso su un altro iperpiano perpendicolare alI'asse xO. E facile pro
vare che l'equazione (29,4) conduce eIfettivamente alIa legge di 

conservazione della carica, cioe che l'integrale f /dS I e 10 stesso, 
qualunque sia l'iperpiano d'integrazione XO = costante. La differenza 

tra due integrali J jidS i , presi su due iperpiani di questo genere, puo 

essere scritta nella forma ~jidSi' dove l'integrale e esteso a tutta 
l'ipersuperficie chiusa che limita un volume quadridimensionale 
tra i due iperpiani considerati (questo integrale si distingue dalla 
differenza cercata per un integrale esteso all'ipersuperficie « late
rale)} indefinitamente distante, che pero e nullo, perche all'infinito 
non ci sono cariche). Servendoci del teorema di Gauss (6,15), pos
siamo trasformare questo integrale in un integrale quadridimensio
nale di volume preso nello spazio compreso tra i due iperpiani: 

r ·i r aji J ] dS,= J axi dQ=O, (29,5) 

c.d.d. 
La dimostrazione riportata resta evidentemente valida anche 

per due integrali J jidS i estesi a due ipersuperfici infinite arbitrarie 
(e non solo ad iperpiani XO = costante) che racchiudono in se 

tutto 10 spazio (tridimensionale). Ne segue che l'integrale ! J jidS, 

ha veramente 10 stesso valore (uguale alIa carica totale contenuta 
nel10 spazio), qualunque sia l'ipersuperficie d'integrazione. 

Abbiamo gia notato (vedi la nota alla pag. 76) 10 stretto legame 
esistente tra l'invarianza di gauge delle equazioni dell'elettrodi
namica e la legge di conservazione della carica. Verifichiamo ancora 
una volta questo legame sull'espressione dell'azione nella forma 

(28,6). Sostituendo Ai con Al - :;i' al secondo termine di questa 
espressione si aggiungera I'integrale 

_1 r 'i~dQ 
c2 J ] ax! • 

La conservazione della carica, espressa dall' equazione di conti
nuita (29,4), ci permette di scrivere l'espressione integranda sotto 

forma di divergenza quadridimensionale a~i (fji); quindi, in virtu 
del teorema di Gauss, I'integrale quadridimensionale di volume si 
trasforma in un integrale esteso alI'ipersuperficie di frontiera; 
variando l'azione, questi integrali danno un contributo nullo e, di 
conseguenza, non influiscono sulle equazioni del moto. 
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§ 30. 8econda coppia delle equazioni di Maxwell 

Per ricavare Ie equazioni del campo a partire dal prinClplO di 
minima azione, dobbiamo considerare dato il mota delle cariche e 
dobbiamo far variare soltanto i potenziali del campo (che hanna 
qui il ruolo di « coordinate» del sistema); al contrario, nel 
ricavare Ie equazioni del moto abbiamo supposto dato il campo e 
abbiamo fatto variare la traiettoria della particella. 

Di conseguenza, la variazione del primo termine nella (28,6) 
e nulla, e la corrente ji nel secondo termine non deve variare. 
Quindi: 

68 = - ! i [! j
i6A i + 8~ Fik6F ill. ] dO = 0 

(per la variazione nel secondo t.ermine si tenga presente che 
ill. ik F 6Fik = Fik6F ). 

Sostituendo 
F _ iJAk _ aA, 

ill. - axi axil.' 
abbiamo: 

68 = _ 1c r {i. .i6A +_1 Fill. _a_ 6A __ 1 Fik _a_c'lA.} dQ. J c j i 8n axi k 8n axil. J 

Permutando nel secondo termine gli indici di sommatoria i eke 
sostituendo inoltre Fki con -FiI .. otteniamo: 

c'lS = _i. r {i. j i6Ai __ 1 Fik _a_ c'lA,} dO. 
c J c 4n ax" 

Integrando per parti il secondo di questi integrali, applicando cioe 
il teorema di Gauss, otteniamo: 

1 r {i' I aFi/:} 1 r 'k 
68=-cJ ct+4n axil. 6AidO-4ncJF16AidSkl· (30,1) 

L'integrale del secondo termine va preso agli estremi d'integrazione. 
Gli estremi d'integrazione rispetto aIle coordinate sono all'infinito 
dove il campo si annulla. Agli estremi d'integrazione temporali, cioe 
negli istanti dati iniziale e finale, ]a variazione dei potenziali e nulla 
percha, in virtu del principio di minima azione, i potenzialisono 
in questi istanti fissati. II secondo termine della (30,1) e quindi 
nullo, e troviamo: 

r (i. 'i+_1 aFill.) c'lA.dO=O. J c j 4n axil. J 

Siccome, in virtu del principio di minima azione, Ie variazioni 
di c'lA i sono arbitrarie, il coefficiente di c'lA, deve essere nullo, cioe 

aFill. 4n .i 
--=--j. axil. c (30,2) 
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Scriviamo queste quattro equazioni (i = 0, 1, 2, 3) in forma 
tridimensionale. Per i = 1, abbiamo: 

1 oF10 oFH oF12 of 13 41C . 
ca;-+ifX+ay+a;-= -eli. 

Sostituendo valori delle componenti del tensore Fik, troviamo: 

1 oEx _ oHz + oHy __ 4rt . 
C ot oy oz - c Ix· 

Queste equazioni e Ie due seguenti (i = 2, 3) si possono scrivere come 
una sola equazione vettoriale: 

H 1 oE 4.n. 
rot =--,-+-J. 

C at c 
(30,3) 

Infine, l'equazione con i = 0 ci da: 

div E = 4np. (30,4) 

Le equazioni (30,3) e (30,4) costituiscono la second a cop pia 
di equazioni di MaxweIP).Insieme a queUe della prima coppia, esse 
determinano completamente il campo elettromagnetico e sono Ie 
equazioni fondamentali della teoria di questi campi, ossia del
l' elettrodinamica. 

Scriviamo ora queste equazioni in forma integrale. Integrando 
la (30,4) in un certo volume ed applicando il teorema di Gauss 

J div E dV = ~ Edf, 
troviamo: 

~E df=4n J p dV. (30,5) 

In tal modo, il flusso del campo elettrico attraverso una superficie 
chiusa e uguale al prod otto per 4n della carica totale contenuta nel 
volume limitato da questa superficie. 

Integrando la (30,3) su una superficie non chiusa ed applicando 
il teorema di Stokes 

troviamo: 

La grandezza 

J rotHdf = .~Hdl, 

k, H dl = .! ~ J E df + 4.n r j df. 
'j' cot cJ 

1 oE 
4.n 7ft 

(30,6) 

(30,7) 

1) Le equazioni di Maxwell nel caso di un campo elettromagnetico nel vuoto 
creato da cariche puntiformi sono state formulate da H. A. Lorentz. 
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e detta corrente di spostamento. Dalla (30,6) scritta nella forma 

~ H dl = 411: r (. + _1 ~). df 
'j' cJ) 411:ot (30,8) 

si vede che la circuitazione del campo magnetico lungo una curva 
chiusa e uguale al prodotto per 41tlc della somma della corrente rea Ie 
e della corrente di spostamento che attraversano una superficie lim i
tata dalla curva in questione. 

Le equazioni di Maxwell ci permettono di riottenere l'equazione 
di continuita (29,3), che gia conosciamo. Prendendo la divergenza 
di ambedue i membri della (30,3), troviamo: 

d · H 1 0 d· E 411: d· . 
IV rot = cat IV +7 IV). 

In base alIa (30,4), div rot H==O e divE = 41tp. Quindi, ritro
viamo l'equazione (29,3). Dalla (30,2) ricaviamo in forma quadridi
mensionale: 

o2Fik 411: oji 
axi oxk = - 7 ox i • 

L'operatore ox~;kk , simmetrico rispetto agli indici i, k, agendo suI 

tensore antisimmetrico Fik, 10 annulla identicamente, e ritroviamo 
quindi l'equazione di continuita (29,4) scritta in forma quadridi
mensionale. 

§ 31. Densita e jlusso di energia 

Moltiplichiamo i due membri dell'equazione (30,3) per E, ed 
i due membri dell'equazione (26,1) per He facciamo la somma delle 
equazioni ottenute membro a membro: 

1. oE 1. oH 411: • H -E-+-H-= --]E-(HrotE-Erot ). c ot c at c 

Utilizzando la nota formula dell' analisi vettoriale 

div [ab] = b rot a - a rot b, 

scriviamo la relazione precedente nella forma 

oppure 
a E2+H2 • . 

- = -]E- dlVS. 
ot 811: 

(31.1) 



108 CAPITOLO IV 

II vettore 

S= :n [ED] (31,2) 

e detto vettore di Poynting. 
Integrando la (31,1) in un certo volume ed applicando al secondo 

termine nel secondo membro il teorema di Gauss, otterremo: 

(31,3) 

Se l'integrazione e estesa a tutto 10 spazio, I'integrale di superfi
cie scompare (il campo e nullo all'infinito). Possiamo inoltre scrivere 
I'integrale S j E dV come la somma ~ evE estesa a tutte Ie cariche 
che si trovano nel campo, e sostituire secondo la (17,7) 

d 
evE = lit ~cln. 

AlIora, la (31,3) diventa 

;t { J E2tH2 dV + ~ ~cln} = O. (31,4) 

Ne segue che, per un sistema chiuso composto di un campo elet
tromagnetieo e delle cariche che vi si trovano, la grandezza eompresa 
tra parentesi si conserva. II secondo termine di questa espressione 
e l'energia cinetica (con l'energia di riposo di tutte Ie particelle; 
vedi la nota alIa pag. 73); il primo termine e quindi l'energia del 
campo elettromagnetico stesso. Possiamo dunque chiamare 18 
grandezza 

(31,5) 

densita d'energia del campo elettromagnetico, cioe l'energia 
per unita di volume del campo. 

Poiche integrando in un volume finito, l'integrale di superficie 
nella (31,3) generalmente non scompare, possiamo scrivere questa 
equazione nella forma 

iJ {J E2 + H2 } k. 7ft 8n dV + ~ ~cln =.- 'j' Sdf, (31,6) 

dove ora la sommatoria del secondo termine a primo membro e estesa 
solo aIle particelle che si trovano nel volume considerato. A pri
mo membro si ha la variazione nell'unita di tempo dell'energia totale 
del campo e delle particelle. L'integrale J S df rappresenta quindi 
il flusso d'energia del campo attraverso la superficie che limita iJ 
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volume dato, e quindi il vettore di Poynting S e la densita di questo 
flusso, ossia la quantita d'energia del campo che pub attraversare 
l'unita di superficie nell'unita di tempot). 

§ 32. T ensore energia-impulso 

Nel paragrafo precedente abbiamo trovato l'espressione per 
l'energia del campo elettromagnetico. Cerchiamo ora la sua espres
sione insieme a quella deU'impulso del campo, in forma qua
dridimensionale. Per semplicita, considereremo per il momento 
un campo elettromagnetico senza cariche. Avendo in vista Ie suc
cessive applicazioni (ai campi gravitazionali) e per semplificare i 
calcoli, opereremo nel caso generale, senza concretizzare un 
sistema specifico. 

Consideriamo un sistemail cuiintegraled.azione ha la forma 

(32,1) 

dove A e una certa funzione delle grandezze q che determinano 10 
stato del sistema e delle loro derivate rispetto aIle coordinate e al 
tempo (per il campo elettromagnetico Ie grandezze q sono Ie compo
nenti del potenziale quadridimensionale); per brevita scriveremo qui 

una sola q. Notiamo cbe l'integrale J A dV e la lagrangiana del 
sistema, e quindi A pub essere considerata la « densita» della 
lagrangiana. L'espressione matematica del fatto che un s~stema 
sia chiuso e l' assenza di una dipendenza esplicita di A da x', COS! 

come la lagrangiana per un sistema meccanico isolato non dipende 
esplicitamente dal tempo. 

Le « equazioni del moto » (cioe Ie equazioni del campo, se si tratta 
di un campo qualsiasi), si ottengono dal principio di minima 
azione, facendo variare S. Ponendo per ragioni di brevita q" == = f)q/f)xi, abbiamo: 

l)S = ! J ( ~~ l)q+ o:~, l)q, I) dO = 

1 r [ iJA iJ (iJA) 0 iJA J 
= c J _ Tq 6q + iJxi oq. i 6q - 6q oxi oq. i dO = O. 

Applicando il teorema di Gauss, il secondo termine dell'espressione 
integranda si annulla quando l'integrazione e estes a a tutto 10 

1) Si suppone che nell'istante dato sulla superficie che limita il volume 
oonsiderato non ci siano particelle. In caso contrario il secondo membro dell 'ugua
glianza dovrebbe contenere anche il flusso d'energia trasportata dalle particelle 
che attraversano la superficie. 
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spazio, e troviamo allora Ie seguenti «equazioni del moto &: 

~~_ iJA =0 (32,2) 
iJx t iJq, i iJq 

(naturalmente la sommatoria e estesa ovunque all'indice i ripetuto 
due volte). 

Si procede poi come in meccanica quando si vuole ricavare la 
legge di conservazione dell' energia. Pill precisamente: 

iJA iJA iJq , iJA iJq,,, 
iJxi = Tq axi -r aq,,, iJxi • 

Sostituendovi la (32,2) e notando che q,k,i = V,k, troviamo: 

OA a ( iJA ) iJA iJq, I a ( iJA) 
axi = ax" aq, k q, i + aq,,, ax" = ax" q, i aq, k • 

Sostituendo nel primo membro deU'uguaglianza 

f}A = c5~ f}A 
axi iJx" 

e ponendo 
• • k aA JI." Ti =q i-a--UiA, 

, q, " 
(32,3) 

scri viamo la relazione ottenuta nella forma 

aT": 
__ t =0. 
ax" 

(32,4) 

N otiamo che se ci sono pill grandezze q(i), in luogo della (32,3) 
hisogna evidentemente scrivere 

T~ = L} q, <f> iJ~l) - c51A. 
I aq'k 

(32,5) 

Nel § 29 abbiamo visto che l'equazione tipo 8Ak/8:r!- = 0, 
cioe l'annullamento della divergenza quadridimensionale di un 

vettore e equivalente all' affermazione che 1 'integrale j A "dS" 

di questo vettore su una ipersuperficie, che racchiude in se tutto 10 
spazio tridimensionale, si conserva. E evidente che un' affermazione 
analoga e vaJida anche per un tensore: l'equazione (32,4) e equiva
lente all' affermazione che il vet tore 

pi = costante S Tik dSk 

si conserva. 
Questo e il vettore che deve essere identificato con il 4-impulso 

del sistema. Scegliamo il fattore cost ante davanti all'integrale in 
maniera tale che, in accordo con la definizione precedente, la 
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componente temporaJe di po sia uguale all'energia del sistema divisa 
per c. A tale scopo notiamo che integrando sull'iperpiano XO = co
stante si ottiene: 

po = costante J Tok dSk = costante J TOO dV. 

D'altra parte, in virtu delle (32,3), abbiamo: 
• aA 

Too=q_. -A 
{}q 

(dove q = 8q/8t). In base alla formula ordinaria che lega 
l'energia alla lagrangiana, bisogna considerare questa grandezza 

come la densita dell'energia, e, di conseguenza, J ToodVe l'energia 

totale del sistema. Ponendo la costante uguale a 1/c, otteniamo 
in definitiva per il 4-impuJso del sistema l'espressione 

pi = ! 5 Tik dSk • (32,6) 

II tensore Tik e detto tensore energia-impulso del sistema. 
E necessario notare che la definizione del tensore Tik non e effet

tivamente univoca. Infatti, se Tik e un tensore definito secondo la 
(32,3), anche qualsiasi altro tensore della forma 

(32,7) 

soddisfa l'equazione di conservazione (32,4), essendo la granzezza 

{}x:;x l 'i'ikl, dove 'i'ikl e un tensore antisimmetrico rispetto agli 

indici k, l, identicamente nulla. La sostituzione (32,7) non cambia 
il 4-impulso totale del sistema perche, in virtu della (6,17), si ha: 

r i1IjJikl f r ( i1IjJikl i1IjJikl ) 1 r °kl J ----;;;t dSk = 2: J dSk -;;;;1- dS I -;;;;;- = 2: J 'i'1 d/:/t 

dove l'integrale del secondo membro di questa uguaglianza e esteso 
alla su perficie (ordinaria) che a vvolge I' i persu perficie alla quale 
e esteso l'integrale del primo membro. Questa superficie si trova 
evidentemente all'infinito dello spazio tridimensionale, e siccome 
all'infinito non esistono ne campi, ne particelle, l'integtale e nullo. 
Ne risulta dunque, come doveva essere, che il 4-impulso e una gran
dezza definita univocamente. 

Per definire univocamente il tensore Til< si puo imporre la 
condizione che i1 4-tensore momento angolare (vedi § 14) si 
esprima in funzione del 4-impulso mediante 

Mik = J (Xi dpk_ Xk dpi) = ! J (xiTkl_xkTil) d8z, (32,8) 
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cioe che la sua densitlt si esprima mediante la densitlt dell'impulso 
per mezzo della formula usuale. 

E facile determinare la condizione alla quale deve soddisfare 
a tale scopo il tensore energia-impulso. Come gilt sappiamo, la 
legge di conservazione del momenta angolare puo esse~e espressa 
annullando la divergenza nell'espressione integranda di Ark. Quindi: 

~ (xiTkl _xkTiI) = O. (32,9) 
axl 

Notando che oxi/OXl = 6; e OTkl/OXi = 0, troviamo: 

6tTkl- 6~TiI = Tki _ Tik = 0, 
oppure 

Tik = Tki, (32,10) 

cioe il tensore energia-impulso. deve essere simmetrico. 
Osserviamo che il tensore r k definito dalla formula (32,5) non 

e generalmente s~mmetrico, ma 10 si puo simmetrizzare inserendo 
nella (32,7) un 'lJ'lkl.scelto in modo adeguato. Piu avanti (§ 94), vedre
mo che esiste !In procedimento che permette di ottenere direttamente 
un tensore r k simmetrico. 

Come abbiam~ gilt notato, integrando nella (32,6) sull'iperpiano 
$0 = costante, P' assume allora la forma 

p i = ! j TiodV, (32,11) 

dove l'integrazione e este~a a tutto 10 spazio (tridimensionale). /Le 
componenti spaziaIi di pt formano il vettore impulso tridimensio
nale del sistema, e la componente temporale rappresenta la sua 
energia divisa per c. II vettore con componenti 

.!. TiO .!. 120 .!. T30 
C ' C 'c 

si puo chiamare densita d'impulso, e la grandezza 
W=ToO 

si puo considerare come densita di energia. . 
Per precisare il senso delle altre componenti di Ttk, scriviamo Ie 

equazioni di conservazione (32,4), separando Ie derivate spaziali 
da queUe temporali: 

(32,12) 

Integrando queste equazioni in un certo volume V dello spazio, la 
prima ci dlt: 
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0, trasformando il secondo integrale per mezzo del teorema (tridi
mensionale) di Gauss, 

! J TOodV = -c J T°a.d/a., (32,13) 

dove l'integrale a secondo membro e esteso alIa superficie che limita il 
volume V(d/x , diy, d/ z sono Ie componenti del vettore tridimensionale 
dell'elemento di superficie df). 11 primo membro dell'uguaglianza 
(32,13) contiene la velocita di variazione dell'energia contenuta nel 
volume V. Ne risulta quindi che l'espressione del secondo membro 
e la quantita di energia che attraversa la superficie delimit ante 
questo volume, e che i1 vettore S con componenti 

cTot, cTo2, CT03 

e la densita di questo flusso, cioe la quantita di energia che attraversa 
l'unita di superficie nell'unita di tempo. Siamo giunti quindi ad una 
conclusione importante: Ie condizioni d'invarianza relativistica, 
insite nel carattere tensoriale delle grandezze Tik, conducono auto
maticamente a una relazione determinata tra il flusso di energia 
e l'impulso, ossia la densita del flusso di energia e uguale al prodotto 
della densita d'impuiso per ct. 

Partendo dalla seconda equazione (32,12), analogamente troviamo: 

(32,14) 

A primo membro abbiamo la variazione nell'unita di tempo dell'im

pulso del sistema nel volume V; ne segue che J Ta.r'>d/ /3 e la quantita 

d'impulso uscente nell'unita di tempo da questo volume. Cosi, Ie 
eomponenti Ta.r'> del tensore energia-impulso costituiscono il tensore 
tridimensionale della densita di flusso d'impulso detto tensore degli 
I/orzi; 10 indichiamo con (Ja.r'> (a, ~ = x, y, z). La densita di flusso 
d'energia e un vettore: la densita di flusso d'impulso, essendo un vet
tore, deve essere evidentemente un tensore (la componente (Ja./3 di 
questo tensoree la grandezza dell~ a-esima componente dell'impulso, 
passante nell'unita di tempo attraverso l'unita di superficie per
pendicolare alI'asse xr'». 

Scriviamo ancora una volta la tabella che precisa il senso delle 
varie componenti del tensore energia-impulso: 

(32,15) 
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§ 33. Tensore energia-impuiso del campo elettromagnetico 

Applichiamo ora al campo elettromagnetico Ie relazioni generali 
ottenute nel paragrafo precedente. Per il campo elettromagnetico, 
in virtu della (27,4), la grandezza Ache sta sotto il segno d'integra
zione nella (32,1) e 

A= -1!n FhlFhl. 

Le grandezze q sono qui Ie componenti del potenziale quadridimen
sionale Ak del campo, cosicche la definizione (32,5) del tensore T~ 
assume la forma 

T k,. = iJAI iJA ~k viA. 
iJx i iJ (iJAI/iJxk) 

Per calcolare la derivata di A, scriviamo la variazione: 

6A == _ J... F kl6F = __ 1_ Fkl6 ( iJAI _ iJAk ) • 
8n, hi 8n iJxk iJx l 

Permutando gli indici e tenendo conto dell' antisimmetria del ten
sore Fkl, otteniamo: 

Da cui vediamo che 
iJA _ __ 1_Fkl 

iJ (iJAI/iJxk) - 4n ' 

e percio 
T'! = _ J... BAI Fkl + _1_ 6'! F ,.,Im 

, 4n iJxi 16n 11m-" , 

oppure, per Ie componenti controvarianti, 

Tik __ J... iJAI F" + _1_ i"F Flm 
- 4n iJxi I 16n g 1m • 

Tuttavia, questo tensore non e simmetrico. Per simmetrizzarlo, 
aggiungiamo ad esso la grandezza 

_1_ iJAi F" 
4n iJxI I· 

In virtu deU'equazione del campo (30,2), in assenza di cariche si ha 
aF"llaxl = 0, e, di conseguenza, 

J... iJAi F" = _1 __ iJ_ (AiF") 
4n iJxl I 4n iJxl I , 
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cosieche la sostituzione fatta di Tik e del tipo (32,7) ed e am'missibile. 
8A' OAi Fil . . d f· ·t· I t Poiche si ha -.. - - -;;- = , trovIamo In e IllI Iva a seguen e 
<lxl vxz 

espressione per il tensore energia-impulso del campo elettroma-
gnetico: 

(33,1) 

La simmetria di questo tensore e evidente. Inoltre, la sua traccia 
e nulla: 

(33,2) 

Esprimiamo Ie componenti del tensore Tik tramite i vettori 
campi elettrico e magnetico. I valori (23,5) di Fik ci permettono di 
vedere coo TOO coincide, come doveva, con la densita dell'ener
gia (31,5), e Ie componenti eToa con Ie componenti del vettore di 
Poynting (31,2). Le componenti spaziali Tap formano, invece, un 
tensore tridimensionale con componenti 

ecc., oppure 

C1x:x:= 8~ (E~+E~-E~ +H~ +H~-H~), 
1 

C1xy = - 4n (ExEy+HxHy) 

C1tZ~= 4~ { -EaE~-HaH~+ ~ 6ap (E2+.H2)}. (33,3) 

Questo tensore tridimensiona.le e detto tensore degli s!orzi di M arwell. 
Per ridurre il tensore Tlk in forma diagonale, bisogna passare 

a un sistema di riferimento dove i vettori E ed H siano collineari 
(nel punto dato dello spazio e nell'istante dato) oppure dove uno di 
essi sia nullo; come e noto (§ 25), tale trasformazione e sempre po&
sibile, ad eccezione del caso in cui E ed H siano reciprocamente 
perpendicolari e di grandezza uguale. Fatta la trasformazione, e 
facile vedere che Ie uniche componenti non nulle di Tlk saranno 

TOO = _Tl1=T21=T33= W 

(l'asse delle x e diretto nella direzione dei campi). 
Se invece i vet tori E ed H so~o reciprocamente perpendicolari 

e di grandezza uguale, il tensore Tlk non 'puo essere ridotto in forma 
diagonale!). In questo caso, Ie sue componenti non nulle Bono 

TOO = T33 = T30 = W 

(I' asse delle x e diretto lungo la direzione di E, e I 'asse delle y lungo H). 

1) Il fatto che la riduzione del 4-tensore simmetrico Tik agli assi ,PrincipaIi 
puo risultare impossihile e dovuto alla natura non euclidea della SpazlO quadri
dimensionale (vedi anche il prohlema del § 94). 

8* 
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Abbiamo considerato finora un campo in assenza di cariche. In pre
senza di particelle cariche, il tensore energia-impulso di tutto il sistema 
rappresenta la somma dei tensori energia-impulso del campo elet
tromagnetico e delle particelle (Ie particelle sono considerate come 
non interagenti). 

Per determinare la forma del tensore energia-impulso delle 
particelle, a necessario descrivere la distribuzione di massa nello 
spazio attraverso la « densita di massa», analogamente a come 
abbiamo descritto la distribuzione di cariche puntiformi mediante 
la loro densita. Per analogia con la formula (28,1) per la densita 
di carica, si puo scrivere la densita di massa nella forma dove 

(33,4) 

r a sono i raggi vet tori delle particelle, e la sommatoria a estesa 
a tutte Ie particelle del sistema. 

La densita d'impulso delle particelle assumera la forma Jlcua. 
Come a noto, questa densita rappresenta Ie componenti TOa/c del 
tensore energia-impulso, cioa TOa. = /lcllUa (ex = 1, 2, 3). La den
sita di massa a pero la componente temporale del quadrivettore 
~ a;; (per analogia con la densita di carica; vedi § 28). Di conseguen
za, il tensore energia-impulso di un sistema di particelle non 
interagenti a 

ill d3;i d3;11 i It ds 
T =!lC Ts"""(jt =!lCu u tit· (33,5) 

Questo tensore a, come deve essere, simmetrico. 
Con un calcolo diretto si puo verificare che l'energia e l'impulso 

di un sistema, definiti come Ie somme delle energie e degli impulsi 
del campo e delle particelle, si conservano effettivamente. In altri 
termini, dobbiamo verificare l'equazione 

(33,6) 

che esprime questa legge di conservazione. 
Derivando l'espressione (33,1), scriviamo: 

8T(c)k 
__ i =..!... (~FLm lJFzm -F'" lJFIl _ FH lJFIIl) • 

lJzlI 4x 2 ozi ozll lJzlI 

Sostituendo in questa uguaglianza in virtu delle equazioni di 
Maxwell (26,5) e (30,2) 

iJF 1m of ml of II lJF"' 41t., 
a;r = - --;;;t - a;;;& , iJzlI = c J , 
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otteniamo: 

aT(c)~ = _1_ (_.!Flm aFmt _..!Flm aFa _Fkl aFil _~ Fizjl). 
ax" 4ft 2 axl 2 axm axk C 

Permutando gli indici e facile mostrare che i primi tre termini si 
eliminano e resta 

(33,7) 

La derivazione del tensore (33,5) ci da: 

aT(p)~ a ( dX") dx" aUi 
----a;k = CUt axk f.l ---at + /lC dt ax" • 

II primo termine di questa espressione e nullo in virtu della conser
vazione della massa per particelle non interagenti. Infatti, Ie gran-

dezze /l a:t" formano il quadrivettore « corrente di massa I>, per ana
logia con il quadrivettore corrente di cariche (28,2); per quanto con
cerne la conservazione della massa, essa si esprime mediante I'annul
lamento della divergenza quadridimensionale di questo vettore: 

a ( dx") 
axk /l ---at I = 0, (33,8) 

analogamente alIa conservazione della carica espressa dal
l'equazione (29,4). 

Abbiamo quindi: 

aT(p)~ d:I;" aUt dUt 
a;;;- = /lC lIt axk = /lc dt . 

Per un'ulteriore trasformazione, usiamo I'eq,uazione del moto 
delle cariche in un campo, scritta in formaquadridimensionale 
(23,4): 

du, e F k 
mC-

d 
=- ikU • 

s C 

Passando a una distribuzione continua della carica e della massa, in 
virtu della definizione di Il e p, abbiamo: /lIm = pie. Si pub scrivere 
quindi I' equazione del moto nella forma 

oppure 

IlC dUt =..e.. FikUk 
r ds c ' 

du, 1 F k dB 1 F ·k Ilc--=- IkPU - =- ikJ dt c dt c • 
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In tal modo, 

(33,9) 

Aggiungendo alIa (33,7), otteniamo effettivamente zero, cioe ritro
viamo l'equazione (33,6). 

§ 34. Teorema del viriale 

Poiche la traccia del tensore energia-impulso del campo elet
tromagnetico e nulla, la somma Tt per ogni sistema di parti
celIe interagenti si riduce alIa traccia del tensore energia-impulso 
delle sole particelle. Servendod dell'espressione (33,5), abbiamo 
percio: 

i (P)i . ds ds -. /--v-2 

Ti=T i=/..lCUjU' IF=/..lc dT=f..lC2 V 1 -72' 

Riscriviamo questo risultato tornando alla somma suIle parti
celIe, doe sostituendo /..l con la sua espressione data dalla somma 
(33,4). Otteniamo: 

(34,1) 

Notiamo che secondo questa formula per ogni sistema si ha 

T:~O (34,2) 

(il segno d 'uguaglianza vale soltanto per un campo elettroma
gnetico senza cariche). 

Consideriamo un sistema isolato di particelle cariche che com
piono un mota finito, nel corso del quale tutte Ie grandezze che 
caratterizzano il sistema (coordinate, impulsi) variano in intervalli 
finitil). 

Prendiamo la media rispetto al tempo deIl'equazione 
1 oTaO oTall 
cat+--a;il= 0 

[vedi la (32,12)]. Allora, il valore medio della derivata 8TaO/at, 
come anche della derivata di ogni grandezza variante in un inter-

1) Si suppone, inoltre, che il campo elettromagnetico del sistema si annul
Ii all'infinito. Cia significa che se si ha un'emissione di onde elettromagnetiche 
nel sistema,si postula allora che « pareti riflettenti • speciaIi impediscano aIle 
onde di andare all'infinito. 
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vallo finito, e nullo1). Ne segue che 
{J -II 

{JzlI T a. =0. 

fi9 

Moltiplichiamo questa equazione per rz. ed integriamo in tutto 10 
spazio. Trasformando l'integrale secondo il teorema di Gauss, 
tenendo presente che all'infinito T~ = 0 e, quindi, che l'in
tegrale di superficie si annulla, otteniamo: 

-II r {JT a. r {Jxa. -II r a.-II 
J rz. {JzlI dV = - J {JzlI T a. dV = - J 611T a. dV = 0, 

0, in definitiva, 

J T~ dV = O. (34,3) 

In virtu di questa uguaglianza, per 1 'integrale di rt = T~ + T~ 
possiamo scrivere: 

J T\dV = J r& dV = ~, 
dove ~ e l'energia tot ale del sistema. 

Infine, sostituendo la (34,1) in quest 'ultima uguaglianza, 
troviamo: 

~= ~ mac2 Y1- ;~. (34,4) 
a 

Questa relazione e la generalizzazione relativistica del teorema del 
viriale della meccanica classica (vedi vol. I, Meccanica, § 10). Per 
velocita piccole essa diventa 

a a 

cioe l'energia totale del sistema meno l'energia di riposo delle par
ticelle e uguale al valore medio dell' energia cinetica presa col segno 
meno. II risultato e conforme a quello ricavato dal teorema clas:.. 
sica del viriale per un sistema di particelle cariche che inieragiscono 
secondo la legge di Coulomb. 

1) Sia t una tale grandezza. AHora il valore medio della derivata dl/dt 
in un intervallo di tempo T e 

_ T 

~ =..!.. r 2!.... dt = I (T) - I (0) 
elt TJelt T' 

o 
Siccome I (t) varia solo tra limiti finiti, questo valore medio tende effet
tivamente a zero quando T tende all'infinito. 
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35. Tensore energta-impulso per corpi macroscopici 

Aceanto al tens ore energia-impulso per un sistema di parti
celIe puntiformi (33.5) avremo bisogno in seguito dell'espressione 
di questo tensore per corpi macroscopici, considerati come 
continui. 

II flusso d'impulso attraverso l'elemento di superficie di un cor po 
a definito come forza agente su questo elemento. Di conseguenza, 
(Jaf,dlj3 a la a-esimacomponente della forza agente sull'elemento di 
superficie df. Prendiamo ora un sistema di riferimento nel quale 
l'elemento di volume dato e in quiete. In questo sistema vale la 
legge di Pascal, cioe la pressione p esercitata da un elemento dato 
del corpo a uguale in tutte Ie direzioni ed a ovunque perpendi
colare all 'elemento di supedicle su cui si esercita 1). Possiamo quindi 
scrivere (Jaf,dh = P dla , da cui il tensore degli sforzi (Ja(:l = P{)afj' Per 
quanto concerne Ie componenti Tao, che definiscono la densita d'im
pulso, esse sono nulle per l'elemento di volume dato nel sistema di 
riferimento considerato. La componenie TOO invece e, come sempre, 
uguale alla densita d 'energia del corpo, che indichiamo qui con 8; 
allora 8/C2 a la densita di massa, cioa la massa nell'unita di volume 
del corpo. SottoliIieiamo che si tratta qui dell 'unita di volume pro
prio, cioa del volume nel sistema di riferimento dove l'elemento 
dato del corpo a in quiete. 

In tal modo, il tensore energia-impulso (per l'elemento dato del 
corpo) nel sistema di riferimento considerato a della seguente for~a: 

(

8 ° ° 0) ik_ 0 P 0 0 
T- OOpO' 

o 0 0 p 

(35,1) 

E facile ora trovare l'espressione del tensore energia-impulso in 
qualsiasi sis~ema di riferimento. A questo scopo introduciamo la 
4-velocita u~ del moto macroscopico dell'elemento di volume del 
cqrpo. Nel sistema di riferim~nto, dove l'elemento a in quiete, 
u~ = (1, 0). L'espressione di r k deve essere scelta in maniera tale 
che in questo sistema esso abbia la forma (35,1). E facile verificare 
che Ia forma richiesta a 

(35,2) 

1) A essere rigorosi, la legge di Pascal vale soltanto per i liquidi e per 
i gas. Tuttavia, per i cor pi solidi Ie deviazioni massime di pressione in diverse 
direzioni sono trascurabili rispetto a pressioni che possono avere importanza 
nella teoria della relativita e, quindi, si possono trascurare. 
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o per Ie componenti miste 

T~ = (p + 8) UiUk- p~~. 

Questa a I 'espressione del tens ore energia-impulso di un corpo 
macroscopico. Le corrispondenti espressioni per la densita W del
l'energia, la densita di flusso S dell'energia e il tensore (J-x6 sono: 

v2 
e ' p 

W ~ T -:' S~ (P+';: , ".,~ (Pt')'~:') +pB.,. (35,3) 
1-- 1-- c2 1--

c2 c2 C2 

Se la velocita v del mota macroscopico a piccola rispetto alla velocita 
della Iuce, si ha approssimativamente: 

S = (p + 8) v. 

Siccome S/c2 a la densita d'impulso, si vede che if Nolo della densita 
di massa in questa ca~o a assunto dalla somma (p + 8)/C2• 

L 'espressione di Ttk si sem plifica nel caso in cui Ie velocita di 
tutte Ie particelle costituenti il corpo sono picco Ie rispetto alla 
velocita della luce (Ia velocita del mota macroscopico puo essere 
arbitraria). In questo caso, nella densita d'energia 8 si possono 
trascurare tutte que lIe parti che sono piccole rispetto all' energia di 
riposo, cioa, in luogo di 8, si puo scrivere /LoC2, dove /Lo a la somma 
delle masse delle particelle contenute nell'unita di volume (proprio) 
del corpo (sottolineiamo che nel caso geherale bisogna distinguere 
/-to dalla densita di massa esatta 8/C2 che comprende anche Ia massa 
proveniente dal moto microscopico delle particelle nel corpo e Ia 
loro energia d'interazione). Per quanta concerne la pressione deter
minata dall'energia del mota microscopico delle molecole, nel caso 
considerato, essa a pure piccola rispetto alla densita d'energia di 
riposo /-toC2. In tal modo, abbiamo in questo caso 

Tik = l-toC2UiUk. (35,4) 

Dall 'espressione (35,2) ricaviamo: 

T1=8-3p. (35,5) 

La proprieta generale (34,2) del tensore energia-impuiso di un 
sistema qualunque mostra ora che per la pressione e Ia densita 
di un corpo macroscopico si verifica sempre Ia disuguaglianza 

(35,6) 

Confrontiamo I'espressione (35,5) con la formula genera Ie (34,1). 
Poiche consideriamo ora un corpo macroscopico, bisogna prendere la 
media dell' espressione (34,1) rispetto a tutti i valori di r nell 'unitil 



122 CAPITOLO IV 

di volume. Troviamo pertanto: 

e-,-3p = ~ ma c2 V 1- ~~ (35,7) 

(la sommatoria e estesa alle particelle contenute nell'unita di volu
me). Nel limite ultrarelativistico, il secondo membro di questa 
uguaglianza tende a zero e, di conseguenza, la equazione di stato 
della sostanza in questa limite l ) e: 

8 
p == "3' (35,8) 

Applichiamo Ie formula ottenute ad un gas perfetto, che supponiamo 
composto di particelle identiche. Siccome Ie particelle del gas perfetto 
non interagiscono, si puo prendere la media della espressione (33,5). 
Per un gas perfetto abbiamo quindi: 

Till _ dxi dxll 
-nmcfItds' 

dove neil numero di particelle nell'unita di volume, e il tratto 
orizzontale significa che la media e relativa a tutte Ie. particelle. 
Se non e'a nessun mota maeroscopico nel gas, per T'k abbiamo 
l'espressione (35,1). Confrontando Ie due formule otteniamo: 

e=nmy- , VB 
1--

cB 

nm VB 

P=-3- Y VB 
i--

C· 

(35,9) 

Queste uguaglianze determinano la densita e la pressione di un gas 
perfetto relativistieo in funzione della velocita delle particelle; la 
seeonda di esse sostituisce la nota formula p = nmV2/3 della teoria 
cinetica dei gas non relativistica. 

1) Questa equazione limite si ottiene partendo dal presupposto che ci sia 
interazione elettromagnetica tra Ie particelle. La considereremo valida (quando 
ne avremo bisogno nel cap. XIV) anche per altri tipi di interazioni tra Ie parti
celIe esistenti in natura, sebbene la validita di questa ipotesi per ora non 
sia confenua1a. 
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CAMPO ELETTROMAGNETICO COSTANTE 

§ 36. Legge di Coulomb 

Per un campo elettromagnetico cost ante (elettrostatico), Ie equa
zioni di Maxwell assumono la forma 

div E = 4np, 
rot E = O. 

(36,1) 
(36,2) 

II campo elettrico E si esprime con un solo potenziale scalare 
mediante la relazione 

E = -grad <po (36,3) 

Sostituendo la (36,3) nella (36,1), troviamo l'equazione alIa qua Ie 
soddisfa il potenziale di un campo elettrico costante: 

i\<p = -4np. (36,4) 

Questa equazione e detta equazione di Poisson. Nel vuoto, cioe per 
V = 0, il potenziale soddisfa l'equazione di Laplace 

i\<p = O. (36,5) 

Dall'ultima equazione risulta in particolare che il potenziale di 
un campo elettrico cost ante non puo avere ne massimo ne minimo. 
Infatti, affinche <p' abbia un estremo, e necessario che tutte Ie 
derivate prime di <p rispetto aIle coordinatt: siano nulle, e Ie derivate 
seconde 82<p/8x2, 82<p/8y2, 82<p/8z2 abbiano 10 stesso segno. Quest'ulti
rna condizione e pero impossibile, poiche l'equazione (36,5) non 
puo essere soddisfatta. 

Determiniamo ora il campo creato da una carica puntiforme. 
Per ragioni di simmetria, e evidente che esso sara diretto in ogni 
punto lungo il raggio vettore uscente dal punta dove si trova la 
carica e. Per la stessa ragione, e chiaro che il valore assoluto del 
campo E dipendera soltanto dalla distanza R dalla carica. Per 
trovare questo valore assoluto applichiamo l'equazione (36,1) nella 
forma integrale (30,5). 11 flusso del campo elettrico attraverso una 
sfera di raggio R e avente per centro la carica e e uguale a imRIE; 
poiche questo flusso deve essere uguale a 4ne, troviamo: 



t24 CAPITOLO V 

In forma vettoriale: 
eR 

E=ns· (36,6) 

Quindi, il campo creato da una carica puntiforme e inversamente 
proporzionale al quadrato della distanza da questa carica. Questa 
e la Zegge di Coulomb. II potenziale di questo campo e 

(36,7) 

Se abbiamo un sistema di cariche, il campo creato da queste 
cariche sara uguale, in virtu del principio di sovrapposizione, alIa 
somma dei campi creati separatamente da ciascuna carica. In par
ticolare, il potenziale del campo risultante e: 

<p=~~a, 
a 

a 

dove Rae la distanza della carica ea dal punto dove calcoliamo il 
potenziale. Se introduciamo la densita p di carica, questa formula 
diventa 

<P=J ~dV, (36,8) 

dove R e la distanza dell'elemento di volume dV dal punto dato 
(<< punto d'osservazione ») del campo. 

Mettiamo qui in evidenza la relazione matematica che si ottiene! 
sostituendo nella (36,4) i valori di p e <p per una carica puntiforme, 
cioe p = e6 (R) e <p = e/R. Troviamo allora: 

t /). If = - 4n6 (R). (36.9) 

§ 37. Energia elettrostatica delle cariche 

Determiniamo l'energia di un sistema di cariche. Partiremo dal 
concetto di energia del campo, eioe dall'espressione (31,S) per la 
densita d' energia. Piu precisamente, l' energia di un sistema di 
cariche deve essere uguale a 

u=-t-J E2 dV 81t ' 

dove E e il campo creato dal1e cariche, a 1 'integrale e esteso 
a tutto 10 spazio. Sostituendo in questa espressione E = -grad <p. 
si puc, trasformare U coma segue: 

u= - ~ J Egrad<pdV= - ~ J div(E<p)dV.+ ~ J <pdivEdV. 
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11 primo di questi integrali e uguale, in virtu del teorema di Gauss, 
all'integrale di E cP preso sulla superficie che limit a il volume d'in
tegrazione; ma poiche l'integrazione e estesa a tutto 10 spazio e il 
campo e nullo all'infinito, questo integrale scompare. Sostituendo nel 
secondo integrale div E = 4np, troviamo la seguente espressione 
per l'energia di un sistema di cariche: 

u = ~ J pcpdV. (37,1) 

Per un sistema di cariche puntiformi ea , l'integrale puo essere sosti
tuito da una Somma estesa aIle cariche: 

(37,2) 

dove CPa e il potenziale del campo creato da tutte Ie cariche nel punta 
dove si trova la carica ea. 

Applicando la formula ottenuta ad una particella element are 
carica (per esempio, ad un elettrone) e al campo da essa creato, 
arriviamo alIa conclusione che la particella deve essere dotata di 
una energia potenziale « propria » uguale ad ecp/2, dove cp e il potenL 

ziale del campo creato dalla carica nel punto dove essa stessa si 
trova. Sappiamo perC> che nella teoria della relativita ogni particella 
element are va considerata come puntiforme. II potenziale cp = e/R 
del campo da essa creato nel punta R = 0 diventa infinito. Da questa 
conclusione segue dunque che in elettrodinamica l'elettrone dovrebbe 
possedere una energia « propria» infinita e, di conseguenza, una 
massa infinita. L'assurdita fisica di questo risultato dimostra che 
i principi fondamentali dell'elettrodinamica sono tali che la loro 
applicazione e legittima entro dei limiti ben determinati. 

Notiamo il seguente fatto: poiche l'energia « propria» e la massa 
ottenute in elettrodinamica sono infinite, e impossibile nel quadro 
dell'elettrodinamica classica determinare che tutta la massa 
dell'elettrone sia 0 no elettromagnetica (cioe legata all'energia 
propria elettromagnetica della particella)l). 

Poiche l'apparire di una energia «propria» infinita, priva 
di senso fisico, per una particella ele.mentare e dovuta al fatto che la 
particella e considerata puntiforme, possiamoconcludere quindi che 
l'elettrodinamica come teoria fisica logicamente compiuta diventa 
contradditoria quando si passa a distanze sufficientemente piccole. 
Si puC> porre la domanda: di che ordine di grandezza sono queste 

1) Dal punto di vista puramente formale, la proprieta dell'elettron. 
di aver una massa finita puo essere spiegata introducendo una massa infinita 
negativa di origine non elettromagnetiea ehe eompensi 1a massa elettromagn .. 
tiea infinita (c rinormalizzazione, della massa). Tuttavia, vedremo ID 
seguito (i 75) che questo Jlrocedimento non permette di eliminar&tutte Ie COD
traddizioni interne dell'elettrodinamica classica. 
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distanze? A questa domanda si pub rispondere notando che per 
l'energia elettromagnetica propria dell'elettrone bisognerebbe otte
nere un val ore dell'ordine dell'energia di riposo me2• Se si ammet
te che l'elettrone abbi.a una certa dimensione Ro, la sua energia 
potenziale propria sarebbe allora dell'ordine di e2lRo. Dalla condi
zione che queste due grandezze siano dello stesso ordine, e2IR'I .- me2 , 

abhiamo: 

(37,3) 

Queste dimensioni (dette « raggio» dell'elettrone) determinano 
i limiti dell'applicabilita delI'elettrodinamica all'elettrone, limiti 
dovuti ai suoi stessi principi fondamentali. Bisogna pero tener 
presente che in realta questi limiti dell 'applicabilita sono ancora 
piu ristretti per 1a elettrodinamica classica qui esposta, data 
l'esistenza dei fenomeni quantisticil). 

Torniamo an cora alIa formula (37,2). In virtu della legge di 
Coulomb, i potenziali <Pa in essf'. contenuti sono uguali a 

(37,4) 

dove R ab e la distanza tra Ie cariche ea , eb. L 'espressione dell 'energia 
(37,2) e composta di due parti. La prima e costituita da una costante 
infinita - l'energia «propria» delle cariche - che non dipende 
dalla lora posizione. La seconda parte e l'energia d'interazione tra Ie 
cariche, che dipende dalla loro posizione. E evidente che solo questa 
parte present a un interesse fisico. Essa e uguale a: 

dove 

U' f ~ , 
= 2" L.J ea<pa, 

<p"_ ~ eb 
a - .L.J Rab 

b(=Fa) 

e il potenziale nel punto ea , creato da 
ea' In altro modo si puo scrivere: 

u,=l ~ eaeb 
2 Rab' 

a Fb 

(37,5) 

(37,6) 

tutte Ie cariche, tranne 

(37,7) 

In particolare.l l'energia d'interazione tra due cariche e. 
u' = el

e
2 • 

Ri2 
(37,8) 

1). Gli efietti quantistci diventano importanti per distanze dell'ordine 
li/mc, dove li e la costante di Planck. 
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§ 38. Campo creato da una carica in moto uniforme 

Determiniamo il campo generato da una carica e in mota uniforme 
con velocita V. Siano K il sistema di riferimento immobile e K' il 
sistema di riferimento in mota con la carica. Supponiamo che 
la carica si trovi nell'origine di K', che il sistema K' si sposti 
rispetto a K parallelamente all' asse x, e che gli assi y e z .siano paral
leli ad y' e z'. Nell'istante t = 0 Ie origini dei due sistemi coincidono. 
Di conseguenza, Ie coordinate della carica nel sistema K sono: x = 
= Vt, Y = z = O. Nel sistema K' abbiamo un campo elettrico 
costante, di potenziale vettore A' = 0 e di potenziale scalare 
<p' = e/ R', dove R'2 = X'2 + y'2 + Z'2. N el sistema K, a pplicando 
Ie formule (24,1) con A' = 0, otteniamo: 

e 
(38,1) <p= .r V2 

V 1--
c2 

R' ~ /1-...!::..: V c2 

Resta ora da esprimere R' mediante Ie coordinate x, y, z nel 
sistema K. Secondo Ie formule di trasformazione di Lorentz 

da cui 

x' 
x-Vt , , 

V 
' y =y, z =Z, 

V2 
1--

c2 

(x- Vt)2+ (i _ v; ) (y2+ z2) 
R'2 c 

= V2 • 
1-"""C2 

\ 
Sostituondo questa espressione nella (38,1), troviamo: 

dove si e posto: 

R.2=(X-Vt)2+(1- :22) (y2+ Z2). 

II potenziale vettore nel sistema K e uguale a 

V eV 
A=<P-=-R •. c c 

(38,2) 

(38,3) 

(38,4) 

(38,5) 

Nel sistema K' il campo magnetico H' non esiste, e il campo elettri
co e uguale a: 

, eR' 
E = R'3' 
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Con Ie formule (24,2) troviamo: 

ex' E' 
Ex=E~= R'a , Ey = V Y v. 

i--c· 

ey' 

V VB' 
R'3 1-

c2 

Sostituendovi R', x', y', z', espresse in funzione di x, y, z, 
troviamo: 

( V2) eR 
E= 1-'C2 R*a' (38,6) 

dove R e il raggio vettore che va dalla carica e al punto d'osser
vazione x, y, z del campo (Ie sue componenti sono: x - Vt, y, z). 

Questa espressione di E si puo scri vere in un' altra forma, intro
ducendo l' angolo 8 tra la direzione del mota e il raggio vettore R. 
E evidente che y2 + Z2 = R2 sen2 8 e, di conseguenza, R*2 puo 
essere scritto nella forma 

R*2 = R2 (1- ~: sen2 8 ) • 

Per E abbiamo allora: 

1-.!: 
eR c2 

E=}f3 V s 
( 1 - -; senB e) /2 

(38,7) 

(38,8) 

Per una fissata distanza R dalla carica, la grandezza del campo E 
aumenta quando 8 cresce da 0 a n/2 (0 decresce da n a n/2). II campo 
ha un minimo nella direzione parallel a a quella del mota (8=0, n), 
che e uguale a 

Ell = ;8 (1 - ~. ). 
II campo e massimo nella direzione perpendicolare alIa velocita 
(8 = n/2) ed e uguale a 

e 1 
EJ. ="']f2 V VB 

i--
c2 

Notiamo che con l'aumento della velocita il campo Ell decresce 
mentre il campo E 1. cresce. In modo figurato si potrebbe dire che 
il campo elettrico di una carica in mota si « appiattisce ,. nella 
direzione del moto. Per velocita V vicine a quella della luca, i1 
denominatore della formula (38,8) e vicino a110 zero in uno stretto 
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intervallo di valori di e attorno al val ore e = rr./2. La larghezza di 
questo intervallo e dell'ordine di 

V V2 
~e,..., 1--. 

c2 

Quindi, il campo elettrico di una particella moventesi con grande 
velocita e sensibilmente differente da zero, ad una distanza data 
da questa carica, soltanto in uno stretto intervallo di angoli 
in prossimita del piano equatoriale (la larghezza di questa inter-
vallo decresce come -V 1 - V"/c2 allorche V cresce). 

II cam po magnetico nel sistema K e 
H = ! [VEJ (38,9) 

[vedi la (24,5)]. In particolare, per V ~ c, il campo elettrico e dato 
approssimativamente dalla legge di Coulomb E = eRlRs, e il 
campo magnetico e allora 

H =: [~~]. (38,10) 

PROBLEMA 

Determinare la forza che si esercita (nel sistema K) fra due cariche che si 
muovono con una stessa velocita V. 

Soluzione. Calcoliamo la forza cercata F come forza agente su una delle 
cariche (el) nel campo generato dall' altra carica (e2)' In virtu della (38,9), abbiamo: 

et (V2 ) et F=etEz+c [VHz]=et 1-C2" E2+ C2 V (VEz)· 

Sostituendo qui E2 ricavato dalla (38,8). per Ie componenti della forza nella 
direzione del moto (Fx) e perpendicolarmente ad esso (F y) otteniamo: 

( 

( 1-~) cos 9 (1_~)2 sen 9 
ett2 c2 F _ eteg c2 

F x = 7fi ( V2 ) 3/2' Y - R2 --=-( -'--~V;:;-2----:-) ""'3/;-2 
1- -sen2 9 f--

C2 
sen2 9 

c2 . 

dove R e il raggio vettore da ea ad el' e 9 l'angolo tra ReV. 

§ 39. Moto in un campo coulombiano 

Esaminiamo il moto di una particella di massa m e di carica e 
nel campo generato da un'altra carica e'; supponiamo che la massa di 
quest'ultima sia COS! grande da poterla considerare fissa. II pro
blema si riduce quindi allo studio del mota di una carica e in 
un campo elettrico a simmetria centrale di potenziale q> = e'lr. 
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L' energia totale della particella e 

~=eV p2+m2e2 -+-~, 
r 

dove a = ee'. Operando in coordinate polari Hel piano del mota della 
particella, come e noto dalla meccanica, si ha 

2 M2 + a P = ra Pr, 

dove Pr e la componente radiale dell'impulso, M il momento ango
lare costante della particella. Nelle nuove variabili abbiamo: 

(39,1) 

Vediamo ora se la particella nel suo moto sia in grado 
di avvicinarsi arbitrariamente al centro. E comunque evidente che 
cia e impossibile quando e ed e' si respingono, cioe quando Ie 
cariche sono della stesso segno. Inoltre, nel caso di attrazione (e ed e' 
sono di segni opposti), e non pio avvicinarsi arbitrariamente al 
centro se Me> I a I; infatti in questo caso, il primo termine 
della (39,1) e sempre superiore al secondo, e per r -+ 0 il secondo 
membro di questa uguagIianza tenderebbe all'infinito. Al contrario, 
se Me < I a I, per r-+ 0 questa espressione puo restare finita 
(s'intende che Pr tende all'infinito). In tal modo, se 

Me < I a I, (39,2) 

la particella nel suo moto « cade » sulla carica attirante, risultato 
che e in contraddizione con la meccanica non relativistica la quale 
esclude la « caduta» in un campo coulombiano in generale (ad 
eccezione del caso M = 0, cioe quando la particella e e lanciata 
direttamente sulla particella e'). 

Se si vuole determinare completamente il moto di una carica 
in un campo coulombiano e piu conveniente partire dall'e
quazione di Hamilton-J acobi. Scegliamo Ie coordinate polari r, cp nel 
piano del moto. L'equazione di Hamilton-Jacobi (16,11) ha la forma: 

_..!.. (~+~)2 + (!§....)2 +_1 (~)2 +m2e2=0. 
c2 ot r or r2 ocp 

Cerchiamo S nella forma 

S = - ~t + Mcp + f (r), 
dove ~ ed M sono rispettivamente l'energia costante e il momenta 
angolare cost ante della particella in moto. Troviamo in definitiva: 

S= -~t+Mcp+ J V ;2 (~- ~ r - ~2 -m2e2 .dr. (39,3) 
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La traiettoria e data dall'equazione as/aM = costante. L'inte
grazione nella (39,3) da i seguenti risultati per 1a traiettoria: 

a) se Me> 1 ex I: 
1. (e2M2_ex2)_= 
r 

=eV(M~?-m2e2 (M2e2_ ex2) cos (,;py 1- C2~2) -~ex; (39,4) 

b) se Me < 1 ex I: 
1. (ex2 _ e2M2) - = 
r 

= ± e V (M~)2 + m2e2 (ex2_ M 2e2) ch ( !p Y C2~2 -1) + ~ex; (39,5) 

c) se Me = 1 ex I: 

(39,6) 

La costante d'integrazione e stata inclusa nella scelta arbitraria 
dell' origine degli angoli !p. 

Nella (39,4) 1a scelta del segno davanti a1 radicale non ha un'im
portanza sostanzia1e, essendo anch'essa collegata alIa scelta dell'ori
gine dell' angolo !p sotto i1 segno di coseno. La traiettoria data da 
questa equazione nel caso d'attrazione (ex < 0) e interamente com
presa tra valori finiti di r (moto finito), qualora ~ < me2

• Se invece 
~ > mc2 , r puo diventare infinita (moto infinito). II moto finito 
in meccanica non relativistica viene compiuto su orbite chiuse (su 
ellissi). In meccanica re1ativistica, invece, 1a traiettoria non puo 
mai llssere chiusa: dalla (39,4) risulta che al variare dell'ango10 !p 
di 2n Ia distanza r dal centro non ritorna al valore iniziale. In Iuogo 
di ellissi, abbiamo qui orbite costituite da « rosette» non chiuse. In 
tal modo, mentre in meccanica non relativistica il moto finito in 
un campo cou10mbiano viene compiuto su orbite chiuse, in meccanica 
relativistica il campo coulombiano perde questa proprieta. 

Nella (39,5) deve essere preso il segno positivo davanti al radi
cale per ex < 0, e il segno negativo per ex> 0 lun'altra scelta dei 
segni provocherebbe il cambiamento del segno davanti al radicale 
nella (39,1)]. 

Per ex < 0, Ie traiettorie (39,5) e (39,6) rappresentano spiraIi 
di raggio r tendente a zero quando !p -+ 00. II tempo di « caduta , 
della carica nell'origine delle coordinate e finito. Lo si puo pro
vare osservando che 1a dipendenza della coordinata r dal tempo 
e data dall 'uguagIianza aSia", = costante; sostituendo in questa 
uguaglianza l'espressione (39,3), vediamo che il tempo e determinato 
da un integra1e convergente per r -+ O. 
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PROBLEMI 

1. Determinare l'angolo di diffusione di una carica lanciata in un campo 
coulombiano repulsivo (a > 0). 

Soluztone. L'angolo di diffusione X e uguale a X = 1£ - 2cpo, dove CPo 
e l'angolo tra i due asintoti della traiettoria (39,4). Troviamo quindi: 

2eM v V e2M2- a 2 
X=l£ arctg -"------

VcIMI-aS ea 

dove vela velocita della carica all'infinito. 
2. Determinare la sezione per la diffusione, da parte di un campo 

coulombiano per angoli. 
Soluzione. La sezione du e il rapporto tra il numero di particelle 

diffuse (in un secondo) nell'elemento dato do d'angolo solido e la densita del 
flusso di particelle incidenti (cioe il numero di particelle che attraversano 
in 1 siems di sezione trasversale del fascio di particelle). 

Siccome l'angolo di diffusione X di una particella lanciata in un campo 
e determinato dal «parametro d'urto I> p (cioe la distanza dal centro di 
diffusione alIa retta che sarebbe descritta dalla particella in assenza di campo), 
si ha: 

du = 21tp dp = 21£p dd
p 

dX = p ddp ~, 
X X senx 

dove do = 21£ sen X dX (vedi vol. I, Meeeaniea, § 18). L'angolo di diffusione 
pUG essere considerato (se e Jliccolo) uguale al rapporto fra l'incremento dell'im
pulso e il suo valore iniziale. L'incremento dell'impulso e uguale all'integrale 
rispetto al tempo della forza agente sulla carica perpendicolarmente alIa dire-

zione del moto; quest'ultima e approssimativamente uguale a C:.£... Abbiamo 
r" r 

quindi: 

2a 
ppv 

(vela velocita delle particelle). Da questa relazione troviamo la sezione di 
diffusione per angoli X piccoli: 

du=4 (~)2 ~ . 
pv X 

Nel caso non relativistico p ~ mv, anche questa espressione coincide con quella 
data dalla formula di Rutherford per angoli X piccoli (vedi vol. I, Meeeaniea, 
§ 19). 

§ 40. Momento di dipolo 

Consideriamo il campo generato da un sistema di cariche a di
stanze grandi in confronto con Ie dimensioni del sistema. 

Introduciamo un sistema di coordinate con l'origine all'interno 
del sistema di cariche. Siano ra i raggi vettori delle singole cariche. 
Jl potenziale del campo generato da tutte Ie cariche nel punta di 
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raggio vettore Ro e 
(40,1) 

(la sommatoria e estesa a tutte Ie cariche); (Ro - ra) so no qui i raggi 
vettori che uniscono la carica ea al punta in cui si vuole calcolare 
il potenziale. 

Poiche dobbiamo studiare questa espressione per grandi 
Ro (Ro::} ra), sviluppiamola in serie di potenze di ralRo con 
I' aiuto della formula 

f (Ro-r) ~ f (Ro)-r grad f (Ro) 

(nel gradiente la derivazione va fatta rispetto alle coordinate del
l'estremo del vettore Ro). Abbiamo a meno di termini del secondo 
ordine: 

(40,2) 

La somma 
(40,3) 

e detta momento didipolo del sistema di cariche. E importante notare 
che se la somma ~ ea di tutte Ie cariche e nulla, il momenta di dipolo 
non dipende dalla scelta dell'origine delle coordinate. Infatti, i raggi 
vettori ra ed r~ di una stessa caric.a in due sistemi di riferimento dif
ferenti sono legati tra di loro dalla relazione 

r~=ra+a, 

dove a e un vettore costante. Di conseguenza, se ~ea = 0, il momenta 
di dipolo e 10 stesso in ambedue i sistemi: 

d' = ~ ear~= ~ eara+ a~ ea=d. 

Indicando con e~, r~, e - e;;:, r;;: Ie cariche positive e negative e i loro 
taggi vettori, il momenta di dipolo si puo scrivere nella forma 

(40,4) 
dove 

~ e+r+ ~ e-r-
R+= aa, R-= a 

2} eli ~ eli 
(40,5) 

sono i raggi vettori dei «centri di carica» per Ie cariche positive 
e negative. Se ~ e~ = ~ e;;: = e, allora 

d=eR+-, (40,6) 

dove R+ _ = R+ - R- e il raggio vettore spiccato dal centro delle 
cariche negative al centro delle cariche positive. In particolare, se Ie 
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cariche sono soltano due, R+_ e in questa caso il raggio vettore 
tra di esse. 

Se la carica totale del sistema e nulla, a grandi distanze il poten
ziale del cam po e 

cp= _dV'_1_= dRo • (40,7) 
Ro R3 

Per E si ottiene: 
dRo 1 1 

E = -grad """'R3= -W grad (dRo)- (dRo) grad 7[if' 
o 0 0 

0, in definitiva, 

E - 3 (nd) n-d (40,8) 
- R3 ' 

dove neil vettore unitario nella direzione di Ro. E opportuno notare 
che E puo essere scritto, prima della derivazione, nella forma 

1 
E= (dV') V Ro' (40,9) 

In tal modo, il potenziale del campo generato da un sistema di 
carica totale nulla, a grandi distanze, e inversamente proporzionale 
al quadrato della distanza, ed E al suo cubo. Questo campo e dotato 
di simmetria assiale rispetto alla direzione d. In un piano passante 
per questa direzione (che scegliamo come asse delle z) Ie componenti 
del vettore campo E sonG: 

E =d 3cos2 S-1 E =d 3senScosS (40,10) 
z R~' x R~' 

Le componenti radiale e tangenziale in questa piano sono: 

E =d 2cosS 
R Rg' 

§ 41. M omenti di multipolo 

senS 
Ea= -dJ'i3' 

o 
(40,11) 

Nello sviluppo del potenziale in serie di potenze di 11R 0 

cp = cp(O) + cp<l) + cp(2) + . . . (41,1) 

il termine cp<n) e proporzionale a 11R:;+ '. Abbiamo visto che il primo 
termine cp<O) e determinato dalla somma di tutte Ie cariche; il secondo 
termine, cp<l), detto potenziale di dipolo del sistema, e determinato dal 
suo momento di dipolo. 

II terzo termine dello sviluppo e 

(41,2) 

dove Ia sommatoria e estesa a tutte Ie c'ariche; abbiamo omesso qui 
I'indice della carica; Ie. Xa. sono Ie componenti del vettore r e Ie X a. 



CAMPO ELETTROHAGNETICO COSTANTE 135 

del vettore Ro. Se la somma delle cariche e il momento di dipol0 del 
sistema sono nulli, 10 sviluppo inizia aHora a partire da q>(II). 

L'espressione (41,2) comprende sei grandezze ~ exax/3. E facile 
vedere pero che il. campo dipende in realta soltanto da cinque gran
dezze indipendenti, anziche da seL Questa e una conseguenza del 
fatto che la funzione 1IRo soddisfa l'equazione di Laplace 

1 a2 1 
/),. Ro == l)a/3 aXa aX/3 flo = O. 

Possiamo quindi scrivere il termine q>(II) nella forma 

(2) 1 '" ( 1 2.11) a2 
1 

q> ="2 LJ e xax~-3r Ua /3 axaaxfj Yo. 
11 tensore 

(41,3) 

e detto momenta di quadrupolo del sistema. Dalla definizione di Da/3 
risulta che la somma delle sue componenti diagonali e nulla: 

Daa=O. (41,4) 

11 tensore simmetrico Da/3 ha quindi solo cinque componenti indi
pendenti; mediante questa tensore possiamo scrivere q>(II) nella 
forma: 

q>(2) _ Dafj a2 1 (41,5) - 6 aXa aXfj Yo 
0, derivando 

82 1 3XaX/3 &0:/3 
axa ax/3 Ro Ro 

0 - R8 

e tenendo conto che l)a/3D a /3 = Daa = 0, 
Dafjnanfj 

q>(2) = (41,6) 
2Rg 

Come qualsiasi tensore simmetrico tridimensionale, il tensore D all 
puo essere riferito agli assi principali. Allora, in virtu della 
condizione (41,4), nel caso genera Ie soltanto due dei tre valori prin
cipali sono indipendentL Quando il sistema di cariche e simmetrico 
rispetto ad un asse (l'asse delle Z)l), questo asse diventa allora uno 
degli assi principali del tensore D a /3, mentre la posizione degli altri 
due assi nel piano xy e arbitraria, e i tre valori principali sono legati 
dalla relazione 

(41,7) 

1) Si tratta di un asse di simmetria di qualsiasi ordine superiore al secondo. 
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Indicando la componente DH con D (chiamata abitualmente in 
questo caso momenta di quadrupolo), otteniamo il potenziale nella 
forma 

D D 
<p<2> = 4R3 (3 cos2 a-1) = 2R3 P2 (cos a), 

o 0 
(41,8) 

dove 0 e I' angolo tra Ro e I' asse delle z, e P 2 un polinomio di Legendre. 
Come e stato fatto per il momenta di dipolo nel paragrafo prece

dente, e facile provare che il momenta di quadrupolo di un sistema 
non dipende dalla scelta dell'origine delle coordinate allorche sono 
nulli sia la carica totale che il momenta di dipolo del sistema. 

Analogamente si potrebbero scrivere i termini successivi dello 
sviluppo (41,1). L'l-esimo termine della sviluppo e determinato da un 
tensore (detto tensore momenta di 21_polo) d 'ordine l, simmetrico 
rispetto a tutti i suoi indici, Ie cui contrazioni di ogni coppia di 
indici SOno nulle; si puo dimostrare che un tale tensore ha 2l + 1 
componenti indipendenti1). 

Scriviamo qui il termine genera Ie dello sviluppo del potenziale 
sotto un'altra forma, utilizzando la seguente formula per Ie fun
zioni sferiche 

t (41,9) 
/Ro-r/ 

dove X e I' angolo tra Ro ed r. Introduciamo gli angoIi sferici 8, <D e a, <p 
formati rispettivamente dai vettori Ro ed r con gIi assi coordinati 
fissati, ed applichiamo la formula di addizione per Ie funzioni 
sferiche: 

I 

P,(cosX)= ~ ~:+I:B: plm'(cos8)Pjm'(cosO)e-im(tlI-CP), (41,10) 
m=-l 

dove P,,!, sono i polinomi associati di Legendre. Introduciamo anche 
Ie funzioni sferiche2

): 

Y (a ) ( 1)m.z-. /"21+1 (l-m)! pm( ll) imcp 
1m , <p = - 'V-2- (l+m)! I COSu e , m~O, 

(~1,11) 

1) Un tensore di questo tipo e detto irridueibile. L 'annullarsi di tutte Ie 
sue eontrazioni significa che Ie sue eomponenti non permettono di formare 
Ie componenti di un tensore d'ordine inferiore. 

I) In aecordo con la definizione usata in meccanica quantistica. 
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Lo sviluppo (41,9) assume allora la forma 
00 1 

1 ~ ~ rl 4n: • 
I Ro-r I = L..J L..J Rl+ 1 2l+ 1 Y 1m (8, <1» Y 1m (a, <p). 

1=0 m=-I 0 
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Sviluppando COS! ciascun termine della somma (40,1), otteniamo in 
definitiva la seguente espressione per l'l-esimo termine dello sviluppo 
del potenziale: 

I __ _ 

(I) - 1 ~ .. / 4n: Q(I)y* (8 <1» 
<p - Rl + 1 L..J V 2l + 1 m 1m , , 

o m=-I 

(41,12) 

dove 

Q(l)_ " 'l"/~Y (ll ) m - L..J eara V 21+ 1 1m (la, <Pa • ( 41.13) 
a 

L'insieme delle 21 + 1 grandezze Q~ costituisce il momento di 
2L_polo del sistema di cariche. 

Le grandezze Q~ COS! determinate sono legate aIle componenti 
del vettore momenta dipolare d dalle formule: 

Q
(1) 'd Q(1) - f (d ± 'd ) o = Z z, ± 1 = + V2 lC Z y • (41,14) 

Quanto aIle grandezze Qgl, esse sono legate alle componenti 
tensore D ~ p dalle relazioni: 

del 

Q (2) f D Q(2) 1 (D 'D) o = -'2 zz, ±1=± 'V6 lCZ±Z yz, 

Q~~ = -'- ~n; (DlClC-Dyy ± 2iDlCY)' 
2 V 6 

PROBLEMA 

(41,15) 

Determinare il momento di quadrupolo di un ellissoide uniformemente 
carico rispetto al suo centro. 

Soluzione. Sostituendo nella (41.3) la sommatoria con una integrazione 
estesa al volume dell'ellisoide, abbiamo: 

DlClC=P J (2ZIl-IfI -sl )dztlych. acc. 

Prendiamo per assi coordinati gli assi dell'ellissoide con il suo centro ver ori~nel' 
per ragioni di simmetria e evidente che questi assi sono gli assi pnncipah de 
tensore D~p. La trasformazione 

z = z' a, y = y' b, z = z' c 

riduce l'integrazione estesa al volume dell'ellissoide 
Zl y'l Zl 

(ii'+bi'+Ci' =1 
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aU'integrazione estesa aI volume della sfera di raggio 1 

x'2+yI2+Z/I=1. 
Otteniamo quindi 

e 
Dzz =5 (2c 2-a2_b2), 

dove e = ~ abcp e la carica totale dell'ellissoide. 

§ 42. Sistema dt cariche in un campo esterno 

Esaminiamo un sistema di cariche che si trova in un campo elettri
co esterno. Indichiamo con <P (r) il potenziale di questo campo 
esterno. L'energia potenziale di ciascuna delle cariche e ea<p (ra), 
e l'energia potenziale totale del sistema 

U = ~ ea<p (ra)' (42,1) 
a 

Scegliamo inoItre un sistema di coordinate avente per origine un 
punto all'interno del sistema di cariche; fa Sara il raggio vettore 
della carica ea in questo sistema di coordinate. 

Supponiamo che il campo esterno varii debolmente nella regione 
dove si trova il sistema di cariche, cioe che esso sia quasi uniforme 
rispetto a questo sistema. Possiamo allora sviluppare l'energia U 
in serie di potenze di ra: 

U = UO) + Ull + U2) + . (42,2) 

In questo sviluppo il primo termine e 

(42,3) 

dove <Po e il valore del potenziale nell'origine delle coordinate. In 
questa approssimazione, l'energia del sistema e la stessa che si 
avrebbe se tutte Ie cariche fossero riunite in un solo punto. 

II secondo termine dello sviluppo e 

Um = (grad <p)o' ~ eafa' 

Introducendo nell' origine delle coordinate il vettore campo elettrico 
Eo e il momenta dipolare d del sistema, abbiamo: 

UW
) = -dEo• (42,4) 

La forza totale agente suI sistema in un campo esterno quasi 
uniforme e, a meno dei termini considerati, 

F = Eo ~ ea + (grad dE)o. 
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Se la carica totale e nulla, il primo termine si elide e si ha allora: 

F = (dV') E, (42,5) 

cioe la forza e determinata dalle derivate del vettore campo elettrico 
(calcolate nell'origine delle coordinate). II momenta totale delle 
forze agenti suI sistema e 

K = ~ [raoeaEo) = [dEol, (42,6) 

doe e determinato dallo stesso vettore campo elettrico. 
Consideriamo due sistemi, ciascuno di carica tot ale nulla e con 

momenti di dipolo d1 e d2 (Ia distanza tra questi sistemi e grande 
rispetto alle loro dimensioni). Determiniamo l'energia potenziale U 
della loro interazione. A questo scopo, si puo operare supponendo 
che uno di questi sistemi si trovi nel campo dell'altro. Allora 

U = -d2 Eh 

dove El e il campo del primo sistema. Sostituendo El con la sua 
espressione (40,8), troviamo: 

(42,7) 

dove R e il vettore distanza tra i due sistemi. 
Nel caso in cui la carica totale di uno dei sistemi non e nulla 

(uguale ad e), in modo ana logo otteniamo: 
dR 

U = e 7I3' (42,8) 

dove R e il vettore che va dal dipolo alla carica. 
II termine successivo della sviluppo (42,1) e 

U (2) -1. ~ oZq>o 
- 2 .LJ eXaxfj oXa oXfj • 

Come nel § 41, abbiamo omesso qui gli indici delle cariche; Ie deri
vate seconde del potenziale vanno calcolate nell'origine delle coordi
nate. Poiche il potenziale <p soddisfa l'equazione di Laplace 

02q> _ 6 02q> - ° 
OX2 - afj ox ox" - , a. a .. 

possiamo scrivere: 

U (2) 1 02q>O ~ ( 1 ~ ~) ="2 oXa oXfj .LJ e XaXfj - 3" uafjr , 

ovvero, 
D" 02q> 

U(2) _ _ 11._... 0 (42,9) 
- 6 oXa oXfj • 

II termine generale della serie (42,2) puo essere espresso mediante 
momenti 21_polo n<;;/, determinati nel paragrafo precedente. 
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A questo scopo, hisogna preliminarmente sviluppare il potenziale 
cp (r) in serie di funzioni sferiche; l'espressione di questo svi
Iuppo e 

00 I __ 

cp (r) = ~ rl ~ alm V 2l4~1 Y 1m (a, cp), (42,10) 
l=O m=-l 

dove r, e, cp sono Ie coordinate sferiche, ed alm coefficienti costanti. 
Scrivendo Ia somma (42,1) e tenendo conto della definizione (41,13), 
otteniamo: 

I , 

U(l) _ ~ a Q(n 
- £.J 1m m· 

m=-l 

§ 43. Campo magnetico costante 

(42,11) 

Consideriamo il campo magnetico generato da cariche che com
piono un moto finito, durante il quale Ie particelle restano sempre 
in una regione finita dello spazio; gli impulsi delle cariche restano 
pure finiti. Un moto di questo tipo e di carattere stazionario, 
ed e interessante determinare il campo magnetico medio H (rispetto 
al tempo) creato dalle cariche, questo campo sara quindi funzione 
delle sole coordinate, e non del tempo, cioe sara costante. 

Per trovare l'equazione che determina il campo magnetico medio, 
prendiamo la media delle equazioni di Maxwell rispetto al tempo: 

d· H 0 H 1 8E + 4n • 
IV = ,rot =r:8t -c-J· 

La prima di esse da semplicemente 

divH=O. (43,1) 

Nella seconda equazione, il valore medio della derivata aE/8t, 
come avviene sempre per la media della derivata di qualsiasi gran
dezza che varii in un intervallo finito, enulla (vedi la nota alIa pag.119) 
Per questo la second a equazione di Maxwell assume la forma 

rotii=4nj". (43,2) 
c 

Le due equazioni ottenute determinano il campo cost ante A. 
Introduciamo il potenziale vet tore medio A mediante la relazione 

rotA=H. 

Sostituendo questa espressione nell' equazione (43,2), otteniamo: 
- - 41£-

grad div A -~A= - j. c 
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Sappiamo pero che il potenziale vettore di un campo non e deter
minato univocamente; questo fatto ci per:mette di imporre una con-
pizione supplementare. Scegliamo quindi il potenziale A in maniera 
che soddisfi la co.ndizione: 

div A=O. (43,3) 

Allora, l'equazione determinante il potenziale vettore di un campo 
magnetico costante assume la forma 

- 43t~ 
llA= --j. 

c 
(43,4) 

E facile trovare la soluzione di questa equazione se si nota che la 
(43,4) e del tutto analoga all'equazione di Poisson (36,4) per il poten
ziale scalare di un campo elettrico costante, con la sola differenza 
che, al posto della densita di carica p, abbiamo la densita di cor-
rente lie. Per analogi a con la soluzione dell 'equazione di Poisson 
(36,8), possiamo scrivere: 

(43,5) 

dove R e la distanza tra il punta d'osservazione del campo e l'ele
mento di volume dV. 

Nella formula (43,5) si puo passare dall'integrale ad una somma 
estesa alle cariche, sostituendo j con il prodotto p·v e prendendo 
in considerazione che tutte Ie cariche sono puntiformi. E inoltre 
necessario tener presente che nell'integrale (43,5) R e semplicemente 
una variabile d'integrazione e non si puo quindi prenderne la media. 

Se al posto dell'integrale I 1 dV si scrive la somma ~ e~:a , Ie Ra 
saranno i raggi vettori variabili delle singole cariche in moto. Bisogna, 
di conseguenza, scrivere: ' 

(43,6) 

dove la media e pres a su tutte Ie grandezze segnate con un tratto. 
Conoscendo A, si puo trovare il vettore campo magnetico: 

H= rot A =rot! J ! dV. 

II rot ore viene preso rispetto alle coordinate del punto d' osservazione. 
Si puo quindi port are il rotore sotto il segno d'integrazione e eon
siderare j come costante nella derivazione.Applicando al prodotto 
- 1 
j. R la nota formula 

rot la = I rot a + [grad I·al, 
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dove f ed a sono uno scalare e un vettore arbitrari, troviamo: 

T [ 1"':'] (fRI rot if = grad1f.J =}i3' 

e, di conseguenza, 

(43,7) 

(il raggio vet tore R e tracciato da dV al punto d'osservazione del 
campo). Questa e la Zegge di Biot e Savart. 

§ 44. M omento magnetico 

Consideriamo il campo magnetico medio generato da un sistema 
di cariche che compiono un moto stazionario a grandi distanza 
dal sistema. 

Prendiamo un sistema di coordinate la cui origine si trova in un 
punto all'interno del sistema di cariche, come abbiamo gia fatto 
nel § 40. Indichiamo ancora con r a i raggi vettori delle singole cariche 
e con Ro il raggio vettore del punta in cui si vuole determinare il 
campo. Ro - fa e il raggio vettore della carica ea al punta d'osser
vazione. In virtu della (43,6), per il potenziale vettore abbiamo: 

A- 1 ~ 1e;;Va - c.LJ I Ro-ra I . (44,1) 

Come nel § 40, sviluppiamo questa espressione in serie di potenza 
di fa. Otteniamo a meno dei termini del secondo ordine (omettiamo 
per brevita I'indice a): 

A = c~o ~ ev - ! ~ ev (fV ;0 ) . 
Nel primo termine si puo scrivere: 

~ ev= ~ ~ er. 

n valore medio della derivata della grandezza ~ er, che varia in un 
intervallo finito, e nullo. Per A resta quindi l'espressione 

A = - ! ~ ev (rv ;0 ) = c~g ~ ev (rRo) 

che possiamo trasformare nel seguente modo. N otando che v = ;, 
possiamo scrivere (tenendo presente che Ro e un vet tore costante): 

~ e (Ror) v = ~ :t ~ er (rRo) + ~ ~ e [v (rRo)-r (vRo)]. 
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Sostituendo questa espressione in A, il valore medio del primo ter
mine (contenente la derivata rispetto al tempo) si annulI a e si ha: 

A= 2!~~ ~ e[v(rRo)-r(vRo)]. 

Introducendo il vettore 

m= ~ ~ e[rv], (44,2) 

detto momento magnetico del sistema, abbiamo: 

A- (iURo] - [V 1 tit] -R"g- Ro- . (44,3) 

Conoscendo il potenziale vettore, e facile trovare il vettore 
campo magnetico. Con l'aiuto della formula 

rot lab] = (bV) a - (av) b + a div b - b diva 

troviamo: 
- [- Ro] -. Ro - Ro H=rot m][3 =m dlV ][3-(mV)][3. 

000 

Quindi: 

div ~~ = Ro grad ;3 + i3 div Ro =0 
o 0 0 

e 

- Ro 1 (- R R (- 1) iii 3Ro (mRo) (mV)][3=][3 mv) 0+ 0 mVfi3 =fi3- R5 • 
o 0 0 0 0 

Dunque, 
H- 3n(mn)-iii 

- R8 ' (44,4) 

dove neil versore di Ro. Si vede che il campo magnetico si espri
me in funzione del lhomento magnetico mediante una formula 
analoga a quella che esprime il cam po elettrico in funzione del momen
to di dipolo [efr. (40,8)]. 

Se il rapporto fra tutte Ie cariche del sistema e Ia massa e 10 stesso, 
si puo scrivere: 

m= 2
1
e ~ e[rvJ= 2:e ~ m[rv]. 

Se Ie velocita di tutte Ie cariche sono v ~ C, mv e allora l'impulso p 
della carica, e si ha: 

e ~ e m=-2- [rp]=-2- M, me me 
(44,5) 

dove M = ~ [rp] e il momento angolare del sistema. In questo caso, 
il rapporto fra il momento magnetico e il momento angolare e quindi 
costante ed e uguale a el2mc. 
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PROBLEMA 
Determinare il rapporto fra momenta magnetico e momento angolare per un 

sistema di due cariche (aventi velocita v<t c). 
Soluzione. Scegliamo per origine delle coordinate il centro di massa delle 

due cariche; avremo mlrl + msrs = 0 e P1 = -Ps = p, dove p e l'impulso del 
mota relativo. Queste relazioni ci permettono di trovare: 

m = ;c ( ~r + ~~ ) m7~~2 M. 

§ 45. Teorema di Larmor 

Consideriamo un sistema di cariche che si trova in un campo ma
gnetico esterno costante e uniforme. 

La fOfza media (nel tempo) agente suI sistema 

- ~e-- d"l"le 
F= LI c [vH] = lit LI c [rH], 

si annulla in- quanta valore medio della derivata rispetto al tempo 
di una grandezza che varia in un intervallo finito. II val ore medio 
del momento delle forze 

K= ~ ~ [r [vH]] 

e, invece, differente da zero e puo essere espresso in funzione del 
momento magnetico del sistema. A tale scopo, sviluppiamo il dop
pio prodotto vettoriale: 

K=L ~ {v(rH)-H(vr)}=~ ~ {v(rH)-~H:e r2}. 

II secondo termine si annulla quando se ne consideri la media, e 
quindi: 

- e --- 1 --- ---
K= ~ cv(rH)=2c' ~ e{v(rH)-r(vH)} 

[quest'ultima trasformazione e analoga a quella fatta per ottenere 
la (44,3)], ossia 

K=[mH). (45,1) 

Notiamo l'analogia con la formula (42,6) del caso elettrico. 
La lagrangiana di un sistema di cariche in un campo magnetico 

esterno cost ante e uniforme contiene il termine supplementare 
(rispetto alla lagrangiana di un sistema isolato) 

(45,2) 
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(ci siamo serviti dell 'espressione (19,4) per il potenziale vettore 
di un campo uniforme). Introducendo il momenta magnetico del 
sistema, abbiamo: 

(45,3) 

Notiamo ancora l'analogia con il campo elettrico: in un campo 
elettrico uniforme, la lagrangiana di un sistema di carica totale 
e momenta di dipolo nuW contiene il termine 

LE = dE 

che e, in questa caso, I 'energia potenziale del sistema di cariche, 
preceduta dal segno meno (vedi § 42). 

Consideriamo un sistema di cariche animate da un mota finito 
(con velocita v~ c) nel campo elettrico a simmetriacentrale generato 
da una particella fissa. 

Passiamo dal sistema di coordinate immobile ad un sistema uni
formemente rot ante intorno ad un asse passante per la particella 
fissa. Secondo una formula nota dalla meccanica, la velocita v di 
una particella nel nuovo sistema di coordinate e legata alIa sua 
velocita v' nel vecchio sistema dalla relazione 

v' = v+[Or], 

dove r e il raggio vettore della particella ed 0 la velocita angolare 
del sistema di coordinate rotante. Nel sistema immobile la 
lagrangiana del sistema di cariche e 

mv'2 
L= ~ -2--U, 

dove U e l'energia potenziale delle cariche nel campo elettrico ester
no, ivi compresa la loro energia d'interazione. U e una funzione 
delle distanze delle 'cariche dalla particella fissa e de1le loro di
stanze reciproche; quando si passa al sistema di coordinate rotante, 
essa resta evidentemente invariata. Di conseguenza, nel nuovo siste
ma la lagrangiana assume la forma 

L= ~ ; (v+[Or])2-U. 

Supponiamo che il rapporto elm sia 10 stesso per tutte Ie parti
celIe, e poniamo 

O=_e_ H. 
2mc 

(45,4) 

Allora, per H sufficientemente piccoli (quando si possono trascurare 
i termini con H2), la lagrangian a diventa 

~ mv2 1 ~ L= LJ 2"" +2c" LJ e [Hr] v- U. 
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Si vede che essa coincide con la lagrangiana che permette di 
descrivere il moto delle cariche considerate in un sistema di coor
dinate immobile in presenza di un campo magnetico [dr. (45,2)]. 

Arriviamo quindi al risultato che, nel caso non relativistico, il 
comportamento di un sistema di cariche aventi 10 stesso rapporto elm 
e animate da un moto finito in un campo elettrico a simmetria 
centrale e in un campo magnetico deb ole e uniforme H e equivalente 
al comportamento dello stesso sistema di cariche in questo stesso 
campo elettrico, riferito ad un sistema di eoordinate uniformemente 
rotante con velocita angolare (45,4). Questa asserzione costituisce il 
contenuto del teorema di Larmor, e la velocita angolare Q = eHI2mc 
e detta /requenza di Larmor. 

Questo problema puo essere trattato da un altro punto di vista. 
Quando il campo magnetico H e abbastanza debole, la frequenza 
di Larmor e piccola rispetto aIle frequenze del moto finito del 
sistema di cariche dato, e Ie grandezze relative a questa sistema, 
di cui si prendono Ie medie rispetto ai tempi, si possono considerare 
picco Ie rispetto al periodo 2:n:/Q. Queste grandezze varieranno lenta
mente (con la frequenza Q) col tempo. 

Consideriamo la variazione del momento angolare medio M del 
sistema. In virtu di una nota equazione della meccanica, la derivata 

M e uguale al momento K delle forze agenti suI sistema. In virtu 
della formula (45,1) si ha quindi: 

dM - -
dt"=K=[mH]. 

Se il rapporto elm d i tutte Ie particelle e uguale per tutte Ie cariche 
del sistema, i 1I10TIll'llti angolare e magnetico sono reciprocamente 
proporzionali, ell' formule (44,5) e (45,4) ci danno: 

(45,5) 

Questa equazione significa che il vettore M (e con esso il momento 
magnetico m) l"uota con la velocita angolare -0 intorno alla dire
zione del campo, conservando invariato il suo valore assoluto e l'an
golo da esso formato con questa direzione (la cosiddetta precessione 
di Larmor). 
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ONDE ELETTROMAGNETICHE 

§ 46. Equazione d'onda 

Un campo elettromagnetico nel vuoto e determinato dalle equa
zioni di Maxwell nelle quali bisogna porre" p = 0, j = 0. Scriviamole 
ancora una volta: -==-

1 aR 
rotE= -- - divH=O, 

c at ' 
1 aE rotH=-- divE=O. 
c at ' 

(46,1) 

(46,2) 

Queste equazioni possono avere soluzioni differenti da zero. Cio 
vuol dire che il campo elettromagnetico puo esistere anche in assenza 
di cariche. 

Un campo elettromagnetico nel vuoto in assenza di cariche prende 
il nome di onda elettromagnetica. Ci occuperemo ora dello studio delle 
pro prieta di questi campi. 

Notiamo subito che questi campi debhono essere necessaria
mente variabili. Infatti, in caso contrario 8HI8t = 8EI8t = 0, e Ie 
equazioni (46,1) e (46,2) si trasformano nelle equazioni (36,1) (36,2) 
e (43,1), (43,2) di un campo costante, nelle quali p = 0, j = 0. Le 
soluzioni di queste equazioni, determinate dalle formule (36,8) 
e (43,5), si annullano identicamente per p = 0, j = 0. 

Troviamo Ie equazioni che determinano i potenziali delle onde 
elettromagnetiche. 

Come gia sappiamo: in virtu della non univocita dei potenziali, 
si puo sempre imporre una condizione supplementare. Quindi, 
scegliamo i potenziali delle on de elettromagnetiche in maniera 
tale che il potenziale scalare sia nullo: 

!p = 0. (46,3) 
Allora 

1 aA 
E= --- H=rotA. 

c at ' (46,4) 

Sostituendo questa due espressioni nella prima delle equazioni 
(46,2), troviamo: 

talA 
rot rot A = - L1A + grad div A = -"CI atl • (46,5) 
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Sebbene abbiamo gia imposto una condizione supplementare ai 
potenziali, il potenziale A non e ancora definito univocamente. 
Infatti e possibile aggiungere a questo potenziale il gradiente di una 
funzione qualsiasi non dipendente dal tempo (senza pero cambiare cp). 
In particolare, si puo scegliere il potenziale di un'onda elettromagne
tica in modo tale che 

div A = O. (46,6) 

Infatti, sostituendo E ricavato dalla (46,4) in div E = 0, abbiamo: 

d' aA a d' A 0 IVat=-at IV = , 

eioe div A e una funzione delle sole coordinate. Si puo sempre annul
lare questa funzione aggiungendo ad A il gradiente di una corrispon
dente funzione non dipendente dal tempo. 

L'equazione (46,5) assume ora la forma 
1 a2A 

LlA- C2 at2 = O. (46,7) 

Questa e l'equazione che determina il potenziale delle onde elettro
magnetiche. Essa e detta equazione di D'Alembert 0 equazione d'onda1

). 

Applicando alla (46,7) Ie operazioni rot e a/at, possiamo verifi
care che i vettori campo E ed H soddisfano Ie stesse equazioni d'onda. 

Ripetiamo la deduzione dell'equazione d'onda in forma qua
dridimensionale. A tale scopo scriviamo la seconda coppia di equa
zioni di Maxwell per un campo in assenza di cariche nella forma 

aFik 

axk =0 

(l'equazione (30,2) con ji = 0). Sostituendo qui FiR. espressi in 
funzione dei potenziali: 

otteniamo: 
aZAk alAi 
------0 
ax, iJzk iJXI/. iJxk - • 

Imponiamo ai potenziali la condizione supplementare 
aAk 

axk =0 

(46,8) 

(46,9) 

1) L'equazione d'onda si scrive talvolta nella forma OA = 0, dove 
iJI 1 iJ2 

0= - aXI axi = l\ -ca 8ti' 

e il cosiddetto operatore di D' A lembert. 
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(questa condizione e detta condizione di Lorentz, e i potenziali che 
soddisfano questa condizione sono detti potenziali nella gauge 
di Lorentz).' Di conseguenza, nell'equazione (46,8) si annulla il 
primo termine e rest a . 

(46,10) 

Questa e 1 'equazione d 'onda scritta in forma quadridimensionale1
). 

La condizione (46,9) in notazioni tridimensionali assume la 
forma: 

(46,11) 

Questa condizione e pili generale anziche Ie condizioni sopra utiliz
zate: cp = 0, div A = 0; i potenziali che soddisfano quest 'ultime 
soddisfano pure Ia condizione (46,11). A differenza di esse, la condi
zione di Lorentz e pero invariante dal punto di vista relativistico: 
i potenziali che soddisfano Ia condizione di Lorentz in un sistema 
di riferimento Ia soddisfano anche in qualsiasi altro sistema (mentre 
Ie condizioni (46,3) e (46,6) non si verificano per una trasforma
zione del sistema di riferimento). 

§ 47. Onde piane 

Esaminiamo il caso particolare di on de elettromagnetiche in cui 
il campo dipende da una sola coordinata, per esempio da x (e dal 
tempo). Le onde di questo tipo sono dette piane. Le equazioni del 
campo assumono allora la forma 

(47,1) 

dove con 1 si intende una qualsiasi componente dei vettori Eo H. 
Per risolvere questa equazione, risriviamoia nella forma 

(~-c~) (~+c~) 1=0 at ax at ax 
ed introduciamo Ie nuove variabili 

t=t_=-
'" c ' 

x T]=t+-, c 

1) Bisogna notare che la condizione (46,9) non determina ancora la scelta 
dei potenziali in un modo del tutto univoco. Si pua aggiungere ad A grad I 
e sottrarre da cp contemporaneamente .!.. of ; cia nondimeno, la funzione I non e 

C ot 
arbitrria, essa deve boddisfare, come e facile vedere, l'equazione d'onda 01 = 0 
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cosicche 

Allora 
8 1(8 8) 

8[=2 7ft-c7fX ' 

e l'equazione di I prende la forma: 
82f 

8~ 8lJ = O. 

E evidente che la sua soluzione ha la forma seguente: 

I = II (S) + 12 (1'), 

dove lIed 12 sono funzioni arbitrarie. Quindi, 

(47,2) 

Poniamo, ad esempio, 12 = 0, cosicche I = II (t - x/c). Esplici
tiamo questa soluzione. In ciascun piano x = costante il campo varia 
con il tempo; a ciascun istante il campo e diverso per diversi x. 
E evidente che il campo ha 10 stesso valore per Ie coordinate x e per 
gli istanti t legati dalla relazione t - x/c = costante, cioe 

x = cost ante + ct. 

Cia vuol dire che se nell'istante t = 0 il campo in un punto x dello 
spazio aveva un determinato valore, esso riprende 10 stesso valore 
dopo un intervallo di tempo t alIa distanza ct da] punto iniziale 
parallelamente all'asse delle x. Possiamo dire che tutti i valori del 
campo elettromagnetico si propagano nello spazio lungo l'asse 
delle x con la velocita della luce c. 

COSI, 11 (t - x/c) rappresenta un'onda piana che si propaga nel 
senso positivo dell'asse delle x. E evidente che 12 (t + x/c) rappre
senta un'onda piana che si propaga in senso inverso, negativo, 
dell' asse delle x. 

Nel § 46 e stato dimostrato che i potenziali di un'onda elettro
magnetica si possono scegliere in maniera tale che q:> = 0, con div A=O. 
Scegliamo precisamente in questa maniera i potenziali dell' onda 
piana che stiamo ora esaminando. La condizione div A = 0 nel 
nostro caso ci da 

perc he tutte Ie grandezze non dipendono da y e z. In virtu della 
(47,1), avremo allora iJ2Ax/iJt2 = 0, c.i.oe iJAx/iJt = costante. La 
derivata iJA/iJt determina il campo elettrico, e, come si vede, una 
componente non nulla Ax significherebbe nel caso consideratola 
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presenza di un campo elettrico longitudinale costante. Poicbe 
un campo del genere non ha niente di comune con l'onda elettro
magnetica, si puo porre Ax = O. 

Cosl, il potenziale vettore di un'onda piana puo essere sempre 
scelto perpendicolare all'asse delle x, cioe alla direzione di propa
gazione di questa onda. 

Consideriamo un'onda piana che si propaghi nel senso positivo del 
l' asse delle X; per questa onda, tutte Ie grandezze, in particolare A, 
sono funzioni solo di t - x/c. Di conseguenza, dalle formule 

E = -.!. iJA B = rot A 
c iJt ' 

ricaviamo:! 

E= - ! A', B= IVA] = [V (t-: ) .A'] = - ! rnA'], (47,3) 

dove gli apici indica no la derivazione rispetto a t - x/c, e dove n 
e il versore diretto nel senso di propagazione dell'onda. Sostituendo 
la prima equazione nella seconda, troviamo: 

B = InE]. (47,4) 
Vediamo quindi che i campi elettrico e magnetico E ed B di 

un'onda piana sono diretti perpendicolarmente alla direzione della 
propagazione dell'onda. Per questa ragione, Ie onde elettromagnetiche 
sono dette trasversali. Dalla (47,4) e evidente anche che i campi elet
trico e magnetico di un'onda piana sono mutuamente perpendico
lari ed uguali in modulo. 

Il flusso d'energia in un'onda piana e 

S
ec 

= 43t IEB] = 41t IE InE]] , 

rna essendo En = 0, si ha 

S = 4~ EZn = :n H2n. 
In tal modo, il flusso d 'energia e parallelo alla direzione di pro

pagazione dell'onda. Poiche W = 8~ (E2 + HS) = :; e la densita 
d'energia dell'onda, si puo scrivere: 

S = cWn, (47,5) 

in accordo col fatto che i1 campo si propaga con la velocitA della luce. 
L'impulso dell'unita di volume del campo elettromagnetico 

e S/c2
• Per un'onda piana, esso e uguale a (W/c)n. Notiamo che la 

relazione tra l'energia We l'impulso W/c dell'onda elettromagnetica 
e identica a quella per Ie particelle che si muovono con la velocitA 
della luce Ivedi la (9,9)1. 
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II flusso d'impulso di un campo e dato dal tensore degli sforzi 
di Maxwell O'a/3 (33,3). Scegliendo, come precedentemente, per dire
zione di propagazione dell' onda I' asse delle x, troviamo che 1'unica 
componente non nulla di O'all e 

O'xx= w. (47,6) 

Come era logico aspettarsi, il flusso di impulso e diretto nel senso 
della propagazione dell'onda e la sua grandezza e uguale alla densita 
d'energia. 

Troviamo ora la legge di trasformazione della densita di energia 
di un' onda elettromagnetica piana nel passaggio da un sistema di 
riferimento inerziale ad un altro. A questo scopo, e necessario sosti
tuire nella formula 

W = \2 (W' + 2 ; S~ + ~: O'~x) 
1--

c2 

(vedi problema 1 del § 6) 

s~ = ell/' cos (x' , a~x = W' cosz (x', 

dove (x' e I' angolo (Del sistema K') tra l' asse x' (lungo il qua Ie e diret
ta la velocita V) e la direzione di propagazione dell'onda. Tro
viamo in definitiva: 

(47,7) 

Siccome W = E2/4n = H2/4n, i valori assoluti dei vettori campo E 
ed H di un'onda si trasformano come YW. 

PROBLEMI 

1. Determinare la forza agente su una parete dalla quale si riflette (con fat
tore di riflessione R) un'onda elettromagnetica incidente piana. 

Soluzione. La forza f agente sull'unitA di superficie della parete e data dal 
flusso d'impulso attraverso questa superficie, cioe e il vettore con compoenti 

I ex = (Ja/3N /3 + (J~f3N /3, 

dove N e la normale alIa superficie della parete, e (Ja/3, (Jo./3 sono Ie componenti 
dei tensori energia-impulso delle onde incidente e riflessa. In virtu della 
(47,6), otteniamo: 

f = Wn (Nn) + W'n' (N.n'). 

Per definizione di coefficiente di riflessione, abbiamo W' = RW. Introducendo 
anche l'angolo d'incidenza 6 (uguale alI'angolo di riflessione) e passando aIle 
componenti, troviamo la forza normale (pressione della luce) 

IN = W (1 + R) COSIO 
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e la forza tangenziale 
ft = W (1 - R) sen 0 cos O. 

2. Usando il metodo di Hamilton-Jacobi determinare il mota di una carica 
nel campo di un' onda elettromagnetica piana. 

8oluzione. L 'equazione di Hamilton-Jacobi scritta in forma quadridimen
sionale e: 

(1) 

n fatto che il campo rappresenta un'onda piana significa che Ie Ai sono funzioni 
di una sola variabile indipendente la Quale (UD essere scritta nella forma 
~ = kiXi, dove k i e il quadrivettore cost ante i cui quadrato e nullo, e dove 
kiki = 0 (efr. paragrafo seguente). Imponiamo ai potenziali la condizione di 
Lorentz 

aAi dAi 
az i =df" kj=O; 

per il campo variabile dell'onda questa condizione e equivalente all'uguaglianza 
Aikj = o. 

Cerchiamo la soluzione dell'equazione (1) nella forma 

8 = -/ixi + F (6), 

dove fi = (fo, f) e il vet tore costante che soddisfa la condizione /ifi = m2c2 

(8 = -/ixi e la soluzione dell'equazione di Hamilton-Jacobi per una particella 
libera avente iJ 4-impulso pi = fi). Sostituendo nella (1) si ottiene: 

e2 A· eLF 2e A· 0 - ·A\-2"---f· \= e2 ' r ds e' , 

dove la costante e 'I = kd i • Ricavando Fda questa equazione, abbiamo: 

S= _hxi_~ r f·Aids+~ r AjAid~. (2) 
c'Y J' 2'Yc2 J 

Passando alle notazioni tridimensionali in un sistema di riferimento fisso. 
scegliamo l'asse delle x come direzione di propagazione d"elI'onda. Abbiamo 
allora S = ct - x, e la costante 'I = fO - fl. Indicando con x il vettore bidi
mensionale fy. fz' dalla condizione ftfi = (f0)?' - (11)2 - x'l. = ni2c· ricaviamo: 

fO+/I=m2c2+x2. 
, 'I 

Scegliamo i potenziali nella gauge in cui <p = 0 ed A (s) giace nel piano g •• 
Con questa scelta l' espressione (2) assume la forma 

S=xr-..Y. (ct+ x)- m
2
c

2
+x

2 s+~ r xA ds-~ rAIds. 
2 2y c'Y J 2'Yc2 J 

Per determinare il moto, bisogna, conformemente alle regole generali (vedi 
vol. I, Meccanica, § 47), eguagliare Ie derivate aSlax, a818y ad alcune costanti 
che si possono annullare con una scelta appropriata dell'origine delle coordinate 
e del tempo. Si ottengono quindi Ie formule parametriche (con 6 per parametro): 

Y= ~ xy~- c; ) Ayd~, z= ~ xzs- ~ ) A%~, 
1 (mllc2+x2 ) e r ell r 

:1;='2 '12 1 s-CVi J xAds+2'Y2CIl J A2dS, cI=S+x. 
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L'impulso generalizzato P = P + .!.. A e l'energia ~ vengono determinati c . 
derivando l'azione rispetto alIe coordinate e al tempo; otteniamo dunque: 

Se si prende la media di ques.te grandezze rispetto al tempo, i termini di 
primo grado della funzione periodica A (s) si annullano. Si puo sempre scegliere 
un sistema di riferimento tale che in esso la particella sia media mente in quiete, 
doe il suo impulso medio sia nullo. Si avra allora 

)(=0, 

Le formule che determinano il moto assumeranno in definitiva la forma: 

X= 2 e22 2 r (A2_A2)d;, y= __ e_ r AydS, 
yc J . c1' J 

ct=s+_e_2 _ r (A2_A2) ds' 
2y2c2 J ' 

z= -...!!.... r Az dS, 
cy J 

e2 - e e 
PX=2yc 2 (A2_A2), Py= -cAy, pz= -cAz, 

e2 -
~ =cy+ 2yc- (A2_A2). 

§ 48. Onda 'piana monocromatica 

(3) 

(4) 

Un caso particolare importante di on de elettromagnetiche e quello 
in cui il campo e funzione periodica semplice del tempo. Un'onda 
di questo tipo e detta onda monocromatica. Tutte Ie grandezze 
(potenziali, componenti dei campi) di un'onda monocromatica dipen
dono dal tempo mediante un fattore del tipo cos (oot+ a), dove 
00 e la /requenza ciclica (0 semplicemente /requenza) dell' onda. 

Nell'equazione d'onda la derivata seconda del campo rispetto 
al tempo e ora di//dt2 = -002/, e la distribuzione del campo nello 
spazio per un'onda monocromatica e ora determinata dall'equazione: 

002 

Il/ +C2" / =0. (48,1) 

Per un'onda piana (che si propaga lungo l'asse delle x) il campo 
e funzione soltanto di t - x/c. Se, quindi, un'onda piana e mono
cromatica, il suo campo e una funzione periodica semplice di 
t - x/c. 11 potenziale vettore di un' onda di questo tipo puo essere 
scritto Come parte reale dell'espressione complessa: 

A = Re {Aoe-iro(t-x/C)}. (48;2) 
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Ao rappresenta qui un vettore complesso costante. E evidente che 
i vettori campo E ed H di un'onda piana monocromatica avranno una 
forma analoga con la stessa frequenza ro. La grandezza 

(48,3) 

si chiama lunghezza d' onda; questo e il periodo di variazione del 
campo con coordinata x all'istante dato t. 

II vettore 

k=~n 
c 

(48,4) 

(dove neil versore di propagazione dell'onda) e detto vettore d'onda. 
Questo vettore ci permette di esprimere la (48,2) nella forma 

A = Re {Aoei(kr-cot)}, (48,5) 

questa espressione non dipende dalla scelta degli assi courdinati. La 
grandezza con il fattore i nell'esponente si chiama lase dell'onda. 

FincM sulle grandezze effettuiamo soltanto operazioni lineari, 
si puo omettere il segno Re ed operare esclusivamente con grandezze 
complesse1). Cosi, sostituendo 

A = Ao ei (kr-co't) 

nella (47,3), otte'niamo una relazione tra vettori campo e il potenziale 
vettore di un' onda piana monocromatica 

E = ikA, H = i [kAl. (48,6) 

Esaminiamo qui dettagliatamente la questione relativa alIa 
direzione del campo di un'onda monocromatica. Per chiarezza, par-

1) Se due grandezze qualsiasi A (t) e B (t) sono scritte in forma complessa: 

A (t)=Aoe- icot , B (t)=Boe- icot, 

bisognera, allorche se ne consideri il prodotto, separare innanzitutto la parte 
reale. Ma se ci interessa, come succede spesso, soltanto il valore medio (ri
spetto al tempo) di questa prodotto, si potra aHora calcolarlo come segue: 

1 
2'Re {AB·}. 

Abbiamo infatti: 

Re A Re B = ! (Aoe- icot + Ateicot) (Boe- icot + Bteirot). 

Quando si prende la media, i termini contenenti i fattori e±2/ro t si annullano 
e resta 

1 1 
Re A ReB='4 (AB· + A·B) =2" Re (AB·). 
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leremo di un campo elettrico 
E = Re {Eoei(kr-rot)} 

(tutto cio che sara detto e naturalmente valido in misura uguale 
anche per il campo magnetico). Eo e un vettore complesso. II suo 
quadrato, E~, sara generalmente un numero complesso. Se l'argo
mento di questo numero e -2a (cioe E~ = I E~ I e-2ia), il vettore b 
determinato da 

Eo=be- ia (48,7) 

avril. il quadrato reale b2 = I Eo 12. Usando questa definizione di b 
abbiamo per E l'espressione 

E = Re {bei(kr-rot-a)}. (48,8) 

Scriviamo b nella forma: 

b = bi + ib2, 

dove bi e b2 sono due vettori reali. Siccome il quadrato 
b2 = b~ - b~ + 2ibIb 2 deve essere una grandezza reale, allora 
bI b2 = 0, cioe i vettori bi e b2 sono reciprocamente perpendicolari. 
Scegliamo per direzione di bi I' asse delle y (1' asse delle x e la dire
zione di propagazione della onda). Dalla (48,8) si ricava: 

Ey = bi cos (rot - kr + a), E z = + b2 sen (rot - kr + a) (48,9) 

dove la scelta del segno piu 0 meno dipende a seconda che b2 sia 
diretto nel senso negativo 0 positivo dell'asse z. DaIle (48,9) segue che 

(48,10) 

Vediamo dun que che in ogni punto dello spazio il vettore camp() 
elettrico ruota nel piano perpendicolare alla direzione di propa
gazione dell'onda e l'estremo del vettore descrive l'ellisse (48,10). 
In questo caso si dice che I' onda e polarizzata ellitticamente. La 
rotazione avviene nello stesso senso 0 nel senso inverso della rotazione 
di una vite chi si avanza lungo l'asse delle x, a second a che si abbia 
il segno positivo 0 negativo nella (48,9). 

Se b1 = b2 , I' ellisse (48,10) si trasforma in un cerchio, cioe il 
vettore E ruota rimanendo di modulo costante. In questo caso 
si dice che l'onda e polarizzata circolarmente. La scelta delle dire
zioni degli assi y e z diventa, evidentemente, arbitraria. Notiamo che 
per un'onda di questo tipo il rapporto fra Ie componenti sugli assi y 
e z dell'ampiezza complessa Eo e uguale a 

Eoz ±. --- , Eoy -
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secondo che la rotazione segua 10 stesso senso della vite 0 il senso 
contrario (polarizzazione destra 0 sinistra)l). 

Infine, se bl 0 b2 e nullo, il campo dell' onda e diretto ovunque 
e sempre parallelamente (0 antiparallelamente) ad una medesima 
direzione. Si dice in questo caso che I' onda e polarizzata linearmente 
o polarizzata in un piano. Un'onda polarizzata ellitticamente puo 
essere considerata, evidentemente, come la sovrapposizione di due 
onde polarizzate linearmente. 

Torniamo alla definizione di vettore d' onda ed introduciamo il 
quadrivettore d'onda 

(48,12) 

II fatto che queste grandezze costituiscono effettivamente un quadri
vettore e evidente. Si vede, per esempio, che moltiplicate per il 
quadrivettore Xi esse danno uno scalare, ossia la fase dell 'onda: 

kixi = (M - kr. (48,13) 

Dalle definizioni (48,4) e (48,12) segue che il quadrato del quadri
vettore d' onda e nullo: 

(48,14) 

Questa relazione segue immediatamente anche dal fatto che l'espres
sione 

A = Ao exp (- ikiXi) 

deve essere una soluzione dell'equazione d'onda (46,10). 
Come per ogni onda piana, per un'onda monocromatica che si 

propaghi lungo l' asse delle x sono non nulle soltanto Ie seguenti com
ponenti del tensore energia-impulso (vedi § 47): 

TOO = T01 = T11 = W. 

Queste uguaglianze si possono scrivere con l'aiuto del quadrivettore 
d'onda in forma tensoriale: 

(48,15) 

Infine, utilizzando la legge di trasformazione del quadrivettore, 
e facile studiare l'e//etto Doppler, ossia una variazione della fre
quenza 00 dell' onda emessa da una sorgente in moto rispetto ad un 
osservatore, in confronto con la frequenza « propria » 000 della stessa 
sorgente nel sistema di riferimento (Ko) dove essa e in quiete. 

Sia V la velocita della sorgente, doe la velocita del sistema di 
riferimento K o rispetto al sistema K. In virtu delle formule generali 

1) Si intende che gli assi x, y, z formano, come sempre, un sistema di rota-
zione destrorso. . . 
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di trasformazione dei quadrivettori si ha: 

kO-.!.kt 
k(O)o= C 

-. /1- V2 
V c2 

(la ve]ociti't del sistema K relativamente al sistema Ko e -V). 

Sostituendovi kO = (f)1 c, kl = k cos a = ~ cos a, dove a e l' ango
c 

10 (nel sistema K) tra la direzione di propagazioni dell'onda~ e la 
direzione del moto della sorgente, ed esprimendo (f) in funzione di 
(f)o, otteniamo: 

y--vz 
1--

c2 

(f) = (f)o V 
1--cosa 

c 

(48,16) 

Questa e la formula cercata i'er V ~ c, per angoli a non troppo 
vicini a n12, abbiamo: 

(f) ~ (f)o ( 1 + ~ cos a) . (48,17) 

Per a = n/2 si ha: 

y- V2 ( V2) (f)=(f)o 1--~(f)o 1-- . c2 2c2 , 
(48,18) 

in questo caso, la variazione relativa della frequenza e proporzionale 
al quadrato del rapporto Vic. 

PROBLEMI 
1. Determinare la direzione e la grandezza degli assi dell'ellisse di polariz

zazione in funzione dell'ampiezza complesa Eo. 
Soluzione. n problema consiste Del determinare il vettore b = bl + ib. 

di quadrato reale. Dalla (48,7) abbiamo: 

EoE~=bl+bi, (EoEtJ= -2i(bt~J, (1) 
oppure 

dove poniamo 

/ Eoy /=A, / Eez / =B, 
Eoz EOY ill 
7J=-:;.re 

per i valori assoluti di Eoy , Eoz e per la differenza delle fasi (6) tra di essi. 
Donde 

2b t ,2= VA2+B2+2AB sen 6 ± V A2+B2_2AB sen 6, (2) 

che determina Ie grandezze dei semiassi dell'ellisse di polarizzazione. 
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Per determinarne la direzione (rispetto agli assi iniziali arbitrari y e z), 
partiamo dall 'uguaglianza 

Be {(Eob1) (E~b2)} = 0, 

che si verifica facilmente sostituendovi Eo = (b1 + iba) e-ia. Scrivendo questa 
uguaglianza in funzione delle coordinate y, z, per l'angolo e tra il vettore b1 
e l' asse y si trova la relazione 

t 26= 2AB cos 6 (3) 
g A2_B2 • 

n senso della rotazione del campo e determinato dal segno della componente 
sull'asse x del vettore [b1b21. Utilizzando la (1), scriviamo: 

2i[b1b21x = EozEty - EtzEoy = / Eoy /2 { ( :;: ) - ( :;: r} , 
dove si vede che il verso del vettore [b1bf

l (nel senso positivo 0 negativo dell'asse 
delle x) e, di conseguenza, il segno del a rotazione (nel senso di una vite che 
avanza lungo l'asse delle x 0 nel sen so contrario), e dato dal segno della parte 
immaginaria del rapporto Eoz/Eoy (positivo nel primo caso e negativo nel secon
do). Questa regola generalizza la regola (48,11) per la polarizzazione circolare. 

2. Determinare il mota di una carica nel campo di una onda piana monocr~ 
matica polarizzata linearmente. 

Soluzione. Prendiamo la direzione del campo E per asse delle y e scriviamo: 

cEo 
Ey=E=Eo cos ws, Ay=A= --- senws 

00 

(s = t - x/c). In virtu delle formule (3) e (4) del problema 2 del § 47, troviamo 
(nel sistema di riferimento dove la particella mediamente e in quiete) la seguente 
espressione parametrica (parametro 1] = cos» del mota: 

eEoc 
Y= --- cos 1], 

1'002 

1] e2E~ e2E2 t = - - --- sen 2f) 1'2 = m2c2 + __ 0_ • co 81'2003 ' 2002 ' 

z=O; 

Px= - :~!! cos2f), Py= e!o sen f), pz=O. 

La carica descrive Del piano xy una curva a forma di 8 con l'asse delle y come asse 
di simmetria longitudinale. Ad un periodo del mota corrisponde la variazione 
del parametro da 0 a 2:rr. 

3. Determinare il moto di una carica Del campo di una onda polarizzata 
circolarmente. 

Soluzione. Per il campo dell'onda si ha: 

Ey=EO cos ws, 
cEo 

Ay = - -- sen 006. 
00 

E z = Eo sen 006, 
cEo 

Az=-- COb ws. 
00 

Il moto e determinato dalle formule: 

x=O, 

Px=O, 

ecEo 
y = ---2- cos wt, 

1'00 

eEo 
Py=-- sen wt, 

00 

ecEo 
Z= ---senwt, 

1'002 

eEo 
pz = - -- cos WI, 

00 
c2E2 

1'2 = m2ca + __ 0 • 
001 
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Dun~ue, la carica descrive nel piano yz una circonferenza di raggio ecEo/yoo2 
con I impulso costante p = eE 0/00; la d 1."ezione dell'impulso p coincide in ogni 
istante con la direzione del campo mag .etico H dell'onda. 

§ 49. Decomposizione spettrale 

Ogni onda puo essere sottoposta alla cosiddetta decomposizione 
spettrale, cioe puo essere rappresentata sotto forma di sovrapposizione 
di on de monocromatiche di diversa frequenza. II carattere di queste 
decomposizioni varia al variare della dipendenza del campo 
dal tempo. 

Ad una categoria si riferiscono i casi in cui Ie frequenze della 
decomposizione formano una serie discreta di valori. II caso pili sem
plice di questo genere e costituito dalla decomposizione di un campo 
puramente periodico (sebbene non monocromatico). Questo e 10 
sviluppo ordinario in serie di Fourier; esso contiene frequenze che 
sono multipli interi della frequenza « fondamentale» roo = 2n/T, 
dove T e il periodo del campo. Scriviamo 10 sviluppo di Fourier 
nella forma 

00 r= ~ Ine-iwont (49,1) 
n=-oo 

(dove I e una grandezza che determina il campo). Le grandezze 
In possono essere determinate, a partire dalla funzione I, calcolando 
gli integrali 

T/2 

In =; J I (t) einwot dt. 
-T/2 

Se la funzione I (t) e reale, risulta evidente che 

I-n = I~. 

(49,2) 

(49,3) 

Nei casi pili complicati, gli sviluppi possono contenere frequenze 
che so no multipli interi (e loro somme) di pili frequenze fondamentali 
differenti non commensurabili. 

Quando si eleva al quadrato la somma (49,1) e si prende la media 
rispetto al tempo, i prodotti di termini con differenti frequenze si 
annullano perche questi termini contengono fattori oscillanti. 
Restano soltanto termini del tipo Inl-n = 1 In 12

, In tal modo, 
la media quadratica del campo (l'intensita media dell'onda) sara 
rappresentata sotto forma di somma delle inten~ita delle componenti 
monocromatiche: 

00 00 

f2 = ~ I In /2 = 2 ~ lin /2 
n=-oo n=1 

(49,4) 
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(e evidente che i1 val ore medio rispetto al periodo della funzione 
stessa 1 (t) e nullo, cosicche 10 = 1 = 0). 

Un'altra categoria di decomposizioni e costituita dai campi che 
si sviluppano in integra Ie di Fourier contenente uno spettro coIiti
nuo di frequenz'e differenti. In questo caso, Ie funzioni 1 (t) deb bono 
soddisfare determinate condizioni; di solito sono funzioni che si 
annullano per t = + 00. Lo sviluppo si scrive: 

00 

1 (t) = J /roe- irot : ' (49,5) 
-00 

dove Ie componenti di Fourier vengono determinate, a partire dalla 
funzione stessa 1 (t), dagli integrali 

00 

lro = J 1 (t) eiwt dt. (49,6) 
-00 

Per analogi a con la (49,3) si ha: 

I-ro = I:'. (49,7) 

Esprimiamo l'intensita totale dell' onda, ClOe l'integrale di r 
rispetto al tempo totale mediante Ie intensita delle componenti di 
Fourier. Le formule (49,5) e (49,6) cidanno: 

00 00 00 

J j2dt= J {I J lroe-iwt~: }dt= 
-00 -00 -00 

00 00 00 

= J {/ro J le-iwtdt} ~: = J lro/-(fJ ~:, 
-00 -00 -00 

oppure, tenendo conto della (49,7), 
00 00 00 

J f2 dt = J I 1 (fJ 12 ~: = 2 J 1 1 (fJ 12 ~: • (49,8) 
-00 -00 0 

§ 50. Luce parzialmente polarizzata 

Ogni onda monocromatica e, per definizione, necessariamente 
polarizzata. Tuttavia Ie onde con cui si ha di solito a che fare sono 
onde quasi monocromatiche Ie cui frequenze sono con ten ute in un 
intervallo piccolo Llro. Consideriamo un' onda di questa tipo e suppo
niaruo che ro sia una frequenza media. II suo campo (per chiarezza, 
parlerem? del campo elettrico E) in un punto dato dello spazio PUQ 
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essere scritto allora nella forma 
E = Eo (t) e- ioot , 

dove l'ampiezza complessa Eo (t) e una funzione del tempo, variabile 
lentamente (per un'onda strettamente monocromatica si avrebbe 
Eo = costante). Siccome Eo definisce la polarizzazione dell'onda, cio 
significa che la polarizzazione di un'onda in ogni punto varia 
con il tempo; un'onda di questo tipo si chiama onda parzialmente 
polarizzata. 

Le proprieta di polarizzazione delle onde elettromagnetiche, in 
particolare della luce, si possono osservare sperimentalmente facendo 
passare il fascio di luce studiata attraverso diverse sostanze (per esem
pio, il prisma di Nicol) e misurando 1 'intensita della luce che ne 
emerge. Dal punto di vista matematico, cio vuol dire che si 
fanno conclusioni sulle pro prieta di polarizzazione della luce parten
do dai valori di certe funzioni quadratiche del suo campo. Eben 
chiaro che si tratta dei valori medi rispetto al tempo di queste 
funzioni. 

Una funzione quadratica del campo e compost a di termini pro
porzionali ai prodotti EaE III E~E; oppure EaE* II. I prodotti della 
forma 

EaEIl = EoaEolle-2ioot, E~E~ = E~aE~lle2ioot, 

contenenti i fattori e±2ioot oscillanti rapidamente, si annullano allor
cM si prende la loro media rispetto al tempo. I prodotti EaE~ = 
= EoaE~1l non contengono tali fat tori , e, di conseguenza, i loro 
valori medi sono differenti da zero. Vediamo dunque che Ie proprieta 
della Iuce parzialmente polarizzata sono caratterizzate completa
mente dal tensore 

(50,1) 

Siccome il vettore Eo giace sempre nel piano perpendicolare alla 
direzione dell' onda, il tensore Jail ha in tutto quattro componenti 
(in questo paragrafo si suppone che gli indici a, P prendano solamen
te due valori: a, P = 1, 2 che corrispondono agli assi y e z; I' asse x 
coincide con Ia direzione di propagazione dell'onda). 

La somma delle componenti diagonali del tensore Jail (che indi
cheremo con J) e una grandezza reale, uguale al valore medio del 
quadrato del modulo del vettore Eo (oppure, che e 10 stesso, del 
vettore E): 

J == J aa = EoE;. (50,2) 

Questa grandezza determina I'intensita dell'onda, misurata dalla 
densita del flusso d 'energia. Per esclud.ere questa grandezza che 
non riguarda direttamente Ie pro prieta di polarizzazione, introdu-
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ciamo in luogo di J a ~ il tensore 

(50,3) 

per il quale Paa = 1; 10 chiameremo tensore di polarizzazione. 
Dalla definizione (50,1) segue che Ie componenti del tensore J a [3 

e del tensore pa~ sono legate dalle relazioni 

Pall = p~ (50,4) 

(cioe il tensore hermitiano). In virtu di queste relazioni, Ie compo
nenti diagonali Pn e P22 sono reali (inoltre, Pn + P22 = 1), 
e P21 = Pi2' Dunque, il tensore di polarizzazione e caratterizzato 
in tutto da tre parametri reali. 

Troviamo ora Ie condizioni che debbono essere soddisfatte dal 
tensore Pall di mia Iuce totalmente polarizzata. In questa caso 
Eo = costante, e si ha semplicemente 

Jail = J Pa(3 == EoaE~f3 (50,5) 

(senza aver preso Ia media), cioe Ie componenti del tensore si possono 
rappresentare sotto forma di prodotto delle componenti di un certo 
vettore costante. Condizione necessaria e sufficiente perche questo 
avvenga e che si annulli il determinante: 

I Paf3/ = PUP22- PillP2i = 0. (50,6) 

Un caso contrario e quello della Iuce non polarizzata 0 naturale. 
L' assenza tot ale di poladzzazione significa che tutte Ie direzioni 
(nel piano yz) sono completamente equivalenti. In altri termini, il 
tensore di polarizzazione deve essere della forma 

1 
Pall =2 <'5all• (50,7) 

dove il determinante e I pat! I = 114. 
Nel caso generale di polarizzazione arbitraria questo determi

nante prende i valori da ° a 1141
). Chiameremo grado di polarizzazione 

la grandezza positiva P determinata dalla relazione 
1 

/ Pall/ = ""4 (1 - P2). (50,8) 

Essa prende i valori da ° per una Iuce non polarizzata a 1 per una 
Iuce polarizzata. 

1) Il determinante di un tensore della forma (50,1) e positivo. E facile 
verificarlo considerando, per semplicita, che l'operazione di media e una 
somma estesa a una serie di diversi valori discreti ed applicando la nota 
disuguaglianza algebrica 

I ~ xaYb 12 -< ~ / xa /1 ~ / Yb /2. 
a,b a b 

11* 



tM CAPITOLO VI 

II tensore arbitrario pall pUO essere scomposto in due parti: 
simmetrica ed antisimmetrica. La prima di esse, 

t 
Sail = 2" (Pall + Plla) , 

e reale, in virtu della proprieta hermitiana di pall' La parte antisim
metrica e, al contrario, immaginaria pura. Come ogni tensore 
antisimmetrico di ordine uguale al numero delle dimensioni, essa 
si riduce ad uno pseudoscalare (vedi la nota alla pag. 36): 

1 i 
2" (Pall- Plla) = - 2" eallA, 

dove A e uno pseudoscalare reale, eall il tensore unital'io antisim
met rico (con componenti eI 2 = -e2I = 1). Dunque, il tensore di 
polarizzazione avra la forma 

(50,9) 

cioe sara com posto di un tensore simmetrico reale e di uno pseudo
scalare. 

Per un' onda polarizzata circolarmente, il vettore Eo = costante, 
dove 

Eoz= +iEol . 

1 E facile vedere in questo caso che Sail = 2" &all ed A = ±1. Al 
contra rio , per un'onda polarizzata linearmente il vet tore costante 
Eo puo essere scelto reale, in modo che A = 0. Nel caso generale la 
grandezza A puo essere chiamata grado di polarizzazione circolare; 
essa prende i valori da +1 a -1; questi valori limite corrispondono 
rispettivamente alle onde polarizzate circolarmente destra e 
sinistra. 

II tensore reale Sail' come qualsiasi tensore simmetrico, puo 
essere ridotto ai due assi principali con due diff-erenti valori prin
cipali che indicheremo con Al e A2' Le direzioni degli assi principali 
sono reciprocamente perpendicolari. Indichiamo con 0(1) ed 0(2) 

i vettori unitari di queste direziooi. Si puo allora scrivere Sail nella 
forma 

S - ~ .,~lln(\I+A n(2In(21 all -1\,1'"", II 2 a II' (50,10) 

Le graodezze Al e A2 sono positive; esse prendono i valori da ° ad 1. 
Sia A = 0, cosicchEi Pall = Sail. Ciascuno dei due termini nella 

(50,10) ha la forma di un prodotto di due componenti di un vettore 
reale cost ante CVA,O(I) 0 VA20(2'). In altre parole, ciascuno di 
questi termini corrisponde a luce polarizzata linearmente. Vediamo 
inoltre che nella (50,10) non ci sono termini contenenti prodotti di 
componenti di queste due onde. Cio significa che Ie due parti si 
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possono considerare come fisicamente indipendenti, ossia incoe
renti. Infatti, se due on de sono indipendenti l'una dall'altra, il 
valore medio del prodotto Eg) EW e uguale al prodotto dei valori 
medi di ciascun fattore, e siccome ciascuno di quest 'ultimi e nullo, 
si ha 

E~)Eh2)=0. 

Siamo giunti quiIidi al risultato che per A = 0 un' onda parzial
mente polarizzata puo essere rappresentata come la sovrapposizione 
di due onde incoerenti (di intensita proporzionali a Al e 1..2), pol ariz
zate linearmente in due direzioni mutuamente perpendicolaril). 
(Nel caso generale del tens ore complesso pall, si puo mostrare che 
Ia luce puo essere rappresentata come la sovrapposizione di due on de 
incoerenti polarizzate ellitticamente, Ie cui ellissi di polarizzazione 
sono simili e mutuamente perpendicolari; vedi il problema 2.) 

Sia cp l'angolo tra l'asse 1 (asse delle y) e il vettore unitario n(I); 
abbiamo allora: 

n(1) = (cos cp, sen cp), n(2) = (-sen cp, cos cp). 

Introducendo Ia grandezza l = A} - 1..2 (sia AI> 1..2), scriviamo Ie 
componenti del tensore (50,10) nella seguente forma: 

S _ 1 (1 + l cos 2tp l sen 2cp ) 
all--

2 l sen 2cp 1 -l cos 2cp • (50,11) 

Dunque, quando la scelta degli assi y e z e arbitraria, Ie proprieta 
di polarizzazione di un'onda si possono caratterizzare coi tre para
metri reali seguenti: il grado di polarizzazione circolare A, il grado 
di polarizzazione lineare massima l, l'angolo cp tra la direzione n(l) 
della polarizzazione massima e I 'asse delle y. 

Invece di questi parametri, puo essere utile definire i seguenti 
parametri: 

61 = l sen 2cp, 62 = A, 63 = l cos 2cp 

(detti parametri di Stokes). Essi permettono di esprimere 
di polarizzazione come segue: 

_..!.. ('1 + 63 61 - i62) 
Pall- 2 61 + i£2 1- 63 . 

(50,12) 

il tensore 

(50,13) 

Tutti e tre i parametri prendono i valori nell'intervallo tra -1 e +1. 
II parametro £3 caratterizza la polarizzazione lungo gli assi y e z; 
al valore 63 = 1 corrisponde la polarizzazione lineare completa lungo 

1) Il determinante I Sail I = A1Aa; sia Al > All' allora il grado di polariz
zazione, determinato dalla (50,8), e P = 1-2 As. In questa caso (A = 0), per 
caratterizzare il grado di polarizzazione della luce si ricorre spesso al coefllctente 
dt depolartzzazione definito come rapporto 'AJ"-t. 



fOO CAPITOLO VI 

l'asse y, al valore 63 = -1 quella lungo l'asse z. II parametro 61 
caratterizza invece la polarizzazione line are lungo Ie direzioni che 
formano un angolo di 45° con I' asse y; al valore 61 = 1 corrisponde 
la polarizzazione totale nella direzione definita da <p = n/4, e al 
valore SI = -1 quell a nella direzione definita da <p = -n/41). 

II determinante del tensore (50, 13) e uguale a 

IPaBI= ! (1-s~-si-6:). (50,14) 

Confrontando con Ia (50,8), vediamo che 

(50,15) 

Dunque, essendo dato il grado generale di polarizzazione P, sonG 
possibili diversi tipi di polarizzazione, caratterizzati dai valori 
delle tre grandezze SI' 62, S3 di cui e data la somma dei quadrati; 
queste grandezze formano una specie di vet tore di Iunghezza data. 

Notiamo che Ie grandezze 52 = A e Vs: + s: = 1 sonG in va
rianti nelle trasformazioni di Lorentz. Questa proprieta risulta 
abbastanza evidente gia dal significato di queste grandezze come 
gradi di polarizzazione circolare e lineare2). 

PROBLEMI 

1. Decomporre una luce arbitraria polarizzata parzialmente nelle parti 
« naturale-,. e « polarizzata ,.. 

Soluzione. Decomporre la luce nel modo richiesto vuol dire scrivere il ten
sore Jail nella forma 

J a/3 = ~ J(n)6a /3 + ElrJElrr . 
11 primo termine corrisponde alIa Jlarte naturale, il secondo alIa parte pol ariz
zata della luce. Per determinare l'intensita di queste parti, notiamo che il 

1 Per un'onda con una polarizzazione ellittica totale i cui assi d 'ellisse 
siano bi e b l (vedi § 48), i parametri di Stokes sono: 

61=0, 62=±2b1b2/J, 6s=Cbf-bl)/J. 
Inoitre, l'asse y e diretto lungo bl! e i due segni di 61 corrispondono aHe direzioni 
di b2 nel senso positivo 0 negativo dell'asse z. 

2) Per una dimostrazione diretta osserviamo che e a priori evidente che il 
tensore PaP restera bidimensionale in un nuovo sistema di riferimento, perche 
il campo dell'onda e trasversale in qualsiasi sistema di riferimento. Inoltre, 
la trasformazione di PaB in P~B lascia invariata la somma dei quadrati dei moduli 
Paj3P~fI (infatti, la forma della trasformazione non dipende dalle proprieta 
concrete di polarizzazione della luca, e per un' onda totalmente polarizzata questa 
somma e uguale ad 1 in qualsiasi sistema di riferimento). Essendo questa tra
sformazione reale, Ie parti reale ed immaginaria del tensore PaB (50,9) si trasfor
mano indipendentemente, e, di conseguenza, restano invariate anche Ie somme 
dei quadrati delle componenti di ciascuna di esse, che si esprimono rispetti
vamente in funzione di l e di A. 
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determinante 

I J a/3- ~ J<n)l5a/3/ = I EbPJEbPJ* 1 =0. 

Scriv~ndo Ja /3 = JPal'> nella forma (50,13) e risolvendo questa equazione, 
ottemamo: 

J<n)= J (1 - Pl. 

L'intensita della parte polarizzata e J<P) = I Elf) 12 =J _J<n) =JP. 

La parte polarizzata della luce rappresenta, in generale, un'onda polariz
zata ellitticamente quando Ie direzioni degli assi dell'ellisse coincidono con gli 
assi principali del tensore Sal'>' Le grandezze bl e bl degli assi delle'eUisse e l'an
golo <p forma to dall'asse hl con l'asse y vengono determinati daUe uguaglianze: 

S1 
bi+bi=JP, 2b1b2=JP~2' t g 2<p=13 • 

2. Rappresentare un'onda arbitraria polarizzata parzialmente sotto forma 
di sovrapposizione di due onde incoerenti polarizzate eUitticamente. 

Soluzione. Per il tensore hermitiano Pa/3 gli « assi principali » sono deter
minati da due vettori unitari eomplessi 0 (00* = 1) che soddisfano Ie equazioni 

Pa/3n/3 = "na' (1) 

Gli autovalori di "1 e "2 sono dati daUe radiei della equazione 

1 Pa/3-Ma/3I=O. 

Moltiplieando i due membri dell'equazione (1) per n~, abbiamo: 

1 
"=Pa/3n~n/3 =7 1 EOan~ 12,. 

da cui risulta che "1 e "= sono reali e positive. Moltiplieando Ie equazioni 

Pa/3n~l = "1n~l, p~/3n~l* = "2n:]>* 

la prima per n:il*, e la seconda per n~l, sottraendo membro a membro 
ed utilizzando il earattere hermitiano del tensore Pall' otteniamo: 

("1 - "2) n~]> n:il* = O. 

da cui segue ehe 0(1)0<2)* = 0, cioe i vettori unitari n<l) ed n(2) sooo ortogonali. 
La deeomposizione eereata dell'onda e data daUa formula 

Pa/3 == "1 n~l nb1l* + "2n::l n~2l*. 

Si puo sempre scegliere l'ampiezza eomplessa in maniera tale ehe delle due com
po~enti perpendicolari l'una sia reale e l'altra immaginaria (efr. § 48). 
Ponendo 

nIl> = bh n~ll = ib 2 

(dove b1 e bl sono normalizzati dalla condizione bl + b~ = 1), dall'equazione 
0(1)0(2) * = 0 ricaviamo: 

nI2) = tb2 , n~2l = b1• 



168 CAPITOLO VI 

Da queste relazioni risuIta che Ie ellissi di ambedue Ie oscillazioni polarizzate 
ellitticamente sono simili, cioe il rapporto fra gli assi e uguale per Ie due ellissi, 
e una di esse e ruotata di un angolo retto rispetto all'altra. 

3. Trovare la legge di trasformazione dei parametri di Stokes allorche gli 
assi y, z ruotano di un angolo <po 

Soluzione. La Iegge cercata e determinata dalla relazione tra i parametri 
di Stokes e Ie componenti di un tensore bidimensionale nel piano yz; questa 
legge e data daUe formule: 

si = S1'COS 2qJ-S3 sen 2qJ, S3= Sf sen 2qJ+S3 cos 2qJ, S2 =S2' 

§ 51. Decomposizione del campo elettrostatico 

Un campo cr~ato da cariche puo essere formalmente decomposto 
in onde piane (in integrale di Fourier). Tuttavia, questa de compos;zio
ne si distingue sostanzialmente dalla decomposizione delle on de e~et
tromagnetiche nel vuoto. Infatti, il campo creato da cariche non sod
disfa l'equazione omogenea d'onda e, di conseguenza, nessun termine 
della sviluppo del campo soddisfa questa equazione. Ne segue che 
'per Ie onde piane, in cui puo essere decomposto il campo di 
cariche, non si verifica la relazione k2 = (j)2/C 2, che si ha invece per 
Ie onde elettromagnetiche monocromatiche piane. 

In particolare, se il campo elettrostatico e formalmente rappre
sentato sotto forma di sovrapposizione di on de piane, la « frequenza » 
di queste onde sara nulla, perche il campo considerato non dipende 
dal tempo; quanta ai vettori d'onda, essi sono, naturalmente, 
differenti da zero. 

Consideriamo il campo generato da una carica puntiforme e che 
si trova nell'origine delle coordinate. II potenziale cp di questa campo 
e determinato dall'equazione (vedi § 36) 

dq> = -4nelS (r). (51,1) 

Sviluppiamo cp in integrale spaziale di Fourier, cioe rappresen
tiamolo nella forma 

(51,2) 

dove 

CPk = i cP (r) e- ikr dV, 

Applicando ai due membri dell'uguaglianza (51,2) l'operatore di 
Laplace, troviamo: 

-00 
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in modo che la componente di Fourier dell'espressione Il. q> e 
(Il.q»k = - ~<jlk. 

169 

D'altra parte, si puo trovare (Il.q»k prendendo la componente di 
Fourier di ambedue i membri dell'equazione (51,1): 

(Il.q»k = - J 4ne6 (r) e- ikr dV = -4ne. 

Confrontando Ie due espressioni ottenute, troviamo: 
4ne 

<jlk = ki· 

Questa formula da la soluzione -leI problema posto. 

(51,3) 

Analogamente al potenziale <p, si puo sviluppare anche il vettore 
campo eletrico: 

(51,4) 
-00 

In virtu della (51,2), abbiamo: 

-00 

Confrontando con la (51,4), troviamo: 

E 'k . 4n~ 
k= -£ <jlk= -£~. (51,5) 

Da questa relazione si vede che il campo di on de in cui abbiam() 
scomposto il campo coulombiano e diretto lungo il vettore d'onda. 
Percio onde di questQ tipo si possono chiamare onde longitudi
nali. 

§ 52. Oscillazioni proprie del campo 

Consideriamo un campo elettromagnetico libero (senza cadche) 
localizzato in un volume finito dello spazio. Per semplificare i cal
coli che seguiranno, partiamo dalI'ipotesi che questo volume sia 
limitato da un parallelepipedo di lati A, B, C. Possiamo aHora 
sviluppare tutte Ie grandezze che caratterizzano il campo in questo 
parallelepipedo in s'erie tripla di Fourier (secondo la terna di coor
dinate). Scriviamo questa sviluppo (ad esempio, per il potenziale 
vettore) nella forma 

(52,1) 
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La sommatoria e qui estes a a tutti i valori possibili del vettore k 
Ie cui componenti, come e noto, prendono i valori 

k 
_ 2nnx 

x- A ' 
2nny 

kY=-n-' kz= 2nnz 
C ' 

dove nx, ny, n z sono numeri interi positivi 0 negativi. 

(52,2) 

Siccome A e reale, i coefficienti della sviluppo (52,1) sono legati 
dalle uguaglianze Lk = A~. Dalla equazione div A = 0 risulta che, 
per ogni k: 

(52,3) 

cioe i vettori complessi Ak sono ortogonali ai corrispondenti vettori 
d'onda k. I vettori Ak so no naturalmente funzioni del tempo; in 
virtu dell'equazione d'onda (46,7), ciascuno di essi verifica l'equa-
zione 

(52,4) 

Se Ie dimensioni A, B, C del volume scelto sono sufficientemente 
grandi, i valori consecutivi di kx, ky, kz sono molto vicini. 
Si puo allora parlare del numero di valori possibili di k x, k y , k z 
in piccoli intervalli I1k x , I1k y, I1k z. Siccome i valori vicini, per esem
pio di k x, corrispondono ai valori di nx differenti di un'unita, il 
numero I1nx di valori possibili di kx nell'intervallo I1kx e uguale 
semplicemente all'intervallo corrispondente dei valori di n x • Tro
viamo dunque: 

II numero totale I1n di valori del vettore k con componenti negli 
intervalli dati e uguale al prodotto 

(52,5) 

dove V = ABC e il volume del campo. E facile di qui determinare 
il numero di valori del vettore d'onda di modulo compreso nel
l'intervallo 11k e nell'elemento d'angolo solido ~o. E sufficiente 
a questa scopo passare a coordinate sferiche nella « spazio k» e 
scrivere in luogo di I1kxl1kyl1kz l'elemento di volume in queste 
coordinate. COS!, 

v 
I1n = (2n)3 k211k110. (52,6) 

Sostituendovi 110 con 4n, otteniamo il numero di vettori k aventi 
modulo nell'intervallo 11k e diretti arbitrariamente: I1n = 
= Vk 211k12n2

• 
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Calcoliamo l' energia totale del campo 

~ = 8~ 5 (E2+ H2) dV, 

esprimendola in funzione delle grandezze Ak • Per i campi elettrico 
e magnetico abbiamo: 

l' 1 . 
E= --A= -- ~ Akeikr , c c .Ll 

k 

H = rot A = i ~ [kAkJ eikr. 
(52,7) 

k 

Calcolando i quadrati di queste somme, notiamo che tutti i prodotti 
di termini con vettori d' onda k e k', tali che k' =F -k, danno zero 
quando l'integrazione e estes a a tutto il volume. Infatti, tali termini 
contengono i fattori ei(k+k')r, e per esempio, l'integrale 

A .2~ 

e dx 5 t A nxx 

o 

con il numero intero nx e nullo. Per quanto concerne i termini con 
k' = -k, i fattori esponenziali scompaiono e l'integrazione in dV 
da semplicemente il volume V. 

Troviamo quindi 

~ = ;: ~ { }2 AkA~ + [kAkJ [kA~J} . 
k 

Ma data la (52,3), abbiamo: 

[kAkl [kA~] = k2AkAk, 
cosicche 

(52,8) 

Ciascun termine di questa somma corrisponde a uno dei termini 
dello sviluppo (52,1). 

In virtu dell'equazione (52,4), i vettori Ak sono funzioni armo
niche del tempo con frequenze ffik = ck, dipendenti solamente dal 
valore assoluto del vet tore d'onda. Secondo la scelta di queste fun
zioni i termini deUo sviluppo (52,1) possono rappresentare on de piane 
stazionarie oppure progressive. Scriviamo 10 sviluppo del campo 
nella forma tale che i suoi termini rappresentino onde progressive: 

(52,9) 
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questa forma mostra esplicitamente che A e reale; inoltre, ogni 
vettore ak dipende dal tempo secondo la legge 

(52,10) 

Allora, ciascun termine della somma (52,9) sara funzione soltanto 
della differenza kr - ffikt, il che corrisponde ad onda che si propaga 
nella direzione di k. 

Confrontando gli sviluppi (52,9) e (52,1), troviamo che i loro 
coefficienti sono legati dalle uguaglianze 

Ak = ak+a~k' 

e, in virtu della (52,10), Ie derivate rispetto al tempo sono . 
Ak= -ick(ak-ak). 

Sostituendo nella (52,8), esprimiamo l'energia del campo in funzione 
dei coefficienti dello sviluppo (52,9). I termini contenenti prodotti 
del tipo aka-k oppure aka * -k si annullano; notanda anche che Ie 
somme ~ akak e ~ iLka~k si distinguono soltanto per I'indice di 
sommatoria e, di conseguenza, coincidono, avremo 

~ kW * ~ = L.J ~k' ~k = 2n akak' (52,11) 
k 

In tal modo, I'energia totale del campo si esprime come somma 
delle energie ~k legate a ciascuna delle onde piane prese separata
mente. 

Analogamente si puo calcolare l'impulso tot ale del campo: 

;2 I S dV =4!C I [EBJ dV, 

e si ottiene 

(52.12) 
k 

Ci si poteva aspettare a priori questo risultato, in virtu della nota 
relazione tra l'energia e l'impulso delle onde piane (vedi § 47). 

Lo sviluppo (52,9) permette di descrivere un campo con un insieme 
discreto di variabili (vet tori ak), anziche con un insieme con
tinuo, quale e in realta la descrizione mediante il potenziale 
A (x, y, z, t) dato in tutti i punti dello spazio. Faceiamo ora una 
trasformazione delle variabili ak, che ci permettera di dare aIle 
equazioni del campo una forma analoga aIle equazioni canoniche 
della meccanica (equazioni di Hamilton). 
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Introduciamo Ie « variabili canoniche» reali Qk e Pk tramite 
relazioni 

., /----V- * 
Qk= V 4nc2 (ak+ 8k), 

Pk = -iWk V 4:2 (8k- 8k)=Qk' 

L'hamiltoniana del campo si ottiene sostituendo queste 
sioni nell'energia (52,11): 

QI8 = ~ Ql8k = ~ + (P~ + w~Q~). 
k k 

(52,13) 

espres-

(52,14) 

Le equazioni di Hamilton 8Q18 /8Pk = Qk coincidono inoltre con Ie 
uguaglianze Pk = ~ Ie quali quindi sono effettivamente una con
seguenza delle equazioni del mota (il che e stato ottenuto mediante 
una scelta appropriata dei coefficienti nella trasformazione (52,13». 

Per quanta concerne Ie equazioni 8Q18/8Qk = -Pk, esse conducono 
alle equazioni 

(52,15) 

cioe sono identiche aIle equazioni del campo. 
Ciascuno dei vettori Qk e Pk e perpendicolare al vettore d' onda k, 

cioe ha due componenti indipendenti. La direzione di questi vettori 
determina la direzione della polarizzazione dell' onda progressiva 
corrispondente. Indicando Ie due componenti del vet tore Qk (nel 
piano perpendicolare a k) con QkJ, j = 1, 2, otteniamo Qi = ~ Q~; 

e in modo analogo per Pk. Allora 

cfIt = ~ Ql8kj, Ql8kj = ! (Pb + w~Q~i)' 
kj 

j 

(52,16) 

Si vede che l'hamiltoniana si scompone nella somma di termini 
indipendenti ciascuno dei quali contiene sol tanto una coppia delle 
grandezze Qkj! Pkj. Ciascuno di questi termini corrisponde ad una 
onda progressiva con un vettore d'onda ed una polarizzazione deter
minati. Inoltre, Ql8kj ha la forma dell 'hamiltoniana di un 
« oscillatore» line are che com pie oscillazioni armoniche semplici. 
Per questo la decomposizione ottenuta si dice decomposizione 
del campo in oscillatori. 

Scriviamo Ie formule che esprimono esplicitamente il campo 
in funzione delle variabili Pk e Qk. Dalla (52,13) abbiamo: 

ak = ~ V ~ (Pk -iWk~)' 8k = - ~ V ~ (Pk + iWkQk). (52,17) 
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Sostituendo queste espressioni nella (52,1), troviamo il potenziale 
vettore del campo: 

/"41t ~ 1 
A= V V.LJ k (CkQkCoskr-Pksenkr). (52,18) 

k 

Per i campi elettrico e magnetico abbiamo rispettivamente: 

Yr 4nt ~ 
E= - V.LJ (ckQksenkr+Pkcoskr), 

k 
(52,19) 

H = - -,I ~ ~ ! (ck [kQkJ sen kr + [kPkJ cos kr). 
k 



Capitolo VII 

PROPAGAZIONE DELLA LUCE 

§ 53. Ottica geometrica 

Un'onda piana e raratterizzata dalla pro prieta che Ia direzione di 
propagazione e l' ampiezza so no ovunque Ie stesse. Onde elettro
magnetiche arbitrarie non PQsseggono ovviamente questa proprieta. 

Cio nondimeno, accade spesso che onde elettromagnetiche, non 
piane, sono tali da poter essere considerate piane in ogni piccola 
regione dello spazio. La condizione perche questa approssimazione 
sia lecHa e che l' ampiezza e la direzione dell' onda non varino molto 
su una distanza dell'ordine della lunghezza d'onda. 

Soddisfatta questa condizione, si possono introdurre Ie cosiddette 
superjici d' onda, luogo geometrico dei punti nei quali III lase dell' onda 
(all'istante dato) e la stessa (per un'onda piana queste superfici 
d'onda sono piani perpendicolari alIa direzione di sua propagazione). 
In ogni piccola regione dello spazio si puo parlare della direzione di 
propagazione dell'onda, normale alIa superficie d'onda. Si puo 
introdurre anche la nozione di raggi, cioe di linee Ie cui tangenti in 
ogni punto coincidono con la direzione di propagazione dell' onda. 

Lo studio delle leggi di propagazione dalle onde in questo 
caso costituisce l'oggetto dell'ottica geometrica. L'ottica geometric a 
interpreta quindi la propagazione delle onde elettromagnetiche, 
della luce in particolare, come la propagazione di raggi, a prescin
dere completamente dalla loro natura ondulatoria. In altri termini, 
l'ottica geometric a corrisponde al caso limite in cui Ie Iunghezze 
d'onda sono piccole, A. -+0. 

Deduciamo ora l'equazione fondamentale dell'ottica geometrica, 
equazione che determina la direzione dei raggi. Sia j una grandezza 
qualsiasi che descrive il campo di un'onda (una componente quaI
siasi di E 0 di H). Per un'onda monocromatica piana j assume la 
forma 

(53,1) 

(omettiamo il segno Rej si sottintende che ovunque si prende Ia 
parte reale). 

Scriviamo l'espressione generale del campo nella forma 

(53,2) 
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Nel caso in cui l'onda non e piana ma I'ottica geometrica e applica
bile, l'ampiezza a e generalmente una funzione delle coordinate e del 
tempo, e la fase'i', detta anche iConale, non ha una forma semplice 
come nella (53,1). E essenziale pero il fatto che l'iconale 'i' e una 
quantita grande. Cio risulta evidente se si osserva che esso varia 
di 21t su una lunghezza d'onda, e l'ottica geometrica corrisponde 
al limite !.. ~ O. 

In regioni piccole dello spazio e per intervalli di tempo piccoli 
l'iconale 'i' si puo sviluppare in serie; con I' approssimazione sino 
ai termini del primo ordine abbiamo: 

8l/J 81/J 
'i' = 'i'o + r ar + t at 

(I' origine delle coordinate e l' origine del tempo sono scelte nella 
regione dello spazio e nell'intervallo di tempo considerati; i valori 
delle derivate sono calcolati nell'origine delle coordinate). Confron
tando questa espressione con la (53,1), troviamo: 

k = 81/J = grad .1, w = _ 8l/J (53,3) or 't', ot ' 
dato che in ogni regione piccola dello spazio (e in piccoli intervalli 
di tempo) l' onda puo essere considerata piana. Le equazioni (53,3) 
si scrivono in forma quadridimensionale come segue: 

kl=-: ' (53,4) 

dove k i e il quadrivettore d'onda. 
Nel § 48 abbiamo visto cp.e Ie componenti del quadrivettore ki 

sono legate dalla relazione kikt = O. Sostituendo in questa uguaglian
za la (53,4), troviamo l' equazione 

~~-O (535) oXi oxi - • , 

Questa equazione, detta equazione dell'ioonale, e I'equazione fonda
mentale dell' ottica geometrica. 

Si puo dedurre l'equazione dell'iconale anche passando diretta
mente al limite!.. ~O nell'equazione d'onda. II campo f soddisfa 
l'equazione -d'onda 

o2f 
-;:---;-,-:-. = O. 
oXi oxt 

Sostituendovi f ....:. ae i ¢, troviamo: 

_o_2a_ ei'" + 2i _o_a __ 0_"'_ ei'" + if o2-tp _ _ o_tP __ o_tP_ f = 0 
oXi Oxi oXi Oxi oXi oxi oXi ox i • 

(53,6) 

Come pero e stato detto prima, l'iconale'lJl e una quantita grande; 
si possono quindi trascurare i tre primi termini rispetto al 
quarto, e si arriva nuovamente all' equazione (53,5). 
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Indichiamo an cora alcune relazioni che, applicate alla propa
gazione della Iuce nel vuoto, conducono soltanto a risultati evi
denti a priori. E essenziale, tuttavia, che nella Ioro forma genera Ie 
queste conclusioni sono valide anche nella propagazione della Iuce 
nei mezzi materiali. 

Dalla forma dell' equazione dell'iconale si deduce un'analogia 
rimarchevole tra l' ottica geometrica e Ia meccanica delle particelle 
materiali. II moto di una particella materiale e determinato dall'equa
zione di Hamilton-J acobi (16,11). Quest'ultima, come anche l'equa
zione dell'iconale, eun'equazione aIle derivate parziali del primo 
ordine e di secondo grado. Come e noto, I'azione S e legata alI'impul
so p e all'hamiltoniana QJ8 della particella dalle relazioni 

P = ~, cfJt = _ BS • 
Br Bt 

Confrontando queste formule con Ie formule (53,3), vediamo che il 
vettore d' onda ha in ottica geometrica 10 stesso ruolo che l' impulso 
di una particella ha in meccanica, mentre la frequenza sostituisce qui 
I'hamiltoniana, cioe l'energia della particella. II val ore assoluto 
del vettore d' onda k e legato alIa frequenza dalla formula 
k = wlc. Questa relazione e analoga alIa relazione p = 'e/c tra 
l'impulso e l'energia di una particella di massa nulla che si move 
alIa velocita della Iuce. 

Per Ie particelle si hanno Ie equazioni di Hamilton 
BOfC BOfC 

p= -ar' v=r=--ap-' 

In virtu dell' analogi a indicata, possiamo scrivere direttamente 
equazioni simili per i raggi: 

• Boo Boo 
k= -ar-' r=8i{. (53,7) 

Nel vuoto w = ck, e quindi k = 0, v = co. (0 e il versore della 
direzione di propagazione), cioe, come ci si doveva aspettare, 
i raggi nel vuoto sono delle rette che la luce descrive propagandosi 
con velocita c. 

L 'analogia tra il vettore d' onda e l' im pulso di una particella si 
rivela in modo particolarmente chiaro nella seguente circostanza. 
Consideriamo un'onda che rappresenti la sovrapposizione di oode 
monocromatiche di frequenze comprese in un piccolo intervallo e che 
occupi una regione finita dello spazio (il cosiddetto pacchetto d'onda). 
Calcoliamo il 4-impulso del campo di questa onda, utilizzando la 
formula (32,6) nella qua Ie il tensore energia-impulso e dato dalla 
(48,15) (per ciascuna componente monocromatica). Sostituendo in 
questa formula k i con il suo valore medio, otteniamo un'espressiooe 
della forma 

(53,8) 
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dove il coefficiente di proporzionalita A tra i due quadrivettori pi 
e k i e uno scalare. Questa relazione scritta in forma tridimensionale 
ci da: 

(53,9) 

Vediamo dun que che l'impulso e l'energia di un pacchetto d'onda si 
trasformano nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro 
rispettivamente come il vettore d' onda e la frequenza. 

Spingendo oltre l' analogiH, si puo enunciare per l' ottica geo
metrica un principio analogo al principio di minima azione in 
meccanica. Non si potra tuttavia scriverlo in forma hamiltoniana, 

() f L dt = 0, perche e impossibile, per i raggi, introdurre una funzione 

analoga alla funzione di Lagrange per una particella. In effetti, 
la Iagrangiana L di una particella e legata all' hamil toniana JJe dalla 

relazione L = p a:: - GJe. Sostituendo I'hamiltoniana con Ia frequen

za (I) e l'impulso con il vettore d'onda k, per la Iagrangiana in ottica 

avremmo dovuto scrivere k :~ - (I). Ma questa espressione e nulla 

perche (I) = ck. L'impossibilita di introdurre una Iagrangiana per 
i raggi e del resto evidente dal fatto in quanto, Come accennato, 
la propagazione dei raggi e analoga al moto di particelle di massa 
nulla. 

Se un'onda e dotata di una determinata frequenza costante (I), 

la dipendenza del campo dal tempo e determinata allora da un 
fat tore del tipo e- iCiJt • Per l'iconale di una tale onda si puo 
dun que scrivere 

'" = -wt + '¢o (x, y, z), (53,10) 

dove "'0 e una funzione delle sole coordinate. L'equazione dell'ico
nale (53,5) assume la forma 

(02 

(grad "'0)2 = -. . c- (53,Hf 

Le superfici d'onda sono superfici d'iconale costante, cioe una 
famiglia di superfici determinate dall'equazione "'0 (x, 5, z) = 
= costante. I raggi sono invece normali in ciascun punto alla super
ficie d'onda corrispondente; la Ioro direzione e quella del gra
diente V''¢o' 

Come e noto, nel caso in cui I'energia e costante, il principio 
di minima azione per una particella puo essere anche espresso 
come principio di Maupertuis: 

{)s = tJ f p dl = 0, 

dove l'integrazione e estesa alIa traiettoria della particella tra 
due sue posizioni date. Si suppone anche che l'impulso sia espresso 
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come una funzione dell'energia delle coordinatedella particella. II 
principio analogo per i raggi si chiama principiodi Fermat. In que
sto caso, per analogia si puo scrivere: 

(53,12) 

Nel vuoto k = ~ n, ed otteniamo (n dI = dl): 
c 

(, ) dl = 0; (54,13) 

da questa equazione si deduce che la propagazione dei raggi e ret
tilinea. 

§ 54. I ntensita 

In ottica geometrica un'onda luminosa si puo considerare come un 
fascio di raggi. Tuttavia, i raggi di per se stessi determinano solo 

Fig. 7 

Ia direzione di propagazione della Iuce in ogni punto; resta la 
questione relativa alla distribuzione dell'intensita della luce nella 
spazio. 

Consideriamo un elemento infinitesimo su una superficie d'ond(l 
del fascio considerato. Dalla geometria differenziale e noto che 
ogni superficie ha, in ciascun suo punto, due raggi principali 
diversi di curvatura. Siano ca e db (fig. 7) gli elementi dei cerchi 
principali di curvatura descritti sull'elemento considerato della 
superficie d'onda. Allora, i raggi passanti per i punti a e c s'inter
secheranno nel centro di curvatura corrispondente e i raggi passanti 
per bed nell' altro centro di curvatura O2 , 

Per gli angoli d'apertura dei raggi, uscenti da 0 1 e O2 , Ie Iunghez
ze dei segmenti ac e bd sono proporzionali ai raggi di curvatura cor
rispondenti R1 ed R2 (cioe alle Iunghezze 010 ed 0,,0); I'area del
l' elemento di sup.erficie e proporzionale al prodotto delle lunghezze ac 
e bd, cioe al prod otto R 1R 2 • In altri termini, se si considera un ele-

12· 
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mento di superficie d'onda limitato da un certo insieme di raggi, 
l'area di questo elemento, quando ci si sposta lungo questi raggi, 
varia ptoporzionalmente ad R 1R 2 • 

D'altra parte, l'iniensita; ossia la dens ita del flusso d'energia, 
e inversamente proporzionala all' area della superficie attraversata 
dalla quantita data di energia luminosa. Siamo giunti COS! alla con
clusione che l'intensita e 

(54,1) 

Questa formula va intesa nel modo seguente. Esistono su ogni 
raggio dato (AB nella fig. 7) due punti determinati 0 1 ed O2 che 
sono i centri di curvatura di tutte Ie superfici d' onda intersecanti 
il raggio dato. Le distanze 001 ed 002 dal punto d'intersezione 0 
della superficie d'onda con il raggio ai punti 0 1 ed O2 sono i raggi 
di curvatura R1 ed R 2 della su perficie d' onda nel punto O. In tal 
modo, la formula (54,1) determina la variazione dell'intensita della 
luce lungo un raggio dato in funzione delle distanze da determinati 
punti giacenti su questo raggio. Sottolineiamo che questa formula 
non da la possibilita di confrontare Ie intensita in punti differenti 
della stessa superficie d'onda. 

Siccome l'intensita e determinata dal quadrato del modulo del 
campo, il campo stesso varia lungo un raggio secondo la legge: 

t - costante ikR - e, 
V R tR2 

(54,2) 

dove nel fattore di fase eikR s'intendera con R sia R1 che R 2; Ie gran
dezze eikRi ed eikR2 si distinguono l'una daH' altra solament.e per un 
fattore costante (per un raggio dato), essendo costante la differen
za R1 - R 2, cioe la distanza tra i due centri di curvatura. 

Se i due raggi di curvatura della superficie d 'onda coincidono, Ie 
espressioni (54,1) e (54,2) assumono allora la forma 

1- costante 
- R2 ' t - costante illB 

- R e • (54,3) 

Questo ha luogo, in particolare, in tutti i casi in cui la luce e emessa 
da una sorgente puntiforme (Ie superfici d'onda sono aHora sfere 
concentriche, ed R e la distanza dalla sorgente luminosa). 

Dalla (54,1) segue che l'intensita diventa infinita nei punti 
R1 = 0, R2 = 0, cioe nei centri di curvatura della superficie d'onda. 
Se si tiene conto di questo per tutti i raggi del fascio, vediamo che 
l'intensita della luce nel fascio dato diventa, in generale, infinita 
su due superfici: il luogo geometrico di tutti i centri di curvatura 
delle superfici d'onda. Queste superfici sono dette caustiche. Nel caso 
particolare di un fascio di raggi con superfici d' onda sferiche Ie due 
caustiche si riducono ad un punto (fuoco). 
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Notiamo ehe, in virtu delle proprieta, note dalla geometria dif
ferenziale, delluogo geometrieo dei eentri di eurvatura di una fami
glia di superfiei, i raggi sono tangenti aIle eaustiehe. 

Bisogna tener presente ehe (per superfiei d'onda eonvesse) i eentri 
di eurvatura delle superfiei d'onda possono venire a trovarsi non sui 
raggi stessi, ma sui loro prolungamenti al di 18. del sistema ottieo 
dal quale essi provengono. Si parla allora di caustiche (0 di fuoehi) 
virtuali. In questo easo I'intensitil della Iuee non diventa infinita in 
nessun punto. 

Per quanta riguarda 1 'affermazione ehe l'intensita dena Iuee, 
diventa infinita, e ovvio ehe in realtil, pur essendo grande nei punti 
della eaustiea, l'intensita rimane finita (vedi problema del § 59). 

Questa divergenza formale signifiea ehe l' approssimazione del
l' ottiea geometriea in prossimita delle eaustiehe e inadeguata. 
A questa eireostanza e dovuto anehe il fatto ehe la variazione della 
fase lungo un raggio possa essere definita dalla formula (54,2) solo 
negli intervalli del raggio non eontenenti punti di contatto con 
Ie eaustiehe. Verra preeisato piu ava:nti (§ 59) ehe in realtil la fase 
diminuisee di n/2 quando passa in prossimita della eaustiea. Cia 
vuol dire ehe se nella parte del raggio, prima che questi toccasse 
la prima eaustiea, il campo era proporzionale al fattore elk X (essen
do x la eoordinata sui raggio), dopo aver attraversato la eaustiea 
il campo sara proporzionale al fattore ei (kx-n/2). La stessa eosa si 
verifiehera in prossimita del punto di eontatto con la second a eau
stiea, al di 18. del quale il campo sara porporzionale a ei(lIx-n) 1). 

§ 55. Iconale angolare 

Un raggio di luee ehe si propaga nel vuoto nel passaggio attra
verso un eorpo trasparente, cambia generalmente direzione ini
ziale di propagazione. :E ovvio ehe questo eambiamento di direzione 
dipende dalle proprieta fisiehe del corpo e dalla sua forma. Cia 
nondimeno, risulta possibile stabilire leggi generali relative al eam
biamento di direzione dei raggi luminosi nel lora passaggio attra
verso la materia. Si suppone a tale seopo ehe l'ottiea geometriea 
sia applieabile ai raggi ehe si propagano all'interno del eorpo 
eonsiderato. I eorpi trasparenti attraverso i quali si eonsidera il 
paE'saggio dei raggi lumjnosi, vengono ehiamati sistemi ottici. 

1) Sebbene 1a formula (54,2), di per se stessa, non sia valida in prossimitii 
delle caustiche, la variazione indicata della fase del campo corrisponde formal-
mente al cambiamento di segno (cioe alla comparsa del fattore ein) di R1 0 di 
R 2 in questa formula. 
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In virtu dell' analogia indicata nel § 53 tra la propagazione dei 
raggi e il mota di una particella, Ie stesse leggi generali restano 
valide anche per quanto riguarda il cambiamento di direzione del 
moto di particelle che si muovono prima in linea retta nel vuoto 
e poi, dopo aver attraversato un campo elettromagnetico, emergono 
nuovamente nel vuoto. Per chiarezza, parleremo in seguito solo 
della propagazione di raggi luminosi. 

Abbiamo visto che l'equazione dell'iconale che determina la 
propagazione dei raggi puo essere scritta (per una luce di frequenza 
determinata) nella forma (53,11). Per comodita, indicheremo in 
seguito con 'i' il rapporto tra l'iconale 'ljJo e la grandezza cost ante 
wlc. L'equazione fondamentale della ottica geometrica assume 
allora la forma 

(55,1) 

Ogni soluzione di questa equazione descrive un fascio di raggi, e 
la direzione del raggio passante per un punto dato della spazio e 
determinata dal gradiente di 'IjJ in questo punto. Tuttavia, questa de
scrizone e insufficiente per i nostri fini, perche vogliamo deferminare 
relazioni generali che definiscano il passaggio attraverso sistemi 
ottici non di un fascio determinato di raggi, bens! di raggi qual
siasi. Dobbiamo dun que servirci dell'iconale in una forma tale che 
descriva in generale tutti i raggi di luce possibili, cioe raggi passanti 
per ogni coppia di punti della spazio. Nella sua forma solita, l'ico
nale 'IjJ (r) e la fase di un raggio di un certo fascio passa,nte per il 
punto r. Ora, dobbiamo trovare l'iconale come funzion~ 'IjJ (r, r') 
delle coordinate di due punti (r, r' so no i raggi vettori dell'ori
gine edell' estremo del raggio). Per una coppia qualsiasi di punti 
r ed r' si puo .far passare un raggio, e 'IjJ (r, r') e la differenza di fase 
(oppure, come si dice, il cammino ottico) di questo raggio tra i punti r 
ed r'. In seguito, supporremo sempre che r ed r' siano i raggi vettori 
di punti su un raggio rispettivamente prima e dopo il suo passaggio 
attraverso un sistema ottico. 

Se in 'IjJ (r, r') si suppone dato uno dei raggi vettori, per esempio r', 
allora 'IjJ come funzione di r descrivera un determinato fascio di 
raggi, e cioe il fascio di raggi passanti per il punto r'. In questa caso, 
'IjJ soddisfa l'equazione (55,1), dove la derivazione e fatta rispetto 
aIle componenti di r. Analogamente, considerando dato r, troviamo 
an cora un'equazione per 'IjJ (r, r'), cosicche 

(55,2) 

La direzione di un raggio e determinata dal gradiente della sua 
ase. Siccome 'IjJ (r, r') e la differenza delle fasi nei punti r' ed r, 

la direzione del raggio nel punto r' sara determinata dal vettore 
n' = o'IjJ/or', e nel punto r dal vettore n = -o'IjJ/or. Dalla (55,2) 
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risulta che·i vettori n ed n' sono unitari: 

n2=n'2= 1. (55,3) 

I quattro vet tori r, r', n, n' sono legati tra di loro da una rela
zione, poiche due di essi (n, n') sono Ie derivate rispetto agli altri 
due (r, r') di una certa funzione '\jJ. Per quanto concerne la funzione 
stessa 'I\J, essa soddisfa condizioni supplementari, ossia Ie equazioni 
(55,2). 

Per trovare la relazione tra n, n /, r, r/, e opportuno introdurre in 
luogo di 'I\J un' altra grandezza per la Quale non ci siano condizioni 
supplementari (la Quale cioe non debba soddisfare nessuna equazione 
differenziale). A questo scopo si procede come segue. Nella funzione'I\J 
Ie variabili indipendenti sono r ed r', e quindi il differenziale d'I\J si 
scrive: 

d'I\J = ~~ dr+ :~ dr' = -ndr+n' dr'. 

Applichiamo ora la trasformazione di Legendre che fa passa
re dalle variabili indipendenti r, r' alIe variaLili, n ed n', cioe 
scriviamo: 

d'I\J = -d (nr) + r dn + d (n'r') - r'dn', 

da cui, introducendo la funzione 

X = n'r' - nr - 'I\J, 
abbiamo 

dX= -r dn+r'dn'. 

(55,4) 

(55,5) 

La funzione X e detta iconale angolare; come segue dalla (55,5) 
Ie sue variabili indipendenti sono n ed n'. La funzione X non e sotto
posta a condizioni supplementari. Infatti, Ie equazioni (55,3) rap
presentano ora sol tanto condizioni relative aIle variabili indipen
denti, che mostrano che delle tre componenti nx, ny, n z del vettore n 
(e analogamente per n') solo due sono indipendenti. Prenderemo 
allora per variabili indipendenti Ie componenti ny, nz, n~, n~, in 
modo che 

nx= V 1-n~-n~, , "1/1 '2 '2 nx= y -ny -nz • 

Sostituendo queste espressioni in 

dX= -xdnx-ydny-zdnz+x' dn~+y' dn~+z' dn~, 
per il differenziale dX troviamo: 

dX = - ( y ~ :: x) dny - ( z - := x) dnz + 
n' n' + (y' - n! x') dn~ + ( Z' - n: x') dn;. 
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Da cui ricaviamo in definitiva Ie seguenti equazioni: 

ny ax y--x=---
nx any , 

, n~, ax 
y -7 x =7JiT' 

x y 

nz ax z--x=---, 
nx iJnz 

, n;, ax 
z -7 x = iJn' , 

x z 

(55,6) 

Ie quali definiscono la relazione generale cercata tra n, n', r, r'. 
La funzione X caratterizza Ie proprieta fisiehe dei corpi attraver
sati dai raggi (e anche Ie proprieta del campo nel caso del moto di 
particelle cariche). 

Quando n ed n' sono dati, ciascuna delle due coppie di equazioni 
(55,6) rappresenta una retta. Queste rette non sono altro che i raggi 
prima e dopo i1 passaggio attraverso i1 sistema ottico. In tal modo, 
Ie equazioni (55,6) definiscono direttamente i1 cammino dei raggi da 
ambedue Ie parti del sistema ottico. 

§ 56. F asci sottili di raggi 

Nello studio di fasci di raggi attraversanti sistemi ottici, i fasci 
in cui tutti i raggi convergono in un punto (fasci omocentrici) pre
sentano un interesse particolare. 

Nel passaggio attraverso un sistema ottico, un fascio omocentrico 
cessa, in generale, di essere tale, cioe dopo i1 passaggio attraverso 
la materia i raggi non convergono pili in un punto. 8oltanto in casi 
particolari i raggi uscenti da un punto luminoso convergono tutti, 
dopo aver attraversato un sistema ottico, in un punto, detto l'imma
gine del punto luminos(1) 

8i PUQ mostrare (vedi § 57) che l'unico caso in cui tutti i fasci 
omocentrici restano rigorosamente omocentrici do po i1 passaggio 
attraverso un sistema ottico e i1 caso di una rappresentazione iden
tica dell'oggetto, cioe quando l'immagine si differenzia dall'oggetto 
stesso per una traslazione, una rotazione 0 una riflessione speculare. 

Di conseguenza, nessun sistema ottico PUQ dare un'immagine 
assolutamente netta di un oggetto (a vente dimensioni finite), tranne 
che nel caso hanale della rappresentazione identica2). Una rappre
sentazione non identica di oggetti estesi PUQ essere solo approssi
mata, cioe non del tutto netta. 

II caso pili import ante di trasformazione approssimata di fasci 
omocentrici in fasci omocentrici e quello di fasci sufficientemente 

1) n punto d'intersezione puo giacere sia sui raggi stessi, sia ancora sulloro 
prolungamento; nelprimo caso, l'immagine si dice reale, nel secondo, virtuale. 

2) Una rappresentazione identica pUO essere ottenuta con specchi piani. 
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sottili (cioo fasci con apertura angolare piccola) che si propa
gano in prossimita di una linea determinata (relativa al sistema 
ottico dato). Questa linea si chiama asse attica del sistema. 

E neeessario not are inoltre ehe nemmeno i fasci di raggi indefini
tamente sottili (nello spazio tridimensionale) sono generalmente 
omocentrici; abbiamo visto (fig. 7) che anche in questi casi raggi 
diversi si intersecano in punti diversi (fenomeno detto astigmatisma). 
Fanno eccezione i punti della superficie d'onda nei quali i due raggi 
di curvatura principali sono uguali; in prossimita di questi punti 
un elemento disuperficie puo essere considerato sferico, e il fascio 
sottile di raggi corrispondente e omocentrico. 

Considereremo sistemi ottici dotati di simmetria assiale1
). 

L' asse di simmetria di un tale sistema coincide con il suo asse ot
tico. Infatti, la superficie d'onda di un fascio parassiale e dotata 
anch,e di una simmetria assiale; rna Ie superfici di rivoluzione 
hanno, nei pun ti della loro in tersezione con l' asse di simmetria, 
due raggi di curvatura uguali. Ne segue che un fascio sottile che si 
propaga i.n questa direzione resta omocentrico. 

Per trovare Ie relazioni quantitative generali che determinano 
Ie rappresentazioni con fasci sottili passanti per sistemi ottici a 
simmetria assiale, utilizziamo Ie equazioni (55,6) dopo aver preli
minarmente determinato la forma della funzione X nel caso consi
derato. 

Siccome i fasci di raggi sono sottili e vicini all'asse ottico, i vet
tori n ed n' per ciascun fascio sono diretti quasi parallelamente 
a questo asse. Se prendiamo l'asse ottico come asse x, Ie compo
nenti ny, n z , n~, n; risulteranno piccole rispetto alI'unita. Quanto 
aIle componenti nx ed n~, si ha nx~ 1, led ll~ puo essere approssi
mativamente posta uguale a +1 0 -1. Nel primo caso, i- raggi, 
emersi nello spazio dall'altra parte del sistema ottico, detto in que
sto caso lente, continuano a propagarsi quasi nella direzione inizi
ale. Nel secondo caso, i raggi prendono una direzione quasi opposta 
a quella iniziale; il sistema in questo caso e detto specchia. 

Utilizzando il fatto che ny, n z , n~, n; sono piccole, sviluppiamo 
l'iconale angolare X (ny, n z , n~, n;) in serie e limitiamoci ai primi 
termini. In virtu della simmetria assiale dell'intero sistema, X deve 
essere invariante rispetto aIle rotazioni del sistema di coordinate 
intorno all'asse ottico. Ne segue che non si possono avere termini 
del primo ordine proporzionali aHe componenti di primo grado 
sugli assi y e z dei vet tori n ed n' nelIo sviluppo di X: tali 
termini non sarebbero dotati dell'invarianza richiesta. Tra i termini 

1) Si puo dimostrare che jl probleIlla della rappresentazione con fasci sottili 
passanti in prossimita dell'asse ottico di un sistema non dotato di simmetria 
assiale puo essere ridotto alIa rappresentazione mediante un sistema a simmetria 
assiale, con successiva rotazione dell'immagine intera rispetto all'oggetto. 



186 CAPITOLO VII 

del secondo ordine, hanno la proprieta d'invarianza i quadrati n2, n'2 
e il prodotto scalare nn'. In tal modo, l'iconale angolare di un 
sistema ottico a simmetria assiale e, con I' approssimazione sino 
ai termini del secondo ordine: 

X = costante + ; (n~ + nD + f (nyn~ + nzn;) + ~ (n~2 + n?), (56,1) 

dove f, g, h sono cost anti. 
Per chiarezza, considereremo ora il caso di una lente dove ponia

rno n~ ;:::;: 1; per gli specchi, come sara indicato pili avanti, tutte Ie 
formule so no analoghe. Sostituendo ora l'espressione (56,1) neUe 
equazioni generali (55,6), troviamo: 

ny (x-g) -fn~ =Y, fny+n~ (x' +h) = y', 

nz (x - g) - fn~ = z, fnz +n; (x' +h) = z'. 
(56,2) 

Consideriamo un fascio omocentrico uscente dal punto x, y, z; 
sia x', y', z' il punta dove convergono tutti i raggi del fascio dopo 
esser passato attraverso la lente. Se la prima e la seconda coppie di 
equazioni (56,2) fossero indipendenti, queste quattro equazioni 
definirebbero, per x, y, z, x', y', z' date, un unico determinato sistema 
di valori ny, n z• n~, n;, cioe uno solo dei raggi uscenti dal punto x, y, z 
sarebbe passato per il punto x', y', z'. Perche tutti i raggi uscenti 
da x, y, z passino per x', y', z' e necessario quindi che Ie equazioni 
(56,2) non siano indipendenti, cioe che una coppia di queste equa
zioni sia una conseguenza dell'altra. La condizione necessaria di una 
tale dipendenza e, evidentemente, che i coefficienti di una coppia di 
equazioni siano proporzionali ai coefficienti deU'altra. coppia. 
Dunque, si deve avere 

x-g j y z 
-j-= - x'+h"=7=7; (.56,3) 

in particolare, 
(x - g) (x' + h) = -f. (56,4) 

Le equazioni ottenute definiscono la relazione cercata tra Ie 
coordinate del punto dell'immagine e queUe dell'oggetto quando Ia 
rappresentazione e fatta con fa sci sottili. 

I punti x = g, x' = -h dell'asse ottico sono chiamati fuochi 
principali del sistema ottico. Consideriamo fasci di raggi paralleli 
all'asse ottico. II punto emettente un tale fascio si trova, evidente
mente, all'infinito sull'asse ottico, cioe x = 00. Dalla (56,3) si vede 
che in questo caso x' = -h. COS!, i raggi di un fascio vicino al
I'asse ottico convergono, do po aver attraversato utl sistema ottico, nel 
fuoco principale. Al contrario, un fascio di raggi uscenti da un fuoco 
principale dopo aver attraversato il sistema ottico diventa paralleio. 

Nelle equazioni (56,3), Ie coordinate x ed x' hanno un origine 
comune che giace sull'asse ottico. E tuttavia pili comodo deferminare 
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Ie coordinate dell'oggetto e dell'immagine rispetto ad OrIgInl dif
ferenti, che saranno rispettivamente i fuochi principali. Scegliamo 
per senso positivo delle coordinate la direzione di propagazione di 
un raggio a partire da un fuoco dato. Indicando con lettere maiuscole 
Ie nuove coordinate dell'oggetto e dell'immagine, abbiamo: 

X = x - g, X' = x' + h, Y = y, Y' = y', Z = z, Z' = z'. 

Le equazioni della rappresentazione (56,3) e (56,4) nelle nuove coor
dinate diventano: 

XX' = _/2, 
Y' Z' j X' 
Y=Z=X=--j-· 

(56,5) 

(56,6) 

La grandezza I e detta distanza locale principale del sistema. 
Il rapporto Y'/Y si chiama ingrandimento trasversale. L'ingran

dimento longitudinale invece, siccome Ie coordinate non sono legate 
da una semplice relazione, deve essere scritto in forma differenziale, 
paragon an do I'elemento di lunghezza dell'oggetto (nella direzione 
dell'asse) all'elemento di Iunghezza dell'immagine. La formula 
(56,5) per l'ingrandimento longitudinale ci permette di scrivere: 

1 ~1=~=(~)2 dX X2 Y • (56,7) 

Da questa relazione vediamo che persino per oggetti infinitesi
mi non e possibile ottenere un'immagine geometricamente simile. 
L'ingrandimento longitudinale non e mai uguale all'ingrandimento 
trasversale (eccezione fatta per il caso banale della rappresenta
zione identica). 

Un fascio uscito dal punto X = I sull'asse ottico interseca di 
nuovo l'asse nel punto X' = -I; questi due punti si dicono prin
cipali. DaIle equazioni (56,2) (nyX - Iny = Y, nzX - In; = Z) 
si vede che in questo caso (X = I, Y = Z = 0) hanno Iuogo Ie 
uguaglianze ny = ny, n z = n;. Qnindi ogni raggio uscente da un 
punto principale interseca di nuovo I 'asse ottico in un altro punto 
principale nella direzione parallela a quell a iniziale. 

Se Ie coordinate dell'oggetto e della sua immagine sono definite 
a partire dai punti principali (anziche dai fuochi principali), per 
queste coordinate ~ e £' si ha allora: 

;' ~ X' + I, ~ = X - I· 
Sostituendo queste espressioni nella (56,5), si ottiene facilmente 
I 'equazione della rappresentazione nella forma 

1 1 1 
T-1'= -T· (56,8) 

Si puo mostrare che per i sistemi ottici di spessore piccolo (ad 
esempio, specchio, lente sottile) i due punti principali quasi coinci-
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dono. L'equazione (56,8) e particolarmente comoda in questo caso, 
perche S e s' sono riferite praticamente alla stessa origine. 

Se la distanza focale e positiva, Ie immagini degli oggetti che si 
trovano davanti (nel senso del raggio) al fuoco (X > 0) sono dirette 
(Y' /Y > 0); tali sistemi ottici sono detti convergenti. Se, invece, 
i < 0, allora per X > 0 si ha Y' /Y < 0, cioe l'immagine e capovolta; 
tali sistemi sono detti divergenti. 

Esiste ancora un caso limite della rappresentazione che non 
e contenuto nelle formule (56,8): e il caso in cui tutti e tre i coeffi
cienti i, g, h sono infiniti (cioe la distanza focale del sistema ottico 
e infinita e i suoi fuochi principali si trovano all'infinito). Passando 
allimite nelle equazioni (56,4) e per i, g, h tendenti all'infinito, 
abbiamo: 

x' =!!.... x+ f2_ gh . 
g g 

Poiche solo il caso in cui l' oggetto e I'immagine si trovano a distan
ze finite dal sistema ottico presenta un interesse, i, g, h debbono 
tendere all'infinito in maniera tale che i rapporti h/g, (P - gh)/g 
restino finiti. lndicandoli rispettivamente con a 2 e ~, abbiamo: 
x' = a 2x + ~. 

La equazione (56,7) ci dil ora per Ie altre due coordinate: 

I Z' 
L=-=±a. 

y z 

lnfine, se prendiamo Ie coordinate x ed x' a partire da origini diffe
renti, scelte rispettivamente come punto arbitrario sull'asse dove 
si trova l'oggetto e 1 'immagine del punto, Ie equazioni della rap
presentazione assumono la semplice forma: 

X'=a 2X, Y'=+aY, Z'= +aZ. (56,9) 

Di conseguenza, gli ingrandimenti longitudinali e trasversali sono 
costanti (rna non uguali tra di loro). II caso considerato di rappre
sentazione e detto telescopico. 

Tutte Ie formule dalla (56,5) alIa (56,9) stabilite per Ie lenti sono 
ugualmente applicabili anche agli specchi, nonche a sistemi ottici 
privi di simmetria assiale, purche si abbiano fasci di raggi sottiIi 
e vicini all'asse ottico. lnoltre, Ie coordinate x dell'oggetto e del
l'immagine lungo l'asse ottico van no riferite a punti adeguati (fuochi 
principali 0 punti principali) nel senso della prop;lgazione del 
raggio. Bisogna intanto tener presente che per i sistemi ottici non 
dotati di simmetria assiale Ie direzioni. dell 'asse ottico dai lati op
posti del sistema non coincidono. 
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PROBLEMI 
1. Determinare la distanza focale per il caso di due sistemi ottici con sim

metria assiale i cui assi ottici coincidono. 
Soluzione. Siano h ed 12 Ie distanze focali dei due sistemi. Per ciascun sistema 

preso separatamente abbiamo: 

XtX1= -If, X2X2=-n 
Siccome Ie immagini formate dal primo sistema so no oggetti per il secondo, 
indichiamo con lla distanza tra il fuoco principale posteriore del primo sistema 
e il fuoco anteriore del secondo; abbiamo X 2 = Xi - l. Esprimendo x; in 
funzione di Xl, troviamo: 

oppure 

da cui si vede che i fuochi principali del sistema composto si trovano nei punti 
Xl = -tf/l, X; = nil, e la distanza focale e 

1= _ 1112 
1 

(per la scelta del segno in questa espressione, e necessario scrivere l'equazione 
corrispondente per l'ingrandimento tra
sversale). 

QuandQ 1 = 0, la distanza focale e 
j = 00, cioe il sistema composto produce 
un'immagine telescopica. Abbiamo in 
questo caso: X; = Xt (Mh)2, cioe il pa
rametro ex nella formula generale (56,9) e 
a = 12/1t. 

___ 1 __ +---1 _3 ---f-}L_, 
x·o :r-l 

Fig. 8 2. Determinare la distanza focale di 
una « lente magnetica » per particelle ca
riche che rappresenta un camfo magnetico uniforme longitudinale in una 
regione di lunghezza 1 (fig. 8) ) 

Soluzione. Nel moto in un campo magnetico l'energia cinetica di una parti
cella si conserva; quindi l'equazione di Hamilton-lacobi per l'azione parziale 
So (r) (l'azione totale e S = _cIA + So) e 

dove 
~2 

p2 = ___ m 2c2 = costante. 
c2 

Utilizzando la formula (19,4) per il potenziale vettore di un campo magnetico 
uniforme, scegliendo l'asse delle x lungo la direzione del campo e considerandolo 
come asse ottico di un sistema ottico a simmetria assiale, l'equazione 

1) Per esempio, si puo parlare del campo in un solenoide lungo, trascurando 
Ie distorsioni dell'uniformitA del campo vicino alle estremitii del solenoide. 
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di Hamilton-I acobi si scrive 

( iJSo )2+( iJSo )2+~H2r2= 2 
iJx iJr ~C2 p , (1) 

dove r e la distanza dall'asse delle x, ed So una funzione di x ed r. 
Per fasci sottili e vicini all'asse ottico di particelle la coordinata r e pic

cola e quindi si puo sviluppare in So in serie di potenze di r. I due primi 
termini di questa serie sono: 

1 
So=px+ 2 a (x) r2, (2) 

dove a (x) soddisfa I' equazione 

e2 

pa' (x)+a 2+ 4c2 H2=O. (3) 

Nella regione 1 davanti alla lente si ha: 

p 
ad) = x-xi' 

dove Xl < 0 e una costante. Questa soluzione corrisponde a un fascio libero di 
particelle che si propagano in modo rettilineo dal punto x = Xl sull'asse ottico 
della regione 1. Infatti, I'azione per il moto libero di una particella d'impulso p 
partita dal punta x = Xl e 

pr2 
So =-= p Vr2+(X-Xi)2.~ p (X-·'ri)+ 2 ( ) 

x-xi 

Analogamente nella regione 2 oltre la lente si ha: 

a(2) = x p X2 ' 

dove la costante Xa rapr,resenta la coordinata dell'immagine del punto Xl. 

Nella regione 3, all interno della lente, la soluzione dell'equazione (3) e: 
a(3) = eH ctg ( eH x+c) 

2c 2cp , 

dove C e una costante arbitraria. 
Le costanti C ed Xa (per Xl dato) sono determinate dalle condizioni di con

tinuitil di a (x) per X = 0 ed X = 1: 

- E..= eH ctg C, -1 P = e
2
H ctg ( 2

eH 
l+C) •. 

Xi 2c -X2 c cp 

Eliminando la cost ante C da queste uguaglianze, otteniamo: 

dove 1) 
(Xl - g) (X2 + h) = -f 

2cp eHl 
g=--ctg--, 

eH 2cp 
h=g-l, 

2cp 
f = ---'--eH=:-"l 

eHsen -2-cp 

1) f e data con il segno corretto, rna per determinarla sono necessarie 
ulteriori considerazioni: 
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§ 57. Rappresentazione con jasci larghi di raggi 

La rappresentazione di oggetti con fasci sottili di raggi, studiata 
nel paragrafo precedente, e approssimataj essa e tanto pili precisa 
(netta) quanto pili sottili sono i fa sci. Passiamo ora al problema della 
rappresentazione di oggetti con fasci di raggi di spessore arbitrario. 

Contrariamente alIa rappresentazione di oggetti con fasci sottili, 
che puo essere realizzata con un qualsiasi sistema ottico dotato di 
simmetria assiale, la rappresentazione con fasci larghi e possibile 
soltanto con l' aiuto di sistemi ottici adeguatamente congegnati. 
Come e stato pero gia detto nel § 56, ilon si potranno otten ere Ie 
immagini di tutti i punti dello spazio. 

I -ragionamenti che seguiranno sono fondati sulla seguente 
importante osservazione. Bupponiamo che tutti i raggi uscenti da 
un punto 0 si intersechino di nuovo in un altro punto 0' dopo aver 
attraversato un sistema ottico. E facile vedere che il cammino 
ottico 'IjJ e 10 stesso per tutti questi raggi. In effetti, in prossimita 
di ciascuno dei punti 0 ed 0' Ie superfici d'onda per i raggi interse
cantisi in questi punti sono delle sfere i cui centri sono rispettivamente 
o ed 0' e che al limite si riducono. a questi stessi punti. Essendo Ie 
superfici d'onda superfici di fase costante, Ie variazioni di fase 
lungo diversi raggi tra i loro punti d'intersezione con due superfici 
d' onda determinate sono uguaJi. Da quanto detto risulta che sono 
uguali (per raggi differenti) anche Ie variazioni tot ali della fase tra i 
punti 0 ed 0'. 

Precisiamo Ie condizioni necessarie per la rappresentazione di 
un piccolo segmento mediante fasci larghi; anche l'immagine 
sara allora un piccolo segmento. Orientiamo gli assi (che indiche
remo con £ e £') Iungo questi segmenti e scegliamo per origini 
i punti 0 ed 0' di cui uno sia l'immagine dell'altro. Sia 'IjJ il 
cammino ottico per 'raggi uscenti da 0 e convergenti in 0'. Per i 
raggi uscenti da un punto infinitamente vicino ad 0 di coordinata 
d£ e convergenti nel punto immagine di coordinata d£' il cam
mino ottico e 'IjJ + d'\jJ, dove 

aljJ d a¢ d ' 
d'IjJ = ar s + as' S. 

Introduciamo 1'« ingrandimento » 
ds' 

ex~=~ 

come rapporto tra "Ie lunghezze dell'elemento d'immagine d£' e del
l'elemen:to di oggetto d£. Dato che il segmento oggetto e pic
colo, ex si puo considerare I'ingrandimento, una grandezza cost ante 
Iungo questo segmento. Scrivendo, come al solito, 8cp18£ = -n~, 
8'IjJ/8£' = ni (ns' n& sono i coseni degli angoli rispettivamente tra il 
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raggio e gli assi ~, ~'), abbiamo: 

d'IjJ = (asni --ns) d;. 
Come per ogni punto oggetto e punta immagine che si cor
rispondono, il cammino ottico 'IjJ + d'IjJ deve essere uguale per tutti 
i raggi uscenti dal punta di coordinata d~ e con vergenti nel punto d~'. 
Da questa considerazione ricaviamo la condizione: 

a6ni-ns=costante. (57,1) 

Questa e la condizione cercata cui deve soddisfare il percorso dei 
raggi in un sistema ottico nella rappresentazione di un piccolo se
gmento con fasci larghi. La relazione (57,1) deve essere soddisfatta 
per tutti i raggi uscenti dal punto O. 

Applichiamo ora la condizione ottenuta alIa rappresentazione 
mediante un sistema ottico dotato di simmetria assiale. 

Cominciamo cercare l'immagine di un segmento giacente 
sull'asse ottico del sistema (1'asse delle x); per ragione di sim
metria, e evidente che l'immagine giacera pure suII'asse. In virtu 
della simmetria assiale, il raggio diretto lungo l'asse ottico 
(nx = 1) non cambia la sua direzione dopo il passaggio attraverso 
il sistema, cioe n~ = 1. Ne segue che la cost ante nella (57,1) e uguale, 
nel caso considerato, ad ax - 1, e si puo quindi scrivere la (57,1) 
nella forma 

Indicando con 8 e e' gli angoli formati dai raggi con l'asse ottico },ei 
punti oggetto ed immagine, otteniamo: 

8 8' 
1 - nx = 1-cos 8 = 2 sen2 T ' 1- nx = 2 sen2 """2 • 

In tal modo, si ottiene la condizione per Ia rappresentazione nella 
forma 

8 
senT 

---;8"-;'- = costante = V ax. 
senT 

(57,2) 

Consideriamo inoltre la rappresentazione di una piccola por
zione di piano perpendicolare all'asse ottico, .prodotta da un sistema 
dotato eli simmetria assiale; e ovvio che l'immagine sara pure per
pendicolare all'asse. Applicando la (57,1) a qualsiasi seg-mento che 
si trovi nella porzione del piano immagine, otteniamo: 

a r sen 8' - sen 8 = costante, 

dove e e 8' sono, come precedentemente, gli angoli tra il raggio 
e l'asse ottico. Per i raggi uscenti dal punto d'intersezione del piano 
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oggetto con l'asse ottico e diretti lungo questo asse (9 = 0), si deve 
avere anche, data la simmetria, S' = O. Ne risulta che costante = 0, 
e si ottiene quindi la condizione per la rappresentazione nella 
forma 

sen e --e-' = costante = Ctr _ sen (57,3) 

Per quanto concerne la rappresentazione di oggetti a tre dimen
sioni con fasci larghi, e facile vedere che essa e impossibile persino 
per piccoli volumi, perche Ie condizioni (57,2) e (57,3) sono 
incompatibili. 

§ 58. I limiti deU'ottica geometrica 

Per definizione, in un'onda piana monocromatica l'ampiezza e 
sempre e ovunque la stessa. Un'onda piana si estende in tutto 10 
spazio ed esiste in tutti gli istanti compresi tra -00 e +00. Invece, 
un'onda la cui ampiezza non e cost ante nello spazio e nel tempo, 
puo essere solo approssimativamente monocromatica. Esamineremo 
ora il problema del grado di acromatismo. 

Consideriamo un' onda elettromagnetica la cui am piezza e in 
ogni punto dello spazio una funzione del tempo. Sia ffio la frequenza 
media dell'onda. Allora il campo d'onda (il campo elettrico per 
esempio) in un punto fissato e della forma Eo (t) e- iwot • Questo campo, 
pur non essendo ovviamente monocromatico, puo essere, tuttavia, 
decomposto in componenti monocromatiche, cioe nell'integrale di 
Fourier. L'ampiezza della componente di questa decomposizione 
in frequenza ffi e proporziona1e all'integrale 

+00 J Eo (t) e;(w-wo)t d 
-00 

11 fattore ei (Ul-Wo)t e una funzione periodica il cui valore medio 
e nullo. Se Eo fosse costante, l'integrale sarebbe esattamente nullo 
per tutte Ie ffi =1= ffio. Se invece Eo (t) e variabile, ma varia poco 
in un intervallo di tempo dell'ordine di ill ffi - ffio I, I'integrale sara 
allora quasi nullo; esso sara tanto pili piccolo quanto pili lenta
mente variera Eo. Perche 1 'integrale sia sensibilmente differente 
da zero, e necessario che Eo (t) varii sensibilmente in un intervallo 
di tempo dell'ordine di 111 ffi - ffio I. 

Indichiamo con At I'ordine di grandezza dell'intervallo di tempo 
nel qua Ie l'ampiezza dell'onda varia sensibilmente in un punto dato 
dello spazio. DaIle considerazioni fatte segue che Ie frequenze che 
si distinguono maggiormente da ffio e che entrano nella decompo-
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SlzlOne spettrale di questa onda con iontensita apprezzahili, sono 
determinate dalla condizione 1/1 ro - roo I ,.." I1t. Indicando con 11 ro 
l'intervallo delle frequenze (intorno alIa frequenza media roo) nella 
decomposizione spettrale, si ottiene quindi la relazione 

I1roM", 1. (58,1) 

Si vede effettivamente che l'onda e tanto pm monocromatica 
(cioe tanto piu piccolo e I1ro), quanta piu grande eM, cioe quanto pin 
lentamente varia la sua ampiezza in ogni punta dello spazio. 

Si possono dedurre facilmente relazioni analoghe alIa (58,1) 
anche per il vettore d'onda. Siano I1x, tly, tlz ordini di grandezza 
delle distanze lungo gli assi x, y, z nelle quali l'ampiezza dell'onda 
varia sensihilmente. Ad ogni istante il campo, come funzione delle 
coordinate, e dato da: 

Eo (r) e ikor , 

dove ko e il valore medio del vettore d'onda. In modo del tutto 
analogo alIa deduzione della formula (58,1), si puo trovare un inter
vallo tlk di valori contenuti nello sviluppo dell'onda considerata 
in integrale di Fourier: 

(58,2) 

Consideriamo, in particolare, un'onda emessa in un intervallo di 
tempo finito. Indichiamo con 11 t l'ordine di grandezza di questo 
intervallo di tempo. In un punto dato dello spazio l'ampiezza 
varia sensibilmente nel tempo 11 t nel corso del quale l'onda tran
sita completamente per questo punto. In virtu della relazione (58,1), 
possiamo dire ora che il «grado di acromatismo» tlro di quest'onda 
non puo essere comunque min ore di 1/ tl t (ma puo essere eventual
mente maggiore)~ 

(58,3) 

Analogamente, se tlx, l1y, tlz sono gli ordini di grandezza del
l'onda nello spazio, per gli intervalli di valori delle componenti 
del vettore d'onda, che entrano nello sviluppo dell'onda, troviamo 
aHora: 

(58,4) 

Da queste diseguaglianze segue che se si ha un fascio di luce di 
larghezza finita, la direzione di propaga~ione della luce in questo 
fascio non puo essere rigorosamente costante. Orientando l'asse 
delle x lungo la direzione (media) della luce nel fascio, otteniamo: 

1 '" 8y ;:;' M.y '" Tii' (58,5) 
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dove 8y e l' ordine di grilndezza della deviazione del fascio dalla 
direzione media -nel piano xy e Ala lunghezzll d' onda. 

D'altra parte, la formula (58,5) rappresenta la risposta al proble
ma dena nitidezza limite delle immagini ottiche. Un fascio di luce, 
tutti i raggi del quale si dovrebbero intersecare, secondo l'ottica 
geometrica, in un solo punta produce in realta un'immagine non 
puntiforme, bens! a forma di macchia. Per la larghezza fl. di questa 
macchia, in virtu della (58,5) si ha: 

(58,6) 

dove 8 e I 'angolo d 'apertura del fascio. Questa formula e applicabile 
non solo all'immagine, ma anche all'oggetto. Piu precisamente, si 
puo affermare che, osservando un fascio di luce emesso da un punto 
Iuminoso, non si puo distinguere questo punta da un corpo di dimen· 
sione 'A/8. Pertanto la formula (58,6) definisce iI potere risolutivo 
limite di un microscopio. II valore minimo di fl., che si ottiene 
per e,.." 1, e 'A, in pieno accordo con il fatto che i limiti 
dell' ottica geometrica sono determinati dalla Iunghezza d' onda della 
luce. 

PROBLEMA 
Trovare l'ordine di grandezza della larghezza minima di un fascio luminoso 

formato da un fascio parallelo di luce a distanza l dal diaframma. 
Soluzione. Indicando con d la dimensione del diaframma, ricaviamo dalla 

(58,5) che l'angolo di deviazione dei raggi (<< angolo di diffrazione.) e circa 

~')..Jd, per cui la larghezza del fascio e dell'ordine d + ~ l. n minimo di questa 

grandezza e ~ vrr. 

§ 59. Diffrazione 

Le leggi dell'ottica geometrica sono rigorosamente esatte 501-
tanto nel caso ideale in cui la lunghezza d' onda puo essere consi
derata come infinitesima. Quanto meno e rispettata questa condi
zione, tanto piu forte e la deviazione dall'ottica geometrica. I feno· 
meni dovuti a queste deviazioni sono chiamati fenomen! di 
diffrazione. 

I fenomeni di diffrazione si possono osservare, ad esempio, allor
cM Ia Iuce inconrta1) suI suo percorso ostacoli, ossia corpi opachi di 
forma arbitraria (che chiameremo schermi) oppure, ad esempio, 
allorcM la Iuce passa attraverso fenditure praticate su schermi opachi. 
Se Ie leggi della ottica geometrica fossero rigorosamente valide, 

1) Parleremo, per fissare Ie idee, della luce; tutto cia che segue e valida 
per qualsiasi onda elettromagnetica. 
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dietro gli schermi si dovrebbero avere delle zone d'ombra nettamente 
distinte dalle zone illuminate. A causa della diffrazione invece di 
confine netto tra luce e ombra, si ha un quadro assai complesso di 
distribuzione della intensita della luce. Questi fenomeni di diffra
zione, sono tanto pili marcati, quanto minori sono Ie dimensioni 
degli schermi e delle fenditure in essi, oppure quanta maggiore 
e la lunghezza d'onda. 

La teoria della diffrazione consiste, una volta note la disposi
zione e la forma dei corpi (ed anche la disposizione delle sorgenti 
di luce), nel determinare la distribuzione della luce, cioe il campo 
elettromagnetico in tutto 10 spazio. La risoluzione esatta di questo 
problema e possibile soltanto se si risolve l'equazione d'onda con 
Ie condizioni corrispondenti sulle superfici dei corpi, condizioni 
che dipendono anche dalle pro prieta ottiche dei vari materiali. 
La risoluzione present a generalmente grosse difficolta matema
tiche. 

In molti casi tuttavia, e sufficiente ricorrere a un metodo appros
simato di risoluzione del problema della distribuzione della luce 
in prossimita della frontiera tra luce e ombra. Questo metoda e 
applicabile ai casi in cui la deviazione dall'ottica geometrica e 
piccola. Con cio si intende: primo, che tutte Ie dimensioni siano 
grandi in confronto alla lunghezza d'onda (questo riguarda sia 
Ie dimensioni degli schermi e delle fenditure, sia Ie distanze dei 
corpi dai punti d 'emissione e d'osservazione della luce); secondo, 
che si prendano in considerazione soltanto piccole deviazioni della 
luce dalla direzione dei raggi, definite dall'ottica geometrica. 

Consideriamo uno schermo qualsiasi con una fenditura attraverso 
la quale passa la luce emessa da sorgenti date. La figura 9 rappresenta 
la sezione (linea continua) di questo schermo; la luce si propaga da 
sinistra a destra. Indicheremo con u una componente qualsiasi del 
campo E od H. Con u intenderemo peraltro un campo dipendente 
soltanto dalle coordinate, cioe senza il fattore e-wt che determina 
la dipendenza dal tempo. Ci proponiamo di determinare l'inten
sita della luce, cioe il campo u in ogni punta d'osservazione P dietro 
10 schermo. Nei casi in cui Ie deviazioni dall'ottica geometrica sono 
piccole, il problema si risolve approssimativamente, e si puo ammet
tere allora che nei punti della fenditura il campo e 10 stesso che 
si avrebbe se non ci fosse 10 schermo. 

In altri termini, i valori del campo sono in questa caso gli stessi 
dati dall'ottica geometrica. Nei punti immediatamente dietro 10 
schermo, il campo si puo supporre nullo. E evidente inoltre, che 
Ie pro prieta dello schermo stesso (del materiale di cui e fatto). non 
hanno generalmente nessuna importanza. E evidente anche che, 
nei casi considerati, soltanto la forma della fenditura ha impor
tanza per la diffrazione, mentre la forma della schermo opaco non 
ha importanza. 
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Tracciamo una superficie che chiuda la fenditura e sia limitata 
dal suo bordo (la sezione di questa superficie e data dalla linea tratteg
giata nella fig. 9). Di"idiamo questa superficie in elementi d'area 
dl, piccoli in confronto alle dimensioni della fenditura, ma grandi 
in confronto alIa lunghezza d 'onda della luce. In questa caso cia
scuno degli elementi raggiunti dall'onda luminosa 
puo essere considerato a sua volta come centro di 
emissione, in tutte Ie direzioni, di nuove onde. 
Considereremo il campo nel punto P come il risul
tato della sovrapposizione dei campi emessi da 
tutti gli elementi dl della superficie che chiude 
la fenditura (principia di Huygen8). 

II campo creato dall'elemento dl nel punto P 
e proporzionale al valore u del campo sull'ele
mento stesso dl (ricordiamo che il campo su dl e 
supposto tale quale esso sarebbe in assenza di 
schermo). Inoltre, esso e proporzionale alIa pro
iezione din dell 'area di dl suI piano perpendico
lare alIa direzione n del raggio giunto dalla sor-
gente di luce su df. Cio e dovuto al fatto che, 
qualunque sia la forma delI'elemento dl, il numero 
di raggi che 10 attraversa e propozzionale Ii din, e, 

/ 
/ 

\ 
\ 
I 
I 
I 

/ 
/ 

di conseguenza, anche la sua azione suI campo nel Fig. 9 
punto P e la stessa. 

Cosi, il campo creato nel punto P dall 'elemento dl e proporzionale 
ad u din. Bisogna inoltre tener conto della variazione dell 'ampiezza 
e della fase dell' onda quando essa si propaga da dl al punto P. 
Questa variazione e data dalla formula (54,3). Bisogna dunque 

moltiplicare ancQra u din per ! eikR (dove R e la distanza tra 

dl e P, e k il valore assoluto del vettore d'onda della Iuce), e si trova 
che il campo cercato e 

eikR 

au~dln, 

dove a e, per il momento, una costante da determinare. II campo 
totale in P, che e il risultato della sovrapposizione dei campi 
creati da tutti gli elementi dl, e 

(59,1) 

dove I'integrale e esteso alla superficie limitata dal bordo della fen
ditura. Questo integrale, nell'approssimazione considerata, non 
dipende ovviamente dalla forma della superficie. La formula (59,1) 
e applicabile, evidentemente, anche alla diffrazione da parte di uno 
schermo intorno al quale la luce puo propagarsi liberamente. In 
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questo caso, Ia superficie di integrazione nella (59,1) e una super
ficie infinita non contenente 10 sch.ermo. 

Per determinare Ia cost ante a, consideriamo un' onda piana che 
si propaga Iungo I'asse delle x; Ie superfici d'onda sono para lie Ie al 
piano yz. Sia u il valore del campo nel piano yz. Allora, nel punto 
P, che prendiamo sull'asse delle x, il campo e uguale ad Up = ueillx • 

D'altra parte, il campo nel punto P puo essere determinato, partendo 
dalla formula (59,1) e scegliendo per superficie d'integrazione, 
per esempio, il piano yz. Essendo piccolo l'angolo di diffrazione, 
all'integrale contribuiscono soltanto i punti del piano yz, vicini 
all'origine delle coordinate, cioe i punti nei quali y, z ~ x (x e la 
coordinata del punto P). 

Allora 

e la (59,1) da: 
+00 y2 +00 %2 

eillx r ik- r ik-
up= au-x - J e 2:1: dy. J e 2:1: dz, 

-00 -00 

dove u e cost ante (il campo nel piano yz); nel fattore 11R si puo porre 
R ~ x = costante. Sostituendo y = ~ V2xlk, gli ultimi integrali 
assumono la forma 

-00 -00 -00 

e si ottiene: Up = aueillx 2!n:. D'altra parte, Up = ueikx e, di conse

guenza,. a = 2k.. Sostituendo questa espressione nella (59,1), 
'" troviamo in definitiva la soluzione del problema posto nella 

forma 

Up - r ~ eikR dj (59,2) - J 2n:tR n' 

Nella deduzione della formula (59,2) si suppone che la sorgente 
di luca sia praticamente puntiforme, e che Ia Iuce stessa sia rigoro
samente monocromatica. II caso di una sorgente reale estesa, che 
emette raggi di luce non monocromatica non comporta, tuttavia, uno 
studio particolare. In virtu della completa indipendenza (incoerenza) 
della luce emessa da differenti punti della sorgente e dell'incoerenza 
delle diverse componenti spettrali, il risultato globale della diffra
zione si riduce semplicemente alIa somma delle distribuzioni del
}'intensitA ottenuta dalla diffrazione di ciascuna delle componenti 
indipendenti della luce. 
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Applichiamo la formula (59,2) alIa soluzione del problema della 
variazione della fase allorche il raggio passa per il punto di contatto 
con la caustica (vedi la fine del § 54). Nella (59,2) scegliamo per 
superficie d'integrazione una superficie d'onda qualsiasi e determi
niamo il campo Up nel punta P che giace su un certo raggio a di
stanza x dal suo punto d'intersezione con la superficie d'onda scelta 
(prendiamo questo punto come origine delle coordinate 0 e come 
piano yz il piano tangente alIa superficie d'onda nel punto 0). Inte
grando la (59,2) e sufficiente limitarsi a quell a piccola parte della 
superficie d' onda che si trova in prossimita del punto O. Se i piani 
xy ed xz sono stati scelti in maniera tale da farli coincidere con i 
piani principali di curvatura della superficie d'onda nel punto 0, 
in prossimita di questa punto 1 'equazione della superficie e 

y2 Z2 

X=2R.+2R2 ' 

dove RI ed Rz sono i raggi di curvatura. La distanza R tra il punto 
della superficie d'ondadi coordinate X, y, z e il punto P di coordi
nate x, 0, 0, e: 

R = V -:-(x--::X-;:,")"""z -:-+-y"""'z--'+-z-"z ~ x + L (1- __ 1_) +.:.: (~ __ 1_) . 
2 :z: R. 2:z: R2 

II campo u sulla superfiCie d' onda si PUQ considerare costante 
10 stesso si PUQ dire del fattore llR. Poiche ci interessa sol tanto 
la variazione della fase, possiamo omettere il coefficiente e scrivere 
sem plicemente: 

UP""" : J eiTtRdfn ~ 
. +00 y2 1 1 +00. z2 1 1 

~ e
t

i

Ttx J etTtT(-X-Ri)dy. J / Tt T(-X- R2)dzo (59,3) 
-00 -00 

I centri di curvatura della superficie d' onda giacciono suI raggio 
considerato nei punti x = Rl ed x = R 2 ; questi sono esattamente i 
punti di contatto del raggio con Ie due caustiche. Sia Rz < R 1• 

Per x < R z i coefficienti di i negli esponenti delle espressioni 
integrande sono positivi, e ciascuno di questi integrali contiene 
il fattore 1 + i. Di conseguenza, suI segmento di raggio, prece
dente il punto di contatto con la prima caustica, abbiamo 
Up'"'" eikx. Per R2 < x < R j , cioe suI segmento di raggio compreso 
tra i due punti di contatto, l'integrale in dy contiene il fattore 1 + i, 
e l'integrale in dz il fattore 1 - i, quindi il loro prodotto non con
tiene i. Abbiamo dunque: Up""" - ieikx = ei (Iu:-:t/2), cioe la fase 
varia ancora una volta di -nl2quando il raggio passa in pross~mita 
della prima caustica. Infine, per x> R t abbiamo Up,...; _ e'11x = 
= ei(Iu:-:t), cioe la fase varia di -n/2 quando il raggio passa in 
prossimita della seconda caustica. 
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PROBLEMA 
Determinare la distribuzione dell'intensita della luce in prossimita del 

punto di contatto di un raggio con la caustica. 
Soluzione. Per risolvere il problema, prendiamo la formula (59,2) dove 

l'integrale e esteso a una superficie d' onda sufficientemente distante dal 
punto di contatto del raggio con la caustica. Nella figura 10ab e la sezione 
di questa superficie d'onda, ed a'b' la sezione della caustica; a'b' e l'inviluppo 
della curva abo Quello che vogliamo determinare e la distribuzione dell'inten
sita in prossimita del punto di contatto 0 del raggio QO con la caustica; si 
suppone che la lunghezza D del segmento di raggio QO sia sufficientemente 

b' 

Fig. 10 

grande. Indichiamo con x la distanza lungo la normale tra il punto 0 e la caustica, 
considerando come positive Ie x dei punti della normale situati daIla parte 
del centro di curvatura. 

L'espressione integranda nella (59,2) e una funzione della distanza R tra 
un'punto arbitrario Q' sulla superficie d'onda e il punto P. Eben nota che, per 
un iviluppo, la somma delle lunghezze del segmento Q' 0' tangente nel punto 0' 
e dell'ar?o 00'. e uguale alIa l~ngh.ezz~ del sepnento Q~ ~angen~e n~l punto O. 
Quando I puntl 0 ed 0' sono vicim, SI ha 00 = ep (p e 11 ragglO dl curvatura 
della caustica nel punto 0). Percio la lunghezza Q' 0' = D - ep. Per quanto 
concerne la distanza Q'O (lungo la retta), essa e uguale approssimativamente 
(l'angolo a e supposto piccolo) a: 

Q'O ~ Q'O' + p sen a = D - 6p + p sen a ~ D _P:s. 
Infine, la distanza R = Q' PeR ~ Q'O - x sen a ~ Q'O - xe, cioe 

1 
R ~ D-xe-lfpes. 

Sostituendo questa espressione nella (59,2), troviamo: 
+00 illl> 00 

up""' J e -illx6--6-6
S 

de=2 J cos (kxe+ k: es ) de 
-00 0 

(il fattore i!D, che varia lentamente, non ha un'importanza sostanziale nel
l'espressione integranda rispetto al fattore esponenziale e si puo conside
rarlo costante). Introducendo la nuova variabile d'integrazione 6 = (kp/2)lJ36 
otteniamo: • 
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dove <I> (t) e la funzione di Airy 1). Per l'intensita I ~ \ Up\2 troviamo: 

I =2A ( 2~2 r" (!l2 (r V 2~2 ) 

(per la scelta del fattore costante vedi pili avanti). 
Dall'ultima formula, per valori positivi grandi di x, l'espressione asinto

tica e 
A ( 4x

3/
2 

-. /W) 
I ~ 2 V;; exp --3-V-p- , 

cioe l'intensita decresce esponenzialmente (zona d'« ombra »). Per valori asso
luti negativi grandi di x, abbiamo: 

2A [ 2 (-X)3/2 -. / 2k2 n ] 
I ~ V -x sen

2 
3 V-p-+T' 

cioe l'intensita oscilla rapidamente; il valore medio di I rispetto a queste oscil
lazioni e 

- A 
1= 11 . 

-x 

Da cui risulta chiaro il significato della costante A: essa definisce l'intensita 
in regioni lontane dalla caustica che si avrebbero secondo l'ottica geometrica 
in assenza dei fenomeni di diffrazione. 

La funzione <I> (t) raggiunge il valore massimo, uguale a 0,949, 
per t = -1,02; di conseguenza, l'intensita massima si ottiene per x (2k2/p)1/3 = 
= -1,02, dove 

I =2,03Ak1/sp_1/8 

1) La funzione di Airy <I> (t) e data dalla formula 
00 

<I> (t) = -Vn J cos ( ~ + st ) ds 
o 

(1) 

(vedi vol. III, Meccanica quantistica, § b). Per valori positivi grandi di t, la 
lunzione <I> (t) decresce esponenzialmente secondo la legge asintotica 

<I> (t) ~ _1_ exp (_~ t 8/z) (2) 
2t1/, 3' 

Per valori negativi grandi di t la funzione <I> (t) oscilla con un'ampiezza decre
scente secondo la legge 

(ll (t) ~ (_ !)1/4 sen [ ; (- t)812+ ~ ] • (3) 

La funzione di Airy e legata alIa funzione di MacDonald (funzione di Hankel 
modificata) dell 'ordine 1/3 dalla formula: 

<D(t)=V ;n K1/S (; t
3/2). (4) 

La (2) corrisponde all'espressione asintotica delle funzioni K,,(t): 

Kv(t) ~ y ~ e-t . 
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(nel punto stesso di contatto del raggio con la caustica, x = 0, si ha 
I = 0,89 Ak 1/lrp-1/6, essendo <I> (0) = 0,629). In tal modo, in prossimita della 
caustica l'intensit~ e proporzionale a k 1/3, cioe a ')..-1/3 (').. e la lunghezza d'onda). 
Per').. -+ 0, l'intensita, come sappiamo (cfr. §' 54), tende all'infinito. 

§ 60. Di//razione di Fresnel 

Se ia sorgente luminosa e il punta P, dove vogliamo determinare 
l'intensita della luce, si trovano ad una distanza finita dallo 
schermo, contribuisce all'intensita in P solo una piccola regione 
della superficie d' onda alla quale e estesa l'integrazione nella 
(59,2); questa regione giace in prossimita della retta che congiun
ge la sorgente luminosa con il punta P. Infatti, poiche Ie deviazio
ni dall'ottica geometrica sono piccole, l'intensita della luce che 
giunge in P dai diversi punti della superficie d'onda diminuisce molto 

Fig. if 

rapidamente allontanandosi dalla retta in questione. I fenomeni di 
diffrazione in cui intervengono soIamente regioni piccole della 
superficie d'onda sono detti Ie di/frazioni di Fresnel. 

Consideriamo Ia diffrazione di Fresnel da parte di uno schermo. 
In virtu della pro prieta indicata all'inizio del paragrafo, dato il 
punto P e rilevante soltanto una piccola parte del bordo dello 
schermo. Per tratti sufficientemente piccoli si puo sempre supporre 
che il bordo dello schermo sia rettilineo. In seguito, con schermo 
intenderemo proprio un piccolo tratto rettilineo. 

Scegliamo come piano xy il piano passante per la sorgente della 
Iuce incidente Q (fig. 11) e per la linea che definisce il bordo dello scher
mo. Scegliamo il piano xz, perpendicolare al piano xy in maniera 
che passi per il punto Q e il punta d' osservazione P dove si vuole 
determinare 1 'intensita della Iuce. Infine, prendendo l' origine delle 



PROPAGAZIONE. DELLA LUCE 203 

coordinate 0 sulla linea che costituisce il bordo dello schermo, la 
posizione di tutti e tre gli assi risultera completamente definita. 

Sia Dq la distanza della sorgente Q dall'origine delle coordinate. 
Indichiamo con Dp la coordinata x del punto d'osservazione P e con 
d la sua coordinata z, cioe la distanza dal piano xy. Secondo l'ottica 
geometrica, la Iuce potrebbe arrivare soltanto nei punti situati 
sopra il piano xy; la regione situata sotto questo piano dovrebbe 
rimanere, sempre secondo l'ottica geometrica, in ombra (zona 
dell'ombra geometrica). 

Determiniamo ora la distribuzione dell'intensita della luce 
dietro 10 schermo, in prossimita della frontiera dell'ombra geometri
ca, cioe per valori piccoli di d (rispetto a Dp e D </). Un valore nega
tivo di d significa che il punto P si trova nella zona dell' ombra 
geometrica. 

Per superficie d'integr.azione nella (59,2) prendiamo il semipiano 
passante per il bordo dello schermo e perpendicolare al piano xy. Le 
coordinate x ed y dei punti di questa superficie sono legate dalla 
relazione x = y tg a (a e l'angolo tra la linea del bordo dello schermo 
e l'asse delle y), e la coordinata z e positiva. II campo dell'onda inci
dente alIa distanza R q dalla sorgente Q e proporzionale al fattore 
exp (ikRq). Ne segue che il campo u sulla superficie d'integrazione 
e proporzionale a 

u -- exp [ik -V yS +. Z2 + (Dq + y tg a)2]. 

Nell'integrale (59,2) bisogna ora sostituire R con 

R = -Vy2 + (z - d)s + (Dp - y tg a)2. 

Nell'espressione integranda, i fattori Ientamente variabili sono poco 
importanti rispetto all'esponenziale. Possiamo dunque considerare 
lIR come cost ante e sostituire din con dy dz. Per il campo nel punto 
P troviamo allora: 

+00 co 

Up -- J J exp [ikV (Dq +ytga)2+ y2 + Z2+ 
-00 0 

+ V(Dp -ytga)2+ y2+(z-d)2] dydz. (60,1) 

Come abbiamo gia detto, Ia Iuce giunge nel punto P proveniente 
soprattutto dai punti del piano d'integrazione, vicini lid O. Quindi 
nell'integrale (60,1) danno un apporto sensibile soltanto valori 
piccoli (rispetto a Dq e Dp) di y e z. Possiamo quindi scrivere: 

11 yllseclla.+zB 
y (Dq+ytga)2+y2+z2~ Dq+ 2Dq + ytga, 

V(Dp- ytga)2+ y2+ (z-d)"2 ~ Dp+ yllsecl~(z-d)1 -ytga • 
. p 
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Sostituiamo queste espressioni nella (60,1). Poiche il campo ci inte
ressa sol tanto come funzione della distanza d, possiamo quindi 
omettere il fattore costante exp Uk (Dp + D q)] e anche l'integrale 
in dy che pure non contiene d. Troviamo allora: 

Questa espressione puC> essere scri tta nella forma seguente: 

1 [( 1 1) d JZ_ 
[

• d2 ] r .2 Dp+n; z-Dp 
Up "" exp zk 2 (D +D) J exp zk 1 1 dz. 

p q 0 -+-_ Dp Dq 

(60,2) 

L'intensita della luce e determinata dal quadrato del campo, cioe 
dal quadrato del modulo 1 up 12. Dunque, il fattore che precede 
l'integrale non ha importanza per la determinazione dell'intensita, 
perche ha modulo unitario. Con una sostituzione evidente l'integ
rale si riduce alla forma 

(60,3) 

dove 
-./ kDq 

w=d V 2Dp(Dq+Dp} (60,4) 

Cosl, l'intensita I nel punto P e: 

1= ~o I vi! r ei
1l2 dll r = ~o [( C (W2) + ~ r + (S (W2) + ~ fJ, 

-w 

(60,5) 
dove 

sono i cosiddetti integrali di Fresnel. La formula (60,5) rappresenta 
la soluzione del problema, determinando l'intensita della luce 
come una funzione di d; 10 e l'intensita nella zona illuminata in 
punti sufficientemente distanti dal confine della zona d'ombra, cioe 
per w ~ 1 (al limite w ~ 00 si ha C (00) = S (00) = 1/2), 
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Le zone dell'ombra geometrica corrispondono a w negative. E 
facile stabilire la forma asintotica della funzione I (w) per valori 
grandi negativi di w. A questa scopo procediamo come segue. Inte
griamo per parti~ 

00 00 

r ei1}1 df) = __ 1 __ eiw2 +..!.. r ei1}' d1] • 
J 2i / w / 2t J 1]' 

1101 110/ 

Integrando per parti ancora una volta nel secondo membro di questa 
uguaglianza e ripetendo questa procedimento, otteniamo una serie 
di potenze di 1/ 1 w I: 

00 

r ei1}2 d'l'l _ efw2 ( ___ 1_ + _1_ _ ) J '1 - 2i / w / 4/ w /3 • •• • 
1101 

(60,6) 

Sebben e una serie infinita di questo tipo non sia convergente, gia 
il suo primo termine da, per valori di 1 w 1 sufficientemente grandi, 
una buona rappresentazione della funzione a primo membro, poicM 
per 1 w 1 i termini successivi tendono rapidamente a zero. (Tali serie 
sono dette asintotiche). In tal modo, per l'intensita 1 (w) (60,5) 
otteniamo la seguente espressione asintotica, valida per valori grandi 
negativi di w: 

I=~. 
411W2 

(60,7) 

Si vede che nella zona dell' ombra geometric a , in regioni lontane dal 
confine, l'intensita tende a zero in modo inversamente pro porzio
nale al quadrato della distanza dal confine stesso. 

Consideriamo ora i valori positivi di w, cioe la zona sopra il 
piano xy. Scriviamo: 

00 +00 -w 00 

) eiTJ2 df) = J eiTlS df) - J e i 1}2 df) = (1 + i) Y ~ - J e i1}1 df). 
-w -00 -00 to 

Per w sufficientemente grandi si pui) utilizzare la rappresentazione 
asintotica dell'integrale del primo membro dell'uguaglianza, e si 
avra: 

(60,8) 
-10 

Sostituendo questa espressione nella (60~5), otteniamo: 

[ y'T sen (wz- ~ ) ] 
1=10 1+ - . 

1& W 
(60,9) 
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In tal modo, nella regione illuminata, distante dal confine 
dell'ombra, l'intensita presenta infiniti massimi e minimi, cosicche 
il rapporto IlIa oscilla intorno al valore 1. L'ampiezza di queste 
oscillazioni diminuisce al crescere di w in modo inversamente 
proporzionale alla distanza dal confine dell'ombra geometrica, 
mentre i punti di massimo e minimo si avvicinano. 

Per valori piccoli di w la funzione I (w) ha qualitativamente Ie 
stesse proprieta (fig. 12). Nella zona dell'ombra geometrica I'in
tensita decresce monotonamente quando ci si allontana dal confine 

Dmbra. 
geometrica 

Fig. f2 

L 
10 

Regione illuminata. 

w 

dell'ombra (su cui IlIa = 1/4), Per w positivi I'intensita ha dei 
massimi e der minimi alternati. Nel primo massimo, il maggiore, 
IlIa = 1,37. 

§ 61. Diffrazione di Fraunhofer 

I fenomeni di diffrazione generati dllll'incidenza su schermi di 
fasci piani e paralleli presentano un interesse particolare per Ie appli
cazioni fisiche. In seguito alIa diffrazione il fascio cessa di essere 
parallelo e la luce si propaga anche in direzioni differenti dalla 
direzione iniziale. Poniamo il problema di determinare la distri
buzione in direzioni dell'intensita della luce diffratta a grandi 
distanze oltre 10 schermo (questa situazione corrisponde alIa 
cosiddetta diffrazione di Fraunhofer). Ci limitiamo, intanto, 
ancora una volta al caso di deviazioni piccole dalI'ottica geomet
rica, supponendo cioe piccoli gli angoli di deviazione dalla dire
zione iniziale dei raggi (angoli di diffrazione). 

II problema posto si potrebbe risolvere partendo dalla formula 
generale (59,2) e passando in essa al limite per cui la sorgente lumi
nosa e il punto d'osservazione sono separati dallo schermo a una 
distanza infinita. Una caratteristica particolare del caso considerato 
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sta nel fatto che nell'integrale che definisce I'intensita della luce 
diffratta, la superficie d'onda, alIa quale e estesa I'integrazione, ha un 
ruolo essenzia1e (contrariamente al caso della diffrazione di Fresnel, 
doveerano effettivamente import anti solamente Ie parti della super
ficie d'onda vicine al bordo dello schermo)1). 

E pill semplice, pero, riesaminare il problema posto, senza 
ricorrere alIa formula generale (59,2). 

Indichiamo con Uo il campo che si avrebbe oltre 10 schermo 
se Ie leggi dell' ottica 'geometrica fossero rigorosamente valide. Esso 
rappresenta un'onda piana la cui" sezione trasversale comprende, 
tuttavia, dei tratti (corrispondenti all' « ombra» degli schermi 
opachi) dove il campo e nullo. Indichiamo con S la parte del piano 
della sezione trasversale dove il campo Uo e differente da zero; 
siccome ciascun piano di questo genere e una superficie di un'onda 
piana, si ha Uo = costante su tutta I' area S. 

In realta, un'onda la cui sezione trasversale ha un'area lim i
tata, non puo essere rigorosamente piana (vedi § 58). Lo sviluppo 
spaziale di Fourier di questa onda contiene componenti con vet
tori d' onda di direzioni diverse; questo fatto sta all' origine dei 
fenomeni di diffrazione. 

Sviluppiamo il campo U o in un integrale doppio di Fourier 
secondo Ie coordinate y, z nel piano della sezione trasversale del
l'onda. Per Ie componenti di Fourier si ha: 

Uq = J J Uoe- iqr dy dz, (61,1) 
B 

dove q sono vettori cost anti nel piano yz; l'integrazione e effettuata 
di fatto soltanto sulla parte S del piano yz, dove Uo e diffe
rente da zero. Se k e il vettore d'onda dell'onda incidente, alIa 
componente uqeiqr del campo corrisponde il vettore d'onda k' = 
= k + q. In tal modo, il vettore q = k' - k determina la varia
zione del vettore d' onda della luce nella diffrazione. Siccome i valori 
assoluti sono k = k' = role, ne segue che i piccoli angoli di diffra
zione 8y e 8z nei piani xy ed xz sono legati alle componenti del vettore 

1) Si possono ottenere facilmente i criteri per distinguere Ie diffrazioni di 
Fresnel e di Fraunhofer, riprendendo la formula (60,2) ed applicandola, per 
esempio, ad una fessura di larghezza a (in luogo del bordo di uno schermo iso
lato). L'integrazione su dz nella (60,2) sara fatta allora da ° ad a. La diffrazione 
di Fresnel corrisponde al caso in cui nell'esponenziale dell'espressione integranda 
il termine in Z2 e essenziale e l'estremo superiore d'integrazione puo essera 
sostituito con 00. A questa scopo si dovra avera: 

kas (_1 + _1 ) ~ f. 
Dp Dq 

Al contrario, se questa disuguaglianza ha il segno opposto, il termine in ,.. 
puo essere omesso e si ha il caso della diffrazione di Fraunhofer. 
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q dalle relazioni 

(61,2) 

Quando la deviazione dall' ottica geometrica e piccola, si puo 
supporre che Ie componenti dello sviluppo del campo Uo coincidano 
con quelle del campo reale della luce diffratta, cosicche la formula 
(61,1) risolve il problema posto. 

La distribuzione dell'intensita della luce diffratta e determinata 
dal quadrato 1 Uq 12 come funzione del vettore q. II Iegame quantita 
tivo con l'intensita della luce incidente e dato dalla formula 

r r 2 d d r r I 2 dqy dqz J J Uo Y Z = J J Uq / (2n)2 (61,3) 

(efr. (49,8». Si vede che I'intensita relativa della diffrazione nell'ele
mento d'angolo solido do = d8 yd8z e data dall'espressione: 

-- - -- -- do 
I Uq 12 dqy dqz _ ( W ) 21 Uq 12 

u6 (2n)2 2nc Uo . (61,4) 

Consideriamo la diffrazione di Fraunhofer da due schermi « com
plementari » tra di loro: il primo schermo ha una fenditura laddove 
il secondo e opaco, e viceversa. Indichiamo con u(l) ed U(21 

i campi della luce diffratta da questi schermi (se la Iuce incidente 
in ambedue i casi e uguaIe). Siccome u~ll ed u~t sono dati dagli inte
grali (61,1) presi sulle aree delle fenditure negli schermi e Ie fendi
ture di ambedue gli scermi si completano vicendevoimente sino a 
costituire un piano intero, la somma U~ll + U~21 e Ia componente 
di Fourier del campo che si ottiene in assenza degli schermi, cioe 
del campo prod otto semplicemente dalla Iuce incidente. La luce 
incidente rappresenta pero un'onda rigorosamente piana con una 
determinata direzione di propagazione, quindi U~ll + U~21 = 0 per 
qualsiasi q differente da zero. In tal modo, si ha u~r = - u~t oppu
re, per Ie intensita corrispondenti, 

/ u&1l12 = / U&II/2 per q:::f= 0: (61,5) 

Cio vuol dire che gli schermi complementari danno distribuzioni 
identiche di intensita della luce diffratta (principio dt Babinet). 

Ricordiamo qui una conseguenza interessante del principio di 
Babinet. Consideriamo un corpo nero qualsiasi, cioe un corpo che 
assorbe totalmente tutta la luce incidente. Secondo I' ottica geome
trica, I'illuminazione di un tale corpo produrrebbe dietro di esso u&a 
zona dell'ombra geometrica Ia cui sezione avrebbe un'area uguale 
all' area della sezione del corpo nella direzione perpendicolare a 
queUa d'incidenza della luce. La presenza della diffrazione pro
vochera pero una parziale deviazione della luce dalla direzione 
iniziale. Come risultato, a grandi distanze dal corpo nero non 
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ci sara ombra, ma, insieme alla luce che si propaga nella direzione 
iniziale, si avra pura luce propagantesi sotto piccoli angoli rispetto 
aUa direzione iniziale. £ facile determinare 1 'intensita di questa 
luce detta diffusa. A questo scopo, osserviamo, che in virtu del 
principio di Babinet, la quantita di luce deviata in seguito aUa 
diffrazione suI corpo considerato e uguale alla quantita di luce che 
devierebbe neUa diffrazione su una fenditura praticata su schermo 
opaco, la cui forma e area coincidano con la forma e area della 
sezione trasversale del corpo. Nel caso della diffrazione di 
Fraunhofer da una fenditura de via tutta la luce passante per essa. 
Ne segue che la quantita totale della Iuce diffusa dal corpo nero 
e uguale alIa quantita di luce incidente sulla sua superficie e da 
esso assorbita. 

PROBLEMI 
1. Determinare la diffrazione di Fraunhofer di un'onda piana che incide 

normalmente su una fenditura infinita (di larghezza 2a) con bordi paralleli 
ricavata da uno schermo opaco. 

S oluzione. Prendiamo il piano della fenditura per piano yz, e dirigiamo l' asse 
delle z lungo la fenditura (la fig. 13 rappresenta la sezione dello schermo). Per 

I 
I 
I 
I 
I 

--:a---~---;a--Y 

Fig. 13 

1\ 
I---' 
19 '. 
I \ 
I \ 

! ~' 
I 

X 

Fig. 14 

una incidenza normale della luce, il piano della fenditura e una delle superficie 
d'onda. che ,s~eg~i~mo per super~icie d'integrazione nella (61,1). Dato che 
l~ fend1tura e lllflll1ta, la. luce dev1a soltanto nel piano xy (l'integrale (61,1) 
Sl annulla per qz =1= 0). D1 conseguenza, 10 sviluppo del campo Uo va fat to sol
tanto secondo la coordinata y: 

-a 

. 2uo e-tqy dy = -- sen ga. 
g 
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L'intensita della luce diffratta nell'intervallo angolare d8 e 

dI = ~ 1 ~ 12 .!!L =....!.L sen
2 

ka8 d8 
2a Uo 2n nak 82 ' 

dove k = oolc, 10 e l'intensitil totale della luce incidente sulla fenditura. 
dlld8 come funzione deU'angolo di diffrazione ha la forma rappresentata 

nella fig. 14. Quando 8 si sposta dal valore 8 = 0, l'intensitil ha una serie 
di massimi la cui altezza diminuisce rapidamente. I massimi sono separati da 
minimi nei ~unti 8 = nnlka (n intero) dove l'intensitil e nulla. . 

2. Risolvere il problema precedente per la diffrazione da un reticolo: cioe 
da uno schermo piano attraversato da una serie di fenditure parallele identiche 
(la larghezza di una fenditura e 2a, la larghezza di un tratto opaco che separa 
due fenditure vi cine e 2b, il numero di fenditure N). 

Soluzione. Prendiamo il piano del reticolo per piano yz, e dirigiamo l'asse 
delle z parallelamente alle fenditure. La diffrazione avril luogo nuovamente 
nel piano xy, e l'integrazione nella (61,1) da: 

N-1 
1_e-2iNqd 

Uq=u' ~ e-2inqd=u' . 
q L.J q 1_e-21qd 

n=O 

dove d = a + b, e u~ e il risultato deU'integrazione fatta su una fenditura. 
Sfruttando i risultati del problema 1, abbiamo: 

dl = loa ( sen Nqd )2 ( sen qa )2 d = ~ ( sen Nk8d )2 senz ka8 d8 
Nn sen qd qa q Nnak sen k8d 82 

(/0 e l'intensitil totale della luce passante per tutte Ie fenditure). 
Per un numero grande di fenditure (N ........ 00), questa formula puo esser scritta 

in un'altra forma. Per i valori q = nn/d (n e un numero intero), dI/dq ha 
dei massimij in prossimita di un massimo (cioe per qd = nn + I!. I! piccola) si ha: 

dl=l a (~)2 senlNI! d 
o qa nNe'!. q. 

Ma per N ........ 00, si puo usare la proprietil1) 

1
. sen2Nx 
1m 

N_oo nNx2 IS (x). 

Di conseguenza, in prossimita di ogni massimo si ha: 

dl = 10 : ( se:a
qa r IS (e) de, 

cioe i massimi hanno al limite una larghezza infinitesima, c l'intensitA totale 
della luce neU'n-esimo massimo e 

I(n) = I ~ senS (nnald) 
o n2a n2 

1) Per x =1= 0, la funzione a primo membro deU'uguaglianza e nulla e, in 
virtu delle formule note daUa teoria delle serie di Fuorier, si ha ' 

a 

lim (~S f(x) se~~x dX)=f(O). 
N-oo n x • 

-a 

da cui si vede che Ie proprieta di questa funzione coincidono effettivamente 
con Ie proprieta della funzione IS (vedi nota alIa pag. 100.) 
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3. Determinare la distribuzione dell'intensita nelle varie direzioni per 
diffrazione della luce incidente in direzione normale su una apertura circolare 
di raggio a. 

Soluzione. Introduciamo Ie coordinate cilindriche z, r, <p e l'asse delle z 
passante per il centro della apertura e ad essa perpendicolare. E: evidente che 
la diffrazione e simmetrica rispetto all'asse delle z, e guindi il vettore q ha 
solamente una componente radiale qr = q = HI. Misurando l'angolo <p a par
tire dalla direzione di q ed integrando nella (61,1) suI piano dell'apertura, 
troviamo: 

a 2n a 

uq = Uo J J e -iqr cos(j)r d<p dr= 2nuo J Jo (qr) r qr, 

o 0 0 

dove J o e la funzione di Bessel d'ordine zero. Con l'aiuto della nota formula 

ricaviamo: 

a 

J J o (qr) rdr= : J 1 (aq) 

o 

2nuoa 
uq=--Jt(aq), 

q 

e, in virtu della (61,4), troviamo in definitiva l'intensita della luce diffratta 
neU'eIemento d'angolo solido do: 

dI -j Jf (ak8) d 
- 0 n8z 0, 

dove 10 e l'intensita tot ale della Iuce incidente. 

14· 



Capitolo VIII 

CAMPO DI CARICHE IN MOTa 

§ 62. Potenziali ritardati 

Nel capitolo V abbiamo studiato il campo costante generato da 
cariche in quiete, nel capitolo VI abbiamo considerato un campo varia
bile rna in assenza di cariche. Passiamo ora allo studio di campi 
variabili in presenza di cariche animate da un moto arbitrario. 

Deduciamo Ie equazioni che determinano i potenziali di un campo 
generato da cariche in moto. A questo scopo la notazione quadri
dimensionale risulta pili comoda; ripetiamo qui nuovamente la 
deduzione fatta alIa fine del § 46 con la sola differenza che bisogna 
prendere in questo caso Ie equazioni di Maxwell (30,2) 

aFik. 431: .i 
axil. = --c- J 

dove il secondo membro e differente da zero. Un secondo membro 
identico apparira anche nell'equazione (46,8), e dopo aver imposto 
ai potenziali la condizione di Lorentz 

aA i 1 a 
- = ° cioe - ~ + div A = 0 (62,1) axi' c at ' 

otteniamo: 

(62,2) 

Questa e l'equazione che definisce i potenziali di un campo elettro
magnetico arbitrario. In forma tridimensionale, questa equazione 
si scrive sotto forma di due equazioni: per A e per Ijl: 

1 a2A 43t • 
dA----= --J (62,3) c2 at 2 c' 

1 a2<p dm----= -4no. 
'1' c2 at 2 I 

(62,4) 

Per un campo cost ante esse si riducono alle gia note equazioni (36,4) 
e (43,4), e per un campo variabile senza cariche aIle equazioni d'onda 
omogenee. 

La soluzione delle equazioni lineari non omogenee (62,3) e (62,4) 
puo essere rappresentata, come e noto, come somma della solu-
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zione generale delle equazioni omogenee associate e un integrale 
particolare delle equazioni stesse. Per trovare questo integrale 
particolare, dividiamo tutto 10 spazio in elementi infinitesimi e 
determiniamo il campo generato da una carica in uno di questi 
elementi di volume. In virtu della linearita delle equazioni, il 
campo reale sara uguale alla somma dei campi creati da tutti gli 
elementi di questo tipo. 

La carica de nell 'elemento di volume dato e generalmente una 
funzione del tempo. Se si prende l'origine delle coordinate nell'ele
mento di volume considerato, Ia densita della carica sara allora 
p = de (t) () (R), dove R e la distanza dall'origine delle coordinate. 
In tal modo, dobbiamo risolvere l'equazione 

1 a2cp 
.1<p -""'C2 at 2 = - 4n de (t) () (R). (62,5) 

() (R) e nulla ovunque, tranne che nell'origine delle coordinate, 
e si ha l'equazione 

(62,6) 

E evidente che nel caso considerato <p e dotata di simmetria centrale, 
cioe e funzione soltanto di R, oltre che di t Quindi, se si scrive 
l'operatore di Laplace in coordinate sferiche, l'equazione (62,6) 
assume la forma 

1 a (2acp) 1 a2cp_O 
7f2 aR R aR -""'C2 at2 - • 

Per risolvere questa equazione, facendo la sostituzione <p = 
= X (R, t)/R, per X otteniamo: 

azx 1 azx 
8R2 -7 al2 = O. 

Questa e pera I'equazione delle onde piane la cui soluzione e (vedi 
§ 47): 

Poiche stiamo cercando soltanto un integrale particolare deI
l'equazione, e sufficiente allora prendere una sola delle funzioni It 
ed 12' E di solito piu comodo porre 12 = 0 (vedi piu avanti). Allora 
il potenziale <p e ovunque, tranne che nell'origine delle coordinate, 

x (t-~) 
<p= R • (62,7) 

La funzione X in questa uguaglianza e per il momento arbitra
ria; possiamo quindi sceglierla in maniera tale da otten ere il giusto 
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valore anche nell'origine delle coordinate. In altri termini, dobbia
mo 'scegliere X in modo tale che nell' origine delle coordinate sia 
soddisfatta l'equazione (62,5). Per fare questo osserviamo che 
per R -+ 0 il potenziale stesso tende all'infinito, e che, di conse
guenza, Ie sue derivate rispetto aIle coordinate crescono pili 
velocemente delle derivate rispetto al tempo. Percio, quando R -+ 0, 

si puo trascurare nell'equazione (62,5) il termine c12 ~:~ rispetto a 

dIP. AHora (62,5) si riduce all'equazione gia nota (36,9) che porta 
alIa legge di Coulomb. In tal modo, vicino all'origine delle coordi
nate la formula (62,7) deve coincidere con la legge di Coulomb, donde 
segue che X (t) = de (t), cioe 

de (t --¥) 
'P= R 

E ora facile passare alIa soluzione dell'equazione (62,4) per 
una distribuzione arbitraria delle cariche p (x, y, z, t). E sufficiente 
a questo scopo scrivere de = p dV (dV e l'elemento di volume) ed 
integrare in tutto 10 spazio. AHa soluzione dell' equazione non omo
gene a (62,4) COS! ottenuta si puo aggiungere an cora un' altra solu
zione 'Po di questa equazione omogenea. In tal modo, la soluzione 
genera Ie e 

'P (r, t) = J ! p ( r' , t - ~ ) dV' + 'Po. (62,8) 

R=r-r', dV'=dx'dy'dz', 

dove r = (x, y, z). r' = (x', y', z'); R e la distanza tra l'elemento 
di volume dV e il « punto d' osservazione » nel quale vogliamo deter
min are il potenziale. In forma concisa questa espressione si puo 
scrivere: 

'P = J Pt-;/c dV + 'Po. (62,9) 

dove 1 'indice t - Ric significa che i1 valore di p deve essere preso 
all'istante t - Ric, e l'apice di dV e omesso. 

In modo analogo per il potenziale vettore abbiamo: 

A = ! J itRRIC dV + Ao. (62,10) 

dove Ao e la soluzione dell' equazione omogenea associata. 
Le espressioni (62,9) e (62,10) (senza 'Po ed Ao) si chiamano poten

ziali ritardati. 
Nel caso di cariche immobiIi (cioe quando la densita p non 

dipende dal tempo) la formula (62,9) si riduce alla formula gia 
nota (36,8) per il potenziale di un campo elettrostatico; per quanto 
riguarda la formula (62,10), ner caso di un moto stazionario 
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delle cariche essa (dopo aver preso la media) si riduce all 'espres
sione (43,5) per il potenziale vettore di un campo magnetico 
costante. 

Le grandezze lJlo ed Ao nelle (62,9) e (62,10) vengono deter
minate in modo tale da soddisfare Ie condizioni del problema. E 
evidente che a questa scopo sarebbe sufficiente porre Ie condizioni 
iniziali, cioe il campo nell'istante iniziale. Tuttavia, nei proble
mi pratici non si hanno tali condizioni. Si hanno invece delle 
condizioni cui devono soddisfare Ie equazioni in reggioni molto 
distanti dal sistema di cariche a ogni istante. Piu precisamente, 
viene data una radiazione esterna incidente suI sistema. In queste 
condizioni, il campo genera to dall'interazione di questa sistema 
con la radiazione si distingue dal campo esterno soltanto per la 
radiazione emessa dal sistema. La radiazione emessa dal sistema, 
a grandi distanze, deve avere l'aspetto di un'·onda che si propaga 
dal sistema verso l'esterno, cioe nella direzione di R crescente. 
Questa condizione e appunto soddisfatta dai potenziali ritardati. 
In tal modo, quest 'ultimi rappresentano il campo generato dal 
sistema, e IJl 0 ed Ao debbono essere identificati con il campo esterno 
agente suI sistema. 

§ 63. Potenziali di Lienard-Wiechert 

Determiniamo i potenziali di un campo creato da una carica 
puntiforme in moto lungo la traiettoria f = fo (t). 

In virtu delle equazioni dei potenziali ritardati, il campo nel 
punta d'osserva.done P (x, y, z) e determinato nell'istante t dallo 
stato di moto della carica nell'istante precedente t' per il quale il 
tempo di propagazione del segnale luminoso dal punta dove e loca
lizzata la carica fo (t') al punta d'osservazione P coincide precisa
mente con la differenza t - t'. Sia R (t) = f - fo (t) il raggio vet
tore uscente dalla carica e verso il punto P; analogamente a fO (t), 
esso e una funzione data del tempo. AHora l'istante t' e determinato 
dall' equazione 

t' + R (t') = t. 
c 

Per ogni valore di t, questa equazione ha una sola radice t'l). 

(63,1) 

1) Questo fatto e abbastanza evidente di per se stesso, mapuo essere veri
ficato anche direttamente. A questo scopo, prendiamo per punto d'osservazione P 
nell'istante t l' origine 0 di un sistema quadridimensionale di coordinate e costruia
mo cono di luce (vedi § 2) con il vertice nel punto O. La falda inferiore di 
questa cono, che abbraccia la regione del« passato assoluto It (rispetto all'evento 0), 
rappresenta illuogo geometrico di punti d'universo tali che un segnale luminoso 
emesso da questi punti raggiunge il punto O. I punti d'intersezione di questa 
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Nel sistema di riferimento di quiete della particella nell'istante 
t', il cam po nel punto d' osservazione nell' istante t e dato sem
plicemente dal potenziale coulombiano, cioe 

(63,2) 

Le espressioni dei potenziali in un sistema di riferimento arbitrario 
si possono ora ottenere scrivendo un quadrivettore tale che per la 
velocita v = 0 dia i valori della (63,2) per cp ed A. Notando che, in 
virtu della (63,1), cp nella (63,2) si puo anche scrivere nella 
forma 

e 
cp = C (t-t ' ) , 

troviamo che il quadrivettore cercato e 

A', ui =e--, 
RkUk 

(63,3) 

dove Uk e la 4-velocita della carica, e il quadrivettore Rk = [c (t -
- t'), r - r'l, dove x', y', Zl, t' sono legate tra di loro dalla rela
zione (63,1); quest'ultima pua essere scritta in forma invariante come 

RkRk = O. (63,4) 

Passando ora aIle notazioni tridimensionali, otteniamo Ie seguen
ti espressioni per i potenziali del campo creato da una carica punt i
forme animata da un moto arbitrario: 

e ev 
A= R' 

c (R--7-) 
(63,5) 

cp = ( VR)' R--
c 

dove R e il raggio vettore uscente dal punto dove si trova la carica 
al punto d'osservazione P, e tutte Ie grandezze nei secondi membri 
delle uguaglianze deb bono essere prese nell'istante t' definito dalla 
(63,1). I potenziali del campo nella forma (63,5) sono detti poten
ziali di Lienard-Wiechert. 

Per calcolare Ie intensita dei campi elettrico e magnetico secondo 
Ie relazioni 

1 aA 
E= ----grad m , H=rotA, c at 't' 

bisogna derivare cp ed A rispetto aIle coordinate x, y, z del punto ed 
al tempo d'osservazione t. Le formule (63,5) esprimono pera i poten-

ipersuperIicie con la linea d'universo descritta dalIa carica corrispondono esat
tamente aIle radici dell'equazione (63,1). Poiche la velocita di una particella 
e sempre inferiore alla velocita della luce, la sua linea d'universo e in ogni punto 
meno inclinata sull'asse del tempo che non la superficie del cono di Iuce. Ne 
risulta quindi che la linlla di universo della particella puo intersecare la falda 
inferiore del cono di Iuce in un solo punto. 
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ziali come funzioni di t', e soltanto la relazione (63,1) permette di 
esprimerli come funzioni implicite di x, y, z, t. Bisogna dunque, 
per calcolare Ie derivate cercate, calcolare preIiminarmente Ie deri
vate rispetto a t'. Derivando la relazione R (t') = c (t - t') rispetto 
a t, otteniamo; 

raR = aR!£= _ Rv.!£= (1-~) 
at at' at R at C at 

(l'espressione aR/at' si ottiene derivando l'identita R2 = R2 e 
sostituendo aR (t')/at = - v (t'); il segno meno e dovuto a1 fatto 
che R e il raggio vettore della carica e verso il punto P, e non vice
versa). Di qui 

at' 1 
Tt= 1- vR 

Rc 

(63,6) 

Analogamente derivando la stessa relazione rispetto aIle eoordina
te si ottiene: 

grad t' = - ~ grad R (t') = - ~ (:~ grad t' + ! ) , 
donde 

gradt' = 
R 

(63,7) 

Queste formule permettono senza difficolta di calcolare i campi 
E ed H. Omettiamo i ca1coli intermedi e diamo il risultato finale: 

(R - : R) + C2 ( R ~ ~ ) 3 [R [ ( R - : R) ~ ] ] ' 

1 
H=[f[RE]. 

(63,8) 

(63,9) 

Si ha qui v = av / at'; tutte Ie grandezze dei secondi membri delle 
uguagIianze sono prese nell'istante t'. E interessante notare che i1 
campo magnetico e ovunque perpendicolare al campo elettrico. 

II campo elettrico (63,8) e composto di due termini di carattere 
differente. II primo termine dipende solamente dalle velocita della 
particella (e non dalla sua accelerazione) e varia a grandi distanze 
come 1IR2. II secondo termine dipende dall'accelerazione e varia 
come 11R per Ie R grandi. Vedremo in seguito (§ 66) che quest'ul
timo termine e legato aIle onde elettromagnetiche irradiate dalJa 
particella. 
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II primo termine, non dipendente dall'accelerazione, deve cor
rispondere al campo creato da una carica in moto uniforme. Infatti, 
essendo costante la velocita, la differenza 

Rt , - ; R t , = R t , -v (t- t') 

e la distanza R t tra la carica e il punto d'osservazione nell'istante 
stesso d' osservazione. E facile verificare direttamente che 

Rt,- ! Rt,v = V Rf - c12 (VRt ]2 = Rt V 1 - ~: senz Ot, 

dove Ot e l'angolo tra Rt e v. In conclusione, risulta che il primo 
termine nel1a (63,8) coincide con l'espressione (38,8). 

PROBLEMA 

Dedurre i potenziali di Lienard-Wiechert per integrazione delle formule 
(62,9) e (62.10). 

Soluzione. Scriviamo la formula (62,8) come segue: 

!p (r, t)= ) ) fr(~'r;~ II (T-t + ! / r-r' I) dT dV' 

(e in modo analogo per A (r, t), introducendo in essa ancora un'altra funzione II 
che serve per ottenere la funzione p calcolata al tempo «ritardato». Per una 
carica puntiforme che si muove sulla traiettoria data r = ro (t), abbiamo: 

per', T)=e<'l] r'-ro {'t)J. 

Sostituendo quest'espressione ed integrando in dV', otteniamo: 

!per, t)=e \' / dT( )/llf,;-t+i./r-ro(T)/]. J r-ro T L C 

Jntegrando in dT e tenendo presente la proprieta: 
. ll(T-t') 

II IE (T)] = F' (t') 

(dove t' e la radice dell'equazione F (t') = 0), si ottiene la formula (63,5). 

§ 64. Decomposizione spettrale dei potenziali ritardati 

II campo creato da cariche in moto puC> essere decomposto in on de 
monocromatiche. I potenziali di una singola componente monocroma
tica del campo hanno la forma CfJroe- irot , Aroe-irot • Le densita di 
carica e di corrente del sistema che crea il campo si possono pure 
sottoporre ad una decomposizione spettrale. E ovvio che una compo
nente monocromatica determinata del campo e creata dalle compo
nenti corrispondenti di p e di j. 

Per esprimere Ie componenti spettrali del campo mediante Ie 
componenti delle densita di carica e di corrente, sostituiamo nella 
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(62,9) <P e P rispettivamente con <Proe-irot e proe-irot Troviamo 
aHora: 

m e- irot - () dV ~ 
e- iro (t-Rle) 

'rOO - 1"00 R . 

Dividendo i due membri per e-ioot ed introducendo i1 val ore assoluto 
del vettore d'onda k = role, otteniamo: 

Analogamente per Aro abbiamo: 

r . e ihR 

Aoo= J JroCll dV. 

(64,1) 

(64,2) 

Notiamo che la formula (64,1) rappresenta la soluzione dell'equa
zione di Poisson generalizzata ad un'equazione pili generale del 
tipo: 

(64,3) 

(dedotta dall'equazione (62,4) per p, <P dipendenti dal tempo per 
mezzo del fattore e- ioot). 

Nello sviluppo in integrale di Fourier, la componente di Fourier 
della densita di carica e 

+00 

Pro = ~ peirot dt. 
-00 

Sostituendo questa espressione nella (64,1), si ottiene: 

+00 

<Pro = J ~ ~ e i IroHhR) dV dt. (64,4) 
-00 

In questa espressione, bisogna ancora passare dalla distribuzione con
tinua della densita di carica a cariche puntiformi, poiche e il loro 
moto che di fatto ci interessa. Se esiste una sola carica puntiforme, 
poniamo: 

p = e(j [r - ro (t)J, 

dove ro (t), raggio vet tore della carica, e una funzione data del tempo. 
Sostit.uendo questa espressione nella (64,4) ed integrando in 
dV (l'integrazione si riduce alIa sostituzione di r con ro (t», ottenia
mo: 

00 

• 1 
m = e l __ eiro [HR (tVe] dt 
'rro J R (t) , 

-00 

(64,5) 
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dO'Ve ora R (t) e la distanza della carica in moto dal punto di osser
vazione. In mode analogo per il potenziale vettore si ottiene.: 

00 

A =!!..- r v (t) ei(i) [HR (f)jc] dt 
(i) c J R (t) , (64,6) 

-00 . 
dove V = ro (t) e la velocita della particella. 

Formule analoghe alla (64,5) e (64,6) si possono scrivere anche 
nel caso in cui la scomposizione spettrale delle densita di carica e 
di corrente contiene una serie discreta di frequenze. COS!, per il moto 
periodico (di periodo T = 2;t/ wo) di una carica puntiforme la scom
posizione spettrale del campo contiene soltanto Ie frequenze tipo 
nwo, e Ie componenti corrispondenti del potenziale vettore sono 

T 

A =_e_ r vet) ein(i)o[HR(f)/c] dt (64,7) 
n cT J R (t) 

o 
(e in modo analogo per CPIl). In ambedue i casi (64,6) e (64,7), Ie 
componenti di Fourier si determinano secondo quanto esposto al § 49. 

PROBLEMA 

Decomporre il campo di una carica in moto rettilineo e uniforme in onde 
piane. 

Soluzione. Procediamo come nel § 51. Scriviamo la densita di carica nella 
forma p = e6 (r - vt), dove vela velocita della particella. Prendendo la 
componente di Fourier dell'equazione Dc:p = -4n:e6 (r - vt), troviamo: 

(Ocp) k= -4n:e.e- i (vk)t. 

D'altra parte, dalla 

ricaviamo: 

Quindi: 

1 02CPk + k2 _ 4tt -i (kv) t CF--at2 CPk- e·e , 

da cui si ha in definitiva: 

Ne segue che un'onda di vettore d'onda k possieue la frequenza 0) = kv. 
Analogamente per il potenziale vet tore troviamo: 

4n:e ve - i (kv) t 
A - -- ----=----" 

k - C k 2 _ ( :v r· 
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Abbiamo, infine, per il campo: 

§ 65. La lagrangiana limitata 
ai termini del secondo ordine 

In meccanica classica ordinaria, un sistema di particelle intera
genti puo essere descritto mediante la lagrangiana che dipende 
solo dalle coordinate e dalle velocita di queste particelle (allo 
stesso istante). Una tale possibilita e dovuta, in ultima analisi, 
al fatto che in meccanica la velocita di propagazione delle intera
zioni e supposta infinita. 

Sappiamo gia che, in virtu del fatto che Ie interazioni si propagano 
con volocita finita, il campo deve essere considerato come un sistema 
autonomo dotato cioe di propri «gradi di liberta ». Ne segue che se 
si ha un sistema di particelle (cariche) interagenti, per la sua descri
zione e necessario considerare questo sistema costituito dalle parti
celIe e dal campo. Di consequenza, quando si tiene conto della 
velocita finita di propagazione delle interazioni, e impossibile 
dare una descrizione rigorosa di un sistema di particclle interagenti 
mediante una lagrangiana dipendente soltanto dalle coordinate e 
dalle velocita delle pa.rticelle e non contenente nessuna grandezza 
che sia legata ai « gradi di liberta » propri del campo. 

Tuttavia, quando Ie velocita v di tutte Ie cariche so no pi ceo Ie 
rispetto alla velocita della luce, il sistema di cariche puo essere 
descritto mediante una lagrangiana approssimata. Risulta, inoltre, 
possibile introdurre la lagrangiana che descrive il sistema non 
soltanto a meno di potenze di vic, bensl a meno delle grandezze 
dell'ordine di V 2/C 2• Quest'ultima circostanza e dovuta al fatto 
che la radiazione elettromagnetica emessa da cariche in mota (e, 
pertanto, la comparsa di un campo « autonomo ») si produce 
soltanto in terza approssimazione in vic (vedi § 67)1). 

Notiamo preliminarmente che in approssimazione zero, cioe 
quando si trascura completamente il ritardo dei potenziaIi, la 

1) In casi particolari, la comparsa della radiazione puo essere ridotta alIa 
quinta approssimazione in vic; in questo caso, esiste una lagrangiana con 
l'approssimazione sino ai termini dell'ordine di (vic)' (vedi problema 2 del § 75.) 
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lagrangiana per un sistema di cariche ha la forma 
2 

L<O) = ~ maVa _ ~ eaeb 
LJ 2 Rab 
a a>b 

(65,1) 

(la sommatoria e estesa alle cariche costituenti il sistema). II secondo 
termine e I'energia potenziale d'interazione quale sarebbe per cariche 
immobili. 

Per otten ere I'approssimazione successiva procediamo come 
segue. La lagrangiana per una carica ea che si trova in un campo 
esterno e 

(65,2) 

Scegliendo una carica qualsiasi del sistema, determiniamo i poten
ziali del campo creato da tutte Ie altre cariche nel punto dove si 
trova la prima ed esprimiamoli mediante Ie coordinate e Ie velocita 
delJe caricbe costituenti questo campo (cio si puo fare appunto in 
modo approssimato: (j) a meno dei teJ,"mini dell'ordine di v2/c2, A 
a meno dei termini dell'ordine di vic). Sostituendo Ie espressio
ni COS! ottenute per i potenziali nella (65,2), otteniamo la funzione 
di Lagrange per una delle cariche del sistema (se e dato il moto delle 
altre cariche). Si puo quindi ricavare facilmente L per I'intero 
sistema. 

Partiremo dalle espressioni dei potenziali ritardati: 

(j)= f Pt-;Ic dV, A=! J i t RR/C dV. 

Se Ie velocita di tutte Ie cariche sono piccole rispetto alIa velocita 
della luce, la distribuzione delle cariche non varia sensibilmente 
nell'intervallo di tempo Ric. Di conseguenza, pt-R/c e jt-R/c si 
possono sviluppare in serie di potenze di Ric. Per il potenziale 
scalare, troviamo quindi a meno dei termini del secondo ordine: 

m= i pdV _i.~ i pdV+_1_~ i RpdV 
'Y J R c at J 2c2 at2 J 

(p senza indici e considerato nell'istante t; i segni di derivazione 
rispetto al tempo si possono, evidentemente, portare fuori dal segno 

d'integrazione). La grandezza J p dV e la carica tot ale costante del 

sistema. Di conseguenza, il secondo termine nell'espressione ottenuta 
e nullo, cosicche 

i p dV 1 a2 I' 
(j)= J J:r + 2c 2 Ttl ) RpdV. (65,3) 

Si puo procedere in modo analogo per A. L'espressione del poten
ziale vettore in funzione della densita di corrente contiene gia 1/c e, 
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sostituita nella lagrangiana, viene moltiplicata ancora una volta 
per tic. Poiche ci interessa la lagrangiana limitata ai termini del 
secondo ordine, nello sviluppo di A e sufficiente prendere soltanto 
il primo termine, cioe 

A= ! f '; dV (65,4) 

(abbiamo sostituito j = pv). 
Supponiamo anzitutto che il campo sia creato da una sola carica 

puntiforme e. Allora la (65,3) e la (65,4) ci danno: 

(65,5) 

dove R e la distanza dalla carica. 
Prendiamo in luogo di cp ed A altri potenziali cp' ed A', cioe 

facciamo la trasformazione di gauge (vedi § 18): 

cp'=cp_! ::' A/=A+gradj, 

dove per j ·si sceglie la funzione 

j e oR 
=2c"Tt· 

Otteniamo allora l
): 

I e A/=~+~" oR. 
cp = If ' cR 2c v ot 

Per calcolare A' notiamo che V ~~ = ~ VR. L'operazione V 

significa qui la derivazione rispetto aUe coordinate del punto d' os
servazione dove si cerca il valore di A'. Di conseguenza, il gradiente 
VR e uguale al vettore unitario n che va dalla carica e al punto 
d'osservazione, in modo che 

A/_~+_e_~ 
-- cR 2c· 

Abbiamo inoltre: 

~=:t(~)=~-~~' 
La derivata -R per il punto d'osservazione dato e pero la velocita 

v della particella, e la derivata R si determina f8.cilmente derivando 
l'identita R2 = R2, cioe scrivendo 

. . RR=RR= -Rv. 

1) Questi potenziali non soddisfano pili Ia condizione di Lorl)ntz (62,1) e, 
di conseguenza, nemmeno Ie equazioni (62,3) e (62,4). 
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quindi 
• -v-'-n (nv) 
D=--R---· 

Sostituendo nell'espressione per A', troviamo in definitiva: 
; e A/- e[v+(vn)n) 

<P =7[' - 2cR • (65,6) 

Se il campo e creato non da una sola rna da pili cariche, e necessario, 
evidentemente, fare Ia somma di queste espressioni estesa a tutte 
Ie cariche. 

Sostituendole poi nella (65,2), troviamo Ia lagrangiana La 
della carica ea (se e dato il moto di tutte Ie altre cariche). 
E necessario inoltre sviluppare anche il primo termine nella (65,2) 
in serie di potenze di vale, prendendo i termini sino al secondo 
ordine. Troviamo, dunque: 

2 1 4 I 

La = /naVa +- maVa -ea ~ ~+ 
2 8 c2 L.J Rab 

b 

e I eb 
+ 2:2 ~ Rab [Va Vb + (VaDab) (Vbllab) 1 

b 

(la sommatoria e estesa a tutte Ie cariche, tranne ea; nab e il versore 
diretto da eb ad ea). 

A questa punta non e pili difficile trovare la lagrangiana per 
tutto il sistema. E facile capire che questa funzione non sara 
uguale alla somma di La su tutte Ie cariche, rna avra la forma 

2 4 L _ ~ maVa + ~ maVa _ ~ eaeb + 
- L.J 2 L.J Bel L.J Rab 

a a a>b 

+ ~ ~~;ab[VaVb+(VaDab) (VbDab)]. (65,7) 
a>b 

Infatti, per ciascuna delle cariche, se il mota delle altre cariche 
e dato, la funzione L diventa la funzione La trovata prima. L'espres
sione (65,7) e la lagrangiana cercata di un sistema di cariche limitata 
ai termini del secondo ordine (C. G. Darwin, 1922). 

Determiniamo, infine, I 'hamiltoniana per un sistema di cariche 
con la stessa approssimazione. Si potrebbe procedere applicando 
Ie regole generali che permettono di trovare JJt a partire da L; risulta 
pera pili semplice procedere come segue. II secondo e il quarto 
termine nella (65,7) rappresentano una correzione piccola ad £10) 

(65,1). D'altra parte, dalla meccanica si sa che quando L ed JJt 
variano poco, i loro incrementi piccoli sono identici in valore 
assoluto e di segno opposto (la variazione di L viene considerata 
per crordinate e velocita date, e la variazione di JJt per coordinate 
ed impulsi dati; vedi vol. I, Meeeaniea, § 40). 
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Possiamo quindi scrivere immediatamente J/8 sottraendo da 
2 

J/8(O) ~ ~ ...!!E- + ~ ~ 
L..J 2ma L..J Rab 
a a>b 

il secondo e il quarto termine della (65,7), sostituendo preliminar
mente in essi Ie velocita con gli impulsi mediante Ie relazioni 
di prima approssimazione Va = Pallna. In tal modo, 

(65,8) 

PROBLEM! 

1. Determinare (a meno dei termini del secondo ordine) il centro di massa 
di un sistema di particelle interagenti. 

Soluzione. n problema sfrisolve nel modo pili semplice applicando la formula 

~ ~ara + S WrdV 
R _ _ a-= __ -;;-__ _ 

- 2} ~a+ S WdV 
a 

(cfr. (14,6)), dove ~a e l'energia cinetica della particella (compresa la sua energia 
di ripc;>so), W la densita d'energia del campo creato dalle particelle. Siccome ~a 
contiene Ie quantita molto grandi mac2, per ottenere l'approssimazione richiesta 
sara sufficiente tenere in ~a e W soItanto i termini non contenenti c, cioe 
l'energia cinetica non relativistica delle particelle e l'energia del campo 
elettrostatico. Abbiamo: 

) WrdV= B~ ) EZrdV= in ) (V<p)ZrdV= 

1 r ( <p2 ) 1 r <p2 1 r 
= Bn J ~fV T r- Bn J VTdV- 8n J <p.i<p·rdV; 

I'integrale esteso alIa superficie all'infinito e nullo; it secondo integrale si 
trasforma pure in integrale di superficie eJ si annulla, e il terzo, facendo la 
sostituzione .i<p = -4rrp, ci dil: 

) Wr dV = ~ ) p<pr dV = ~ ~ ea<Para, 
a 

dove <Pa e il potenziale creato nel punto ra da tutte Ie cariche, tranne ea1) 
Troviamo in definitiva: 

R=...!.-~ ra (maCz+ p~ +!!!. ~'~) 
~ 2ma 2 L..J Rab 

a b 

1) L'esclusione del campo proprio delle particelle corrisponde alIa « rinor
malizzazione, della massa citata nella nota alIa pag. 125. 
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(la sommatoria significa somma su tutte Ie b, tranne b = a), dove 

~ = ~ (maC'I.+ p~ + ~ !..!!!!!..) 
~ 2ma LI Rab 
a a>b 

e l'energia totale del sistema. Cosl, nell'approssimazione considerata, Ie coor
dinate del centro di massa possono essere espresse effettivamente in funzione 
delle grandezze relative esclusivamente aIle particeIle stesse. 

2. Scrivere 1 'hBmiltoniana in seconda approssimazione per un sistema di 
due particelle, escludendo da essa il mota del sistema conslderato in blocco. 

Soluzione. Prendiamo un sistema di riferimento nel quale la somma degli 
impulsi delle due particelle e nulla. Scrivendo gli impulsi come derivate 
dell'azione, abbiamo: 

iJS f)S 
Pt +P2=-f)- +-f)-=O. 

rt r2 

Ne segue che, nel sistema di riferimento considerato, l'azione e una funzione 
della differenza r = r. - rl dei raggi vet tori delle due particelle. A bbiamo 
dunque PI = -Pl = p, dove p = f)S/f)r e l'impulso del mota relativo delle 
particelle. 

L 'hamiltoniana e: 
~ p? (1 1) + etez p4 ( 1 + 1 ) + eteg ['I. + ( )2] 

= """2 mt + m2 -r-- Bc? ml m~ 2mtmze2r p pn. 



Capitolo IX 

RADIAZIONE ELETTROMAGNETICA 

§ 66. Campo di un sistema di cariche a grandi distanze 

Consideriamo il campo che un sistema di cariche in moto crea 
a distanze maggiori delle dimensioni proprie. 

Scegliamo l'origine nelle coordinate 0 in un punta all'interno 
del sistema di cariche. Indichiamo con Ro il raggio vettore che va 
da 0 al punta d'osservazione P del campo e con 0 il vettore unitario 
in questa direzione. Siano ancora r il raggio vettore dell'elemento 
di carica de = p dYed R il raggio vettore da de al punto P; e evidente 
cheR = Ro - r. 

A grandi distanze dal sistema Ro ~ r, si ha approssimativa
mente: 

R = I Ro - r I = R 0 - or. 

Sostituiamo questa espressione di R nelle formule (62,9) e (62,10) 
per i potenziali ritardati. Al denominatore delle espressioni inte
grande si pub trascurare m rispetto a R 0, mentre nella espressione 
t - Ric non si pub in generale trascurare questo termine; una tale 
possibilita e legata qui non alle grandezze relative di R oIc e rolc, bensl 
alla variazione di p e j nel tempo role. Tenendo presente che 
nell'integrazione Roe una costante e pub essere portata fuori dal 
segno d'integrazione, troviamo Ie seguenti espressioni per i potenziali 
del campo a grandi distanze dal sistema di cariche: 

qJ = ~o J Pt-~+~ dV, (66,1) 
c c 

A=+ S j Ro rn dV. (66,2) c 0 t--c-+c 
A distanze sufficientemente grandi dal sistema, il campo pub 

essere. considerato, in regioni piccole della spazio, come un'onda 
piana. E necessario pero che Ie distanze siano grandi non sol tanto 
rispetto alle dimensioni del sistema, ma anche rispetto alle lunghezze 
d'onda delle radiazioni elettromagnetiche dal sistema. Una tale 
regione del campo e detta zona delle onde di radiazione. 

In un'onda piana i campi E ed H so no legati tra di loro dalla 
relazione (47,4). E = [Ho). Siccome H = rotA.. per determinare 

i5· 
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completamente il campo nella zona delle onde, e sufficiente calcolare 
il potenziale vettore. In un'onda piana abbiamo H = [An]/c 
[cfr. (47,3)], dove il puntino sulla lettera indica derivazione rispetto 
al tempol). Quindi, conoscendo A, troviamo H ed E secondo Ie 
formule2): 

1. • 1.. 
H=-[An], E=-[[An]n]. 

c e (66,3) 

Notiamo che a grandi distanze il campo e inversamente proporzio
nale alla distanza R 0 dal sistema irraggiante. Bisogna notare anche 
che il tempo t entra ovunque nelle formule (66,1), (66,2) e (66,3) 
in combinazione con la distanza Ro nell'espressione t - Role. 

Nel caso della radiazione emessa da una carica puntiforme in 
moto arbitrario, e comodo ricorrere ai potenziali di Lienard-Wie
chert. A distanze grandi, nella formula (63,5) si pUG sostituire il 
raggio vet tore variabile R con la grandezza cost ante Ro, e nella 
condizione (63,1), che determina t', bisogna porre R = 
Eo - ron (ro (t) e il raggio vettore della carica). In tal modo3), 

ev (t') A = ----'"-'--:-.-;--
( 

nv (tl») , 
eRo 1.--

e
-

(66,4) 

dove t' e determinato dall 'uguaglianza 

t ' 1. ( ')' Ro --ro t iD=t--. c e (66,5) 

Le on de elettromagnetiche emesse dal sistema trasportano una 
determinata energia. II flusso d 'energia e dato dal vettore di Poyn
ting che in un'onda piana vale: 

Hi 
S=c 43t n. 

L'intensita dI di radiazione nell'elemento d'angolo solido do viene 
determinata come quantita di energia che attraversa nell'unita 
di tempo l'elemento dt = R~ do di una superficie sfer1ca con centro 
nell'origine delle coordinate e con raggio Ro. Questa quantita e uguale 
aHa densita del flusso di energia S moltiplicata per dt, ci()e a 

dI = c !: R~ do. (66,6) 

1) Nel dato caso, si pUG facilmente verificare questa formula anohe con il 
calcolo diretto del rotore dell'espressione (66,2), dove i termini con 1/R2 vanno 
trascurati rispetto al termine ~1/Ro. 

I) La formula E = -Ale [vedi (47,3)] non ~ qui applicabile, perche i poten
ziali cp, A non soddisfano aIle condizioni supplementari imposte nel § 47. 

3) Nella espressione (63,8) per un campo elettrico l'ap~rossimazione consi
derata corrisponde a trascurare il primo termine rispetto al secondo. 
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Siccome il campo H €I inversamente proporzionale ad R o, ne segue 
che la quantita di energia irradiata dal sistema nell'unita di tempo 
nell'elemento d'angolo solido do €I uguale per tutte Ie distanze 
(essendo uguali per queste distanze Ie differenze t - Role). E ovvio 
che deve essere proprio cosi, poiche l'energia irradiata dal sIstema 
si propaga nelJo spazio circostante con la velocita e, senza accumular
si e senza rarefarsi. 

Troviamo Ie espressioni della decomposizione spettrale delle 
onde elettromagnetiche em esse dal sistema. Esse possono essere 
ricavate direttamente dalle formule del § 64. Sostituendo nella 
(64,2)R = Ro - rn (al denomiIfatore dell'espressione integranda si 
PUQ fare solo la sostituzione R = R o), per la componente di Fourier 
del potenziale vettore troviamo: 

e
ikRO 

) A = -- J. e- ikr dV 
0) cRo 0) 

(66,7) 

(dove k = kn). Le componenti HCIl ed Ero sono determinate dalle 
formule (66,3). Sostituendo in queste formule H, E, A rispettiva
men te con Hroe-irot , Eroe-irot , Aroe-irot e dividendo poi per e-irot , 
troviamo: 

(66,8) 

Parlando della distribuzione spettrale dell'intensita di radia
zione, €I necessario distinguere gli sviluppi in integra Ie e in serie di 
Fourier. Si ha 10 sviluppo in integrale di Fourier quando la radiazione 
€I dovuta ad urti di particelle cariche. In questa caso, e interessante 
determinare la quantita totale di energia irradiata durante l'urto 
(e rispettivamente quella perduta dalle particelle collidenti). Sia 
d~nro l'energia irradiata nell'elemento d'angolo solido do sotto forma 
di on de con frequenze comprese nell'intervallo dro. Secondo la formula 
generale (49,8), la frazione di radiazi()ne totale relativa all'intervallo 
di frequenze dro/2n si ricava dall'espressione ordinaria dell'intensita 
sostituendo il quadrato del campo con il quadrato del modulo della 
sua componente di Fourier e moltiplicando quindi per 2. In luogo 
della (66,6) si ha quindi: 

(66,9) 

Se Ie cariche co.mpiono un moto periodico, iI campo della radia
zione deve essere sviluppato in serie di Fourier. In virtu della for
mula generale (49,4), l'intensita di una singola componente dello 
sviIuppo in serie di Fourier si deduce dall'espressione ordinaria 
dell'intensita sostituendo il campo con la sua componente di Fourier 
e moltiplicando quindi per 2. In tal modo, 1 'intensita di radiazione 
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nell' elemento d' angolo soli do do di frequenza ro = nro 0 e uguale a 

(66,10) 

Infine, scrlVlamo Ie formule che definiscono Ie componenti di 
Fourier del campo di radiazione partendo direttamente dal mota 
delle cariche irraggianti. Lo sviluppo in serie di Fourier ci da: 

00 

joo = j je ioot dt. 
-00 

Sostituendo questa espressione nella (66,7) e passando poi dalla 
distribuzione continua delle correnti ad una carica puntiforme che 
si muove sulla traiettoria ro = ro (t) (vedi § 64), otteniamo: 

eikRO Joo Aoo = eRo ev (t) ei [CIlt-kro (/)] dt. (66,11) 
-00 

Siccome v = dro/dt, aHora v dt = dro, e questa formula puo essere 
scritta come un integra Ie curvilineo esteso alIa traiettoria della 
carica: 

(66,12) 

In virtu della (66,8), la componente di Fourier del caIl!Po magnetico 
~Iafurma . 

iwe
ikRO J Boo = e e2RO ei (CIlt -kro) [n dro]. (66,13) 

Se la carica com pie un moto periodico su una traiettoria chiusa, 
il campo si sviluppa in serie di Fourier. Le componenti dello svilup
po si ricavano dalle formule (66,11), (66,12), (66,13), dove in luogo 
dell'integrazione rispetto a tutto il tempo si prende lamedia rispetto 
al periodo T del moto (vedi Ie definizioni nel§ 49). Per la compo
nente di Fourier di un campo magnetico di frequenza ro = nro o = 
= 2nn/T abhiamo quindi: 

"L T 
2n:ine,,,Ro j B =e ei(nroot-kro(t»[nv(t)]dt= 

n c2T2Ro 
o 

2n:ine
ikRo ~ = e ei (1l{J)ot- kro) [n dro]. 

e2T2Ro 
(66,14) 

II secondo integrale viene esteso aIla orbita chiusa della particella. 
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PROBLEMA 

Trovare l'espressione quadridimensionale per la decomposizione spettrale 
del 4-impulso irradiato da una carica in moto su una tralettoria assegnata. 

Soluztone. Sostituendo la (66,8) nella (66,9) e tenendo conto che, in virtu 
della condizione di Lorentz (62,1), kcpro=kAm, troviamo: 

c dro c dro 
~nft) = 2n (/t2 / Aro 12_/ kAro /2) R~ do 2,", = 2,", k 2 (I Aro /2_1 <Pro 12) R8 do 2i" = 

c i* dro = - 2n k2AiroAro R~ do 2i". 

Rappresentando il 4-potenziale A iOl in una forma analoga alIa (66,12), troviamo 

k 2el i* 
d~nro = - 4n2 'Xi'X do dk, 

dove 'Xi e il quadrivettore 

Xi = J exp( - tkp;l)dxi, 

nel quale l'integrazione e estesa alIa linea d'universo della particella. Infine, 
passando aIle notazioni quadridimensionali [noncM all'elemento di volume 
quadridimensionale nello spazio-k, (efr. (10,1a)l, otteniamo il 4-impulso 
irraggiato 

§ 67. Radiazione di dipolo 

Nelle espressioni integrande dei potenziali ritardati (66,1) e 
(66,2) il tempo role puo essere trascurato, se la distribuzione delle 
cariche varia poco in questa intervallo di tempo. E facile trovare 
Ie condizioni perche questa sia verificato. Sia T l'ordine di grandezza 
del tempo nel corso del quale la distribuzione delle cariche nel 
sistema varia sensibilmente. La radiazione di questo sistema avra, 
evidentemente, un periodo dell'ordine di T (cioe una frequenza 
dell'ordine di 1fT). Indichiamo inoltre con a l'ordine di grandezza 
delle dimensioni del sistema. Si ha allora per il tempo rnle ,.., ale. 
Affinche in questo tempo la distribuzione delle cariche nel sistema 
no,n varii sensibilmente, e necessario che ale<t;.. T. Ma eT non e altro 
che la lunghezza d 'onda A della radiazione. In tal modo, la 
condizione a <t;.. eT puo essere scritta nella forma 

a <t;.. A, (67,1) 

cioe Ie dimensioni del sistema debbono essere piccole rispetto alIa 
lunghezza d' onda della radiazione eIhessa. 

Notiamo che la condizione (67,1) puc) essere anche ricavata dalla 
(66,7). Nell'espressione integranda, r prende i valori in un intervallo 
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dell' ordine delle dimensioni del sistema, poiche al di fuori del siste
ma j e nulla. Ne rumlta che l'esponente ikr e piccolo e puo essere 
trascurato per Ie onde nelle quali ka ~ 1, condizione che equivale 
alIa (67,1) 

Questa condizione puo essere scritta ancor-a in un' altra forma 
notanda che T.- a/v, cosicche ').. ,...., ca/v, dove ve l'ordine di gran
dezza della velocita delle cariche. Ricaviamo dalla condizione 
a~')..: 

v ~ c, (67,2) 

cioe Ie velocita delle cariche deb bono essere piccole rispetto alla 
velocita della luce. 

Partiremo dal presupposto che questa condizione sia soddisfatta 
e studieremo la radiazione elettromagnetica a distanze dal sistllma 
irraggiante grandi rispetto alla lunghezza d'onda (e, di conseguenza, 
grandi in ogni caso rispetto aIle dimensioni del sistema). Come 
e stato detto al § 66, a tali distanze il campo puo essere consi
derato come un'onda piana, e per definire il campo, sara quindi 
sufficiente calcolare solo il potenziaIe vettore. 

II potenziaIe vettore (66,2) assume ora Ia forma 

A = et ~ jt' dV, (67,3) 

dove il tempo e t' = t - Role e non dipende pili dalle variabili 
d'integrazione. Sostituendo j = pv, scriviamo Ia (67,3) nella 
forma 

A = e!o (~ ev) , 

dove Ia sommatoria e estes a a tutte Ie cariche del sistema; per brevita. 
ometteremo l'indice t': tutte Ie grandezze nei secondi membri delle 
uguaglianze verranno prese nelI'istante t'. Poiche abbiamo 

~ d • 
4.J eV=-(Jt ~ er=d, 

dove d e il momenta di dipoIo del sistema, otteniamo, 
1 • 

A=-d. 
eRo 

(67,4) 

Le formule (66,3) ci permettono di caIcoIare il campo magnetico 
1 •• 

H=~R [dn], e 0 
(67,5) 

e il campo eIettrico 
1 •• 

E=~R [[dn]n]. 
c 0 

(67,6) 
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Notiamo che nell'approssimazione considerata la radiazione e 
determinata dalla derivata seconda del momento di dipolo del siste
ma. Una tale radiazione e detta di dipolo. 

Siccome d = ~er, si ha d = ~ e~. Quindi, Ie cariche emettono 
radiazioni sol tanto se compiono un mota accelerato. Cariche in un mota 
uniforme non emet tono radiazioni. Questo e, tra I' al tro, una conseguen
za diretta del principio di relativita, poiche una carica in moto unifor
me puo essere considerata in un sistema di riferimento inerziale 
in cui e in quiete, e Ie cariche ferme non irradiano. 

Sostituendo Ia (67,5) nella (66,6), otteniamo l'intensita della 
radiazione di dipolo: 

1" d2 

dI = 411C3 [dnJ2 do = 4;tC3 sen2 e do, (67,7) 

dove e e I'angolo compreso tra i vettori 'J ed n. Tale e Ia quantita 
d'energia irraggiata dal sistema nell'unita di tempo nell'elemento 
d' angolo solido do; notiamo che la distTibuzione angolare della radia
zione e data dal fat tore sen2 e. 

Sostituendo do = 2n sen e de ed integrando rispetto a de neI
l'intervallo da 0 a n, otteniamo Ia radiazione totale: 

2 •• 
1= 3e3 d2

• (67,8) 

Se si ha una sola carica che si muove in un campo esterno, allora 

d = er e °ci = ew, dove we l'accelerazione della carica. In tal modo, 
la radiazione totale di una carica in moto e 

(67,9) 

Notiamo che un sistema chiuso costituito da particelle aventi 
10 stesso rapporto fra Ie cari<:he e la massa non puo emettere radia
zione di dipolo. Infatti, per un tale sistemail momento di dipolo e 

d = ~ er = ~ ~ mr= costante ~ mr, 

dove Ia costante e il ra pporto fra Ia carica e la· massa, uguale per 
tutte Ie particelle. Ma ~mr = R ~m, dove R- e il raggio vettore 
del ·centro di mass a del sistema (ricordiamo che tutte Ie velocita 
sono v <{ c, cosicche la meccanica non relativistica e applicabile). 

Di conseguenza, d" e proporzionale all'accelerazione del centro 
di massa, cioe e nullo, poiche il centro di massa compie un moto 
uniforme. 

Scriviamo infine Ie formule per Ia decomposizione spettrale dell'in
tensita della radiazione di dipolo. Per Ia radiazione prodotta da un 
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urto, introduciamo la quantita d'energia d~oo emessa durante tutto 
il tempo dell'urto ·sotto forma di onde di frequenze comprese nel
l'intervallo dro/2n (efr. § 66). Questa energia si ottiene sostituendo .. .. 
nella (67,8) il vet tore d con la sua componente di Fourier doo e mol
tiplicando quindi per 2: 

4 •• 2 doo 
d~ 00 = 3e3 I doo I 2;t. 

Secondo la definizione della componente di Fourier abbiamo: 

donde doo = - ro2doo • Otteniamo quindi: 

d~ 4004 I 12 doo 
000 = 3e3 doo 2;t. (67,10) 

Nel caso di particelle in un moto periodico l'intensita di radia
zione di frequenza ro = nroo si ottiene in modo analogo nella 
forma 

(67,11) 

PROBLEMI 

1. Determinare la radiazione emessa da un dipolo d che ruota in un piano 
con velocita angolare cost ante Q1). 

Soluztone. Prendendo il piano di rotazione come piano xy, abbiamo: 

dx = do cos Qt, dy = do sen Qt. 

Siccome queste funzioni sono monocromatiche, la radiazione e pure monocro
matica di frequenza 00 = Q. La formula (67,7) ci permette di trovare per la 
distribuzione angolare media (su un periodo di rotazione) della radiazione: 

- d8Q' 
dl = 81tc3 (1 + cost~) do, 

dove it e l'angolo tra la direzione n della radiazione e l'asse delle z. L'intensitii 
totale e 

- _ 2d~Q' I----a;s . 
La polarizzazione della radiazione e determinata dalla direzione del vettore 

{;b.] = oo2[dn.] Proiettando questo vettore suI piano determinato da nz e suI 
piano ad esso perpendicolare, troviamo che la radiazione e polarizzata ellitti-

1) La radiazione da un rotatore e da una trottola simmetrica dotati di 
momenta di dipolo e riconducibile a questo problema. Nel primo caso d 
coincide con il momenta dipolare totale del rotatore, e nel secondo caso, con la 
proiezione del momenta dipolare della trottola suI piano perpendicolare all'asse 
della sua precessione (cioe alla direzione del momenta angolare totale di 
rotazione). 
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camente ed il rapporto tra Ie Iunghezze dei semiassi e uguale a ", = cos~; 
in particolare, Ia radiazione nella direzione dell'asse delle s iI polarlzzata cir
colarmente. 

2. Determinare Ia distribuzione angolare della radiazione emassa da un 
sistema di cariche che si muove come un unico insieme (con veiocitA v), se 
e nota Ia distribuzione nel sistema di riferimento dove il sistema di cariche, 
considerato come un insieme, e a riposo. 

Soluzione. Sia 
d/' = f (cos El', q!') do', tlo' = d (cos El') dep' 

l'intensitA della radiazione nel sistema di riferimento K' legato al sistema di 
cariche in moto (El', ep' sono gli angoli delle coordinate sferiche con I'asse polare 
diretto Iungo il mota del sistema). L'energia d'l> irraggiata nell'intervaUo di 
tempo dt nel sistema di riferimento immobile (del Iaboratorio) K e Iegata alla 
energia irraggiata d'l> nel sistema K' dalla formula di trasformazione 

1-~cose 
d'l> c 

-'/1-~ V cl 

d'l>'= d~-VdP 

-'/1-~ V c2 

(1 'impulso della radiazione che si propaga in una data direzione e legato alla 
sua energia dalla relazione I dP I = d~/c). Gli angoli polari e, El' della direzione 
della radiazione nei sistemi di riferimento K e K' sono legati dalle formule (5,6) 
(per gli angoli azimutali si ha ep = cp'). Infine, al tempo dt' nel sistema K' 
corrisponde il tempo dt = dt'/Vi - Y2/e2 nel sistema K. Per l'intensita 
dI = d'l>/dt nel sistema K troviamo: 

dI 
(1- ~: r (cose- ~ ) 

V 3 f Y ,ep do. 
(i-cCOse) 1-ccose 

Per un dipolo che si muove nella direzione del suo asse, f = costante. senlEl', 
e la _lormula ottenuta ci dA: 

dI = costante 

§ 68. Radiazione di dipolo dovuta a colltsione di particelle 

La radiazione che accompagna l'urto di due particelle che descri
vono traiettorie determinate, nota come radiazione di jrenamento, 
present a un interesse scarso nei problemi di irraggiamento da urto. 
Di solito si deve considerare la diffusione di un intero fascio 
parallelo di particelle , e il problema consiste nel determinare la 
radiazione totale riferita all'unita di densita di flusso delle particelle 
incidenti. 

Se la densita del fascio di particelle e uguale all'unita (cioil 
se una particella passa nell'unita di tempo attraverso I'unit&. d'area 
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della sezione del fascio), allora il numero di particelle nel fascio, 
aventi il « parametro d'urto » compreso tra pep + dp, e uguale a 
2np dp (l'area della corona circolare limitata dalle circonferenze di 
raggi pep + dp). Ne segue che la radiazione totale cercata si ottiene 
moItipIicando la radiazione totale L\~ emessa da una particella (con 
parametro d 'urto dato) per 2np dp ed integrando in dp da 0 
a 00. La grandezza COS! definita ha la dimensione del prodotto 
dell 'energia per l' area. La chiameremo irraggiamento etticace e indi
cheremo COIl Xi): 

00 

X = S ~~ .2np dp. (68,1) 
o 

Analogamente si puo definire I'irraggiamento efficace in un elemento 
d' angolo solido do determinato, in un intervallo determinato di 
frequenze dro, e via di seguit02

). 

Deduciamo la formula genera Ie che determina la distribuzione 
angolare della radiazione quando un fascio di particelle viene diffuso 
in un campo a simmetria centrale, supponendo che la radiazione 
sia di dipolo. . 

L'intensita della radiazione (in ogni istante) emessa da una 
particella e data dalla formula (67,7) nella quale d e il momento di 
dipolo della particella rispetto al centro di diffusione3). Innanzitutto, 
prendiamo la media di questa espressione rispetto a tutte Ie direzioni 

del vettore d' nel piano della sezione trasversale del fascio. Essendo 
dato che fd;']2 = 'J2 - (nd)2, bisognera prendere la media soItanto 

della grandezza (nd)2. In virtu della simmetria centrale del campo 
di diffusione e del parallelismo del fascio di particelle incidenti, 
la diffusione (e con essa la radiazione) possiede una simmetria assiale 
rispetto ad un asse passante per il centro. Prendiamo questo asse 
per asse delle x. E evidente, per ragioni di simmetria, che Ie prime . . . . 
potenze di dy e d z quando si. prende la media si annullano, e siccome 

non si prende la media di dx , si ha 

.. .. . ... 
dxdy = d"dz=O. 

1) II rapporto fra x e l'energia del sistema irraggiante e detto sezione 
d 'urto di perdita di energia per irraggiamento. 

2) Quando un'espressione che deve essere integrat,a dipende dall'angolo 
della proiezione del momento dipolare della particella nel piano della sezione 
trasversale del fascio, bisogna allora prendere preliminarmente la media rispetto 
a tutte Ie direzioni in questo piano, quindi moltiplicare per 2:rtp dp e infine 
integrare. 

3) Di fatto, si tratta del momento di dipolo di due particelle - quella 
diffusa e quIla che diffonde - rispetto al loro centro di massa. 



RADIAZIONE ELETTROMAGNETICA 237 

Quanto ai valori medi di 'J; e .~, essi coincidono e quindi 

~i _ d' 2 -.! (d' 2 d' i ) "'11- :z: - 2 - X· 

Tenendo conto di tutto questo, si trova facilmente 

[d~]2= ~ (d2+dh+ ~ (d2-3dhcos2s, 
dove S e l'angolo tra la direzione n della radiazione e l'asse delle x. 

Integrando l'intensita rispetto al tempo ed a tutti i parametri 
d 'urto, otteniamo in definitiva la seguente espressione che 
determina l'irraggimento efficace in funzione della direzione: 

d -~ (A+B 3cOS
28-f) 

'Xn- ~c3 2' (68,2) 

dove 
00 00 00 00 

A=; r r d2dt2npdp, B=; j J (d2-3dhdt2npdp. 
o -00 0 -00 

(68,3) 

II secondo termine nella (68,2) si annulla quando si prende la media 
rispetto a tutte Ie direzioni, e quindi l'irraggiamento efficace totale 
e 'X = Ale3

• Va sottolineato che la distribuzione angolare della 
radiazione e simmetrica rispetto al piano passante per il centro di 
diffusione perpendicolarmente al fascio: l'espressione (68,2) non 
cambia allorche si sostituisce e con n - S. Questa proprieta e 
specific a per la radiazione di dipolo e si perde quando si passa ad 
un'approssimazione pili elevata in vic. 

L'intensita della radiazione di frenamento puo essere divisa 
in due parti: intensita della radiazione polarizzata nel piano passante 
per l'asse delle x e Ia direzione n (prendiamolo per piano xy), ed 
intensita della radiazione polarizzata nel piano perpendicolare xz. 

II vettore campo elettrico e diretto lungo il vettore 

[n [nd']] = n (nei) - d' 

[vedi la (67,6)]. La componente di questo vettore nella direzione 

perpendicolare al piano \ xy e -d:, e la proiezione suI piano xy e 
1 sen s.d: - cos e.a:y I (e pili comodo definire quest'ultima partendo 
dalla componente sull'asse delle z del campo magnetico avente la 

direzione [dnl). 
Elevando E a] quadrato e prendendo la media rispetto a tutte .. 

Ie direzioni del vettore d nel piano yz, vediamo innanzitutto che il 
prodotto delle proiezioni del campo suI piano xy e suI piano 
perpendicolare si annulla. Cio significa ch~ l'intensita puo essere 
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effettivamente rappresentata come la somma di due contributi 
incoerenti: Ie intensita di radiazione polarizzata in due piani 
mu tuamente perpendicolari. 

L'intensita di radiazione il cui vettore campo elettrico a perpen
dicolare al piano xy viene determinata daUa media del quadrato di 
• . f·· .• 
cfz = "2 (d2 

- eli). Per la parte corrispondente deIl'irraggimento 
efficace si ottiene l'espressione 

00 00 

do 1 f r .. .. 
dx; = 4ne3 "2 i -t (d2 -d;) dt 2np dp. (68,4) 

Notiamo che questa parte dell'irraggiamento a isotropa rispetto a 
tutte Ie direzioni. Non c'a bisogno di scrivere I'espressione deU'irrag
giamento efficace 1a cui direzione del campo e1ettrico si trova nel 
piano xy, perche a evidente che 

dx; + dx~ = dx~. 

Si puo ottenere in modo analogo I'espressione deUa distribuzione 
angolare dell'irraggiamento efficace in un intervallo determinato 
di frequenze: 

d -~[A( )+B ( ) 3cos
2 e-1 J~ xnOl - 2ne3 ro ro 2 2n ' (68,5) 

dove 

(68,6) 

§ 69. Radiazione di /renamento di basse /requenze 

Esaminiamo la « coda» delle basse frequenze della distribu
zione spettrale della radiazione di frenamento, cioa la regione di 
frequenze piccole rispetto alIa frequenza, che indicheremo con ro 0' 

attorno alla quale a concentrata la gran parte della radiazione: 

ro ~ roo· (69,11' 

In questo caso non supporremo che Ie velocita delle particelle ohe 
si urtano siano piccole rispetto alla velocita della luce, come nel 
paragrafo precedente; Ie formule che seguono sono valide per velo
cita arbitrarie. Ne1 caso non relativistico, si ha ro 0 ~ th, dove 't 

aI' ordine di grandezza della durata dell 'urto; nel caso ultrarelativi
stico, roo a proporziona1e a1 quadrato dell 'energia della particella 
irraggiante (vedi piu avanti § 77). 
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Nell'integrale 
00 

HCIl = 5 He imt dt 
-00 

il campo di radiazione H e sensibilmente differente da zero soltant() 
nell'intervallo di tempo dell'ordine di 1/roo• Di conseguenza, se si 
verifica la eondizione (69,1), sotto il segno d'integrazione si puo. 
considerare rot ~ 1, qUlndi e iCllt puo essere sostituito con I 'unitli; 
allora 

00 

1Lo= 5 Hdt. 
-00 

•• 
Sostituendovi H = [An]/c ed integrando rispetto al tempo, otte-
niamo: 

(69,2) 

dove A2 - Al e la variazione del potenziale vet tore del campo 
creato dalle particelle durante Ia collisione. 

La radiazione tot ale (di frequenza ro) durante un urto si ottiene 
sostituendo Ia (69,2) nella (66,9): 

(69,3) 

Per il potenziale vettore si puo utiIizzare Ia sua espressione nella 
forma di Lienard-Wiechert (66,4) la quale ci dB.: 

d~nm = 4n~c3 {~ e ( [VtJ - [V;nl )}2 do dro, (69,4) 
f--nvz f--nvt 

c c 

dove VI e V2 sono Ie velocita delle particelle prima e dopo Ia diffusione. 
e la somma e estes a alle due particelle collidenti. Sottolineiamo che 
il coefficiente di dro non dipende dalla frequenza. In altri termini, 
per frequenze picco Ie (condizione (69,1)) Ia distribuzione spettrale 
della radiazione non dipende dalla frequenza,4oe dlnm Idro tende 
ad un limite cost ante quando ro -+ 01). 

1) Integrando rispetto ai parametri d 'urto, si puo ottenere un risultato 
analogo per l'irraggiamento efficace nella diffusione di un fascio di particelle. 
Tuttavia, bisogna tener presente che questa risultato non e valido per l'irrag
giamento efficace in una interazione di tipo coulombiano perche l'integrale in 
dp diverge (logaritmicamente) per p grandi. Vedremo nel paragrafo seguente che 
in questa caso l'irraggiamento efficace per piccole frequenze dipende logaritmi
camente dalla frequenza e non resta costante. 
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Nel caso in cui Ie velocita delle particelle in collisione sono picco
Ie rispetto alla velocita della luce, la (69,4) diventa 

(69,5) 

Questa espressione corrisponde ad una radiazione di dipolo il cui 
potenziale vettore e dato dalla formula (67,4). 

Un caso interessante di applicazione delle formule ottenute e for
nito dalla radiazione che accompagna l'emissione di una nuova par
ticella carica (per esempio, l'emissione di una particella ~ da parte 
di un nucleo). E necessario in questa caso considerare il processo come 
un cambiamento istantaneo della velocita della particella, da zero 
al valore che essa assume (in vitu della simmetria della formula (69,5) 
rispetto alIa trasposizione di VI e V2, Ia radiazione generata da questa 
processo coincide con la radiazione che accompagnerebbe il processo 
inverso, ossia I 'arresto istantaneo della particella). E essenziale 
che, siccome il « tempo» di questa processo tende a zero, l' -+ 0, 
tutte Ie frequenze, in generaIe, soddisfano Ia condizione (69,1)1). 

PROBLEMA 

Determinare la distribuzione spettrale della radiazione totale che accompa
gna l'emissione di una particella carica che si muove con velocita v. 

Soluzione. In virtu della formula (69,4) (dove poniamo VB = V, VI = 0), 
abbiamo: 

n 
e2v2 5 senZ 8 

d~Q) = dO) 41t2C3 V 2 21t sen 8 de.. 
o ( 1-ccos e) 

11 calcolo dell'integrale ci conduce al risultato2): 

e2 (C c+v ) d~Q)=- -In ---2 dO). 
1tC v c-v 

Per v ~ c questa formula diventa 

2e2v2 

d~Q) = 31tc3 dro, 

espressione che puo essere ricavata direttamente dalla (69,5). 

(1) 

1) La validita delle-equazioni e pero limitata dalla condizione quantistica 
per cui l'energia cinetica totale della particella deve essere molto maggiore 
di nO). 

2) Sebbene la condizione (69,1) sia soddisfatta, per tutte Ie frequenze, come 
e stato gia indicato, in virtu dell'« istantaneita » del processo, non e possibile 
pero ottenere la radiazione totale emessa integrando l'espressione (1) in dO): 
l'integrale diverge per grandi frequenze. Oltre alIa violazione delle condizioni 
« classiche» per grandi frequenze, la causa della divergenza nel nostro caso 
e dovuta all'impostazione non corretta del problema classico per cui la particella 
ha, nell'istante iniziale, un'accelerazione infinita. 
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§ 70. Radiazione dovuta all'interazione coulombiana 

In questa paragrafo ricaveremo un certo numero di formule (per 
completezza) relative alIa radiazione di dipolo di un sistema di due 
particelle cariche; si suppone che Ie velocita delle particelle siano 
piccole rispetto alIa velocita della luce. 

n mota uniforme dell'intero sistema come insieme (cioe il moto 
del suo centro di massa) non present a interesse perche non genera 
radiazione; si deve quindi considerare soltanto il moto relativo delle 
due particelle. Prendiamo come origine delle coordinate il centro 
di massa. Allora il momento di dipolo del sistema d = elrl + e2rZ 
assumera la forma 

(70,1) 

dove gli indici 1 e 2 si riferiscono aIle due particelle, r = r1 - r2 e 

il raggio vettore tra di esse e "" = m+1m2 e la massa ridotta. 
ml m2 

Cominciamo dalla radiazione dovuta al moto ellittico di 
due particelle che si attraggono secondo la legge di Coulomb. Come 
e noto dalla meccanica (vedi vol. I, Meccanica, § 15), questo moto 
puo essere descritto come il moto di una particella di massa "" su 
un'ellisse data in coordinate polari dall'equazione: 

a (1-el ) 
1+ecosq>= r ' (70,2) 

dove il semiasse maggiore a e 1 'eccentricita e valgono: 

(70,3) 

Qui ~ e l'energia totale delle particelle (senza l'energia a riposol), 
che per il mota finito e negativa; M = WZq> e il momenta angolare; 
c:t e la cost ante della legge di Coulomb: 

c:t = ,e}e2 ,. 

La dipendenza delle coordinate dal tempo si puo scrivere nella forma 
di equazioni parametriche 

r= a (1- ecos ~), t = -V ~3 (~-8 sen ~). (70,4) 

Al ~~rso completo dell' ellisse corrisponde 
paraietro ~ da ° a 2n; il periodo del mota e 

. T= 2nv ,:3 . 
la variazione del 
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Determiniamo Ie componenti di Fourier del momenta di dipolo. 
Essendo il mota considerato periodico, si ha uno sviluppo in serie 
di Fourier. Siccome iI momento di dipolo e proporzionale al raggio 
vettore r, il problema si riduce al calcolo delle componenti di Fourier 
delle coordinate x = r cos <p ed Y = r sen <po La dipendenza di x 
ed y dal tempo e determinata dalle equazioni parametriche 

x = a (cos S - e), y = a V 1 - e2 sen S, 
wot = S - e sen ~, 

dove e stata introdotta la frequenza 

-~-V c.t _ (21~D3/2 
Wo- T - 3- 1/ 

/UZ all 2 

(70,5) 

In luogo delle componenti di Fourier delle coordinate, e pm 
como do cal col are Ie componenti di Fourier delle velocita; utilizzando 

Ie relazione Xn = -iw onXn, Yn = -iwonYn si ha: 
• T 

Xn = .n = -- eiwont x dt. x i ~ • 
-- Huon wonT 

o . 
D'altra parte, x dt = dx = -a sen S ds; passando dall'integrazione 
in dt a quella in ds, si ha quindi: 

2n 
X = -~ r ein{s-e sen 6) sen t dt • 

n 2nn J ...... 
o 

Analogamente si trova: 
2n 2n 

Y = ia l/'i'=8i r ein{;-e sen;) cos t dE = ia""Vf=82 r ein{s-e sens) dt 
n 2nn J ... - 2nn8 J ... 

o 0 

(passando dal primo integrale al secondo, nella espressione integran

da poniamo cos S = (cos S - !) + ! ; allora il primo termine 
si integra ed e identicamente uguale a zero). Utilizzando quindi la 
nota formula della teoria delle funzioni di Bessel 

2n n. 

2~ f ei{n;-:c sen s) ds = {- .\ cos (ns - x sen s) ds = J n (x), (70,6) 
o 0 

dove J n (x) e la funzione di Bessel di ordine intero n. In definitiva 
si ottengono Ie seguenti espressioni per Ie componenti di Fourier: 

a '. ia Vi 8 1 
xn=-Jn(ne), Yn= In(ne) (70,7) n n8 
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(I 'apice sulla funzione di Bessel indica la derivata rispetto alla sua 
variabile indipendente). 

L'espressione dell'intensita delle componenti monocromatiche 
della radiazione si ottiene sostituendo Xn ed Yn nella formula 

In = 4w3n
' ,..,2 (~_~)2 (I Xn 12 + 1 y 12) 

3e3 ml m2 n 

(vedi la (67,11». Esprimendo inoltre a e CJ) 0 'mediante Ie caratteristi
che delle particelIe, si ottiene in definitiva: 

I - 64n2~' (~ ~)2 [J'2 ( ) + 1-8
2 J2 ( )] n - 3 3 2 - n ne --2- n ne . 

c a ml m2 8 
(70,8) 

Scriviamo, in partico1are, una formula asintotica per l'intensita 
delle armoniche molto elevate (per grandi n) quando il moto avviene 
su un'orbita quasi parabolica (8 vicina a 1). Utilizziamo a questo 
scopo 1a formula asintotica 

1 (2) l/s [ ( n ) 2/S ] I n (ne) ~ Vn -;- <D "2 (1-e2
) , n;p1, 1-e~1, 

(70,9) 

dove <t> e 1a funzione di Airy (definita nella nota alla pag. 201)1). 
La sostituzione nella (70,8) da: 

( ~: - ~: ) 2 { (1 _ e2) <D2 [ ( ; ) I,S (1- 8 2) ] + 
+ ( ! t a 

<D'2 [( ~ r'S (1-82)]}. (70,10) 

1) Quando n ~ 1, nell'integrale 

" J,dn8) =! J cos [n (6- 8 sen 6)] lIS 
o 

il contributo principale e dato dalle 6 piccole (per 6 non piccole l'espressione 
integranda compie oscilla2ioni rapide). Pertanto sviluppiamo I 'argomento del 
coseno in serie di Ie potenze di 6: 

00 

J n (ne) = +- r cos [ n e 2 8
2 

6 + ~ ) ] d6; 
o 

in virtu della convergenza rapida dell'integrale, l'estremo superiore d'integra
zione puo essere sostituito con 00; il termine contenente 6s deve essere conser
vato, perche nel termine del primo ordine e presente il piccolo coefficiente 
1 - 8 ~ (1 - 82)/2. L'integrale ottenuto, con una sostituzione evidente, sf 
riduce alla forma (70,9). 
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Questo stesso risultato pUO essere espresso anche mediante Ie funzioni 
di MacDonald Kv: 

In = ~ nl~' (~_~)2 {Kl; [~(1_82)3'1I ] + 
9n1 e3a D mt ms 8 3 

+K;'a [; (1_82)312 ] }(1_e2)2 

(Ie formule necessarie sono riportate nella nota alla pag. 267). 
Consideriamo ora I 'urto di due particelle cariche che si attraggono. 

II loro moto relativo viene descritto come il moto di una particella 
di massa f.l. sull'iperbole 

1+ecosqJ= a(e
2
-1) , (70,11) ,. 

dove 

(70,12) 

(ora ~ > 0). La dipendenza di r dal tempo e determinata dalle 
equazioni parametriche 

r=a(8ch s-1), t=j/1l;3 (8sh;-s), (70,13) 

dove il parametro S prende i valori da -00 a +00. Per Ie coordinate 
x, y abbiamo: 

x = a (8 - ch s), y == a Veil - 1 shs. (70,14) 

II calcolo delle componenti di Fourier (si tratta in questo caso 
di sviluppo in integrale di Fourier) si effettua in modo del tutto ana
logo al caso precedente. Si ottiene dunque: 

na lf8i=1 H(l) (. ) Yro = - 018 tV LV8, (70,15) 

dove Hr~ e la funzione di Hankel di prima specie d'ordine iv e dove 
e stato posto 

ro roa 
'\1- --

- Va/JUl3 - Ilvg (70,16) 

(Vo e la velocita relativa delle particelle all'infinito; I 'energia e 
~ = f.l.V~/2)1). Nei calcoli e stata utilizzata la nota formula 

00 

) e~-iuheds = i1tH~1) (ix). (70,17) 
-00 

1) Notiamo ehe la funzione HR,>(iV8) e immaginaria pura e la sua derivata 
H\\:'(tV8) reale. 
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Sostituendo la (70,15) nella formula 

dfl1 = 400
4

,...2 (~_~)2(lx 12-1_1 12)~ 
001 3cS ffl1 ffl2 OJ I YOI 2n 

(vedi la (67,10», otteniamo 

d~(J) = n~:~~2 (~11 _ ~: r { [H~!)' (ive)]2- 8
2

; i [H\!) (ive)]1 } dm. 

(70,18) 

Un grande interesse present a l' «irraggiamento efficace» durante 
la diffusione di un fascio parallelo di' particelle (vedi § 68). Per 
calcolare questa grandezza moltiplichiamo d~(J) per 2npdp ed inte
griamo rispetto a tutte Ie p da zero all'infinito. L'integrazione in 
dp sostituiamo con l'integrazione in de (da 1 a (0), notanda che 
2np dp = 2na2e de; questa relazione deriva dalle definizioni (70,12), 
dove il momento angolare M e l'energia ~ sono legati al parametro 
d 'urto p ed alla velocita Vo dalle relazioni 

L'integrale ottenuto si prende secondo la formula 

z = [Z~lI+ ( :: -1) Z~ ] = :z (zZpZ~), 
dove Zp (z) e una soluzione qualsiasi dell 'equazione di Bessel di 
ordine pi). Tenendo presente che per e -+ 00 la funzione di Hankel 
HW (ive) si annulla, otteniamo in definitiva la seguente formula: 

dx = 4n
2
a

3
oo (~-~)'IH<1)(iV)IH(1)'(iV)dm. (70,19) 

OJ 3c3Jtvg ffll ffl2 w iv 

Esaminiamo con attenzione particolare i casi limiti di alte e 
basse frequenze Nell' integrale 

00 J eiv (s-sh ,) ds = inHiv (iv), (70,20) 
-00 

che definisce la funzione di Hankel, il maggiore contributo viene 
solo dall'intervallo di valori della variabile d'integrazione S 
per cui I' esponente e dell' ordine dell 'unita. Per basse frequenze 
(v ~.1), e quindi importante l'intervallo delle S grandi. Per S grandi 

1) Questa formula e una conseguenza diretta deU'equazione di Besset-~ 

Z"+l.Z' + (i-E:) Z=O. z Z2 
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si ha sh S ~ S, e quindi, approssimativamente otteniamo: 
00 

m!) (iv~ ~ -! S e- iv sh 6 d~ = H~1) (iv). 
-00 

Analogamente si trova che 

m~)' (iv) ~ H~1)' (iv). 

Utilizzando infine I 'espressione approssimata (per x piccolo) nota 
dalla teoria delle funzioni di Bessel 

'H(1) (.) 2 I 2 
~ 0 zx ~- n-:rt y:,; 

(y = eC, dove C e la costante d'Eulero; y = 1,781...), otteniamo 
la seguente espressione per l'irraggiamento efficace aIle basse 
frequenze: 

dx = 16a
l (~_~)2In(2/l1r~)d()) per ())~ /lV~. (70.21) 

ro 3v3 c3 mt m2 ywa a 

Esso dipende logaritmicamente dalla frequenza. 
Per alte frequenze (v ~ 1), nell'integrale (70,20) sono impor

tanti, al contrario, Ie ~ piccole. Sviluppando quindi I 'esponente 
dell 'espressione integranda in serie di potenze di ~, approssimativa
mente otteniamo: 

00 

Hi~ (iv) ~- ~ S exp ( - i; ~3) d~= 
-00 

00 

= - ~ Re { J exp ( - i; S3) d~ } . 
o 

La sostituzione iV~3/6 = 1J riduce questo integrale alIa funzione r, 
e in definitiva si ottiene: 

H~~ (iv) ~ - :rt V3 (~ t 3 

r ( ! ) . 
Analogamente troviamo: 

H~~' (iv) ~ :rt ~3 ( ~ t 8 
r ( ~ ) . 

Infine, utilizzando la formula ben nota dalla teoria della funzione r 
r (x) r (i-x) =_:rt_, sen:rtx 

per I'irraggiamento efficace aIle alte frequenze otteniamo: 

d 16:rta! (et es ) 2 d ~ /lvg xro= --- ()) per ()) 4'-
33/2v~c3 mt m2 a ' 

(70,22) 

cioe un'espressione che non dipende dalla frequenza. 
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Passiamo ora alla radiazione di frenamento durante l'urto di 
due particelle che si respingono secondo la legge U = cdr (a > 0). 
II moto in questo caso descrive un'iperbole 

_ 1 + 8 cos <p = a (s2-1) ; (70,23) 
r 

x= a (8+ ch s), y= a V 82-1 sh'£, t = V f.1~3 (8 sh s+s) (70,24) 

(a ed 8 sono ricavate dalla (70,12». Tutti i calcoli del presente caso 
si riducono direttamente a quelli del caso precedente, e non c'e 
quindi bisogno di ripeterli. Infatti, l'integrale 

00 

x'" ,= ~ j eiv(e sh 6+s) sh s ds 
-00 

per la componente di Fourier della coordinata x si riduce, con la 
sostituzione S -+- in - S, allo stesso integrale, moltiplicato per e-nv, 
che si aveva nel caso dell'attrazione; la stessa cosa ha luogo per y",. 

In tal modo, Ie espressioni per Ie componenti di Fourier x"" 
Yw nel caso della repulsione si distinguono dalle espressioni rispet
tive nel caso d'attrazione per il fattore e-nv . Nelle formule del
l'irraggiamento, compariranno quindi i nuovi fattori e-2nv . In parti
colare, per Ie basse frequenze si ottiene la formula precedente (70,21) 
(perche quando v ~ 1, e-2nv ~ 1). Per Ie alte frequenze l'irraggiamento 
efficace assume la forma 

d 161t(~2 (e( e2 ) 2 ( 2mOa) f.1v~ 
XCJl = 3/ ---- exp---~- dw per w ~ -- , 

3 2v5c3 m( m2 f.1V o ex. 

(70,25) 

che decresce esponenzialmente al crescel'e della frequenza. 

PROBLEMI 

1. Determinare l'intensita totale media della radiazione emessa da due 
cariche che si attraggono compiendo un moto ellittico. 

Soluzione. Usando l'espressione (70,1) del momento dipolare, per l'inten
sita totale della radiazione si ottiene: 

1= 2,....2 (~_~)2 ~;= 2a2 (~_~)2...!..., 
3c3 m( m2 3c3 m( m2 r4 

dove abbiamo utilizzato l'equazione del moto ';r' = -ar/r. Esprimiamo la 
coordinata r in funzione di <p in base all'equazione dell'orbita (70,2) 
e sostituiamo l'integrazione rispetto al tempo con l'integrazione rispetto all'an
golo c:p (da 0 a 2n) con I'aiuto dell'uguaglianza dt = f.tT2d<p/M. 

Per l'intensita media troviamo in definitiva: 
T 

l=~ r Idt=2
312 (~_~)2,....5I2a31~13/2(3_21~IM2). 

T J 3c3 m( m2 M5 ,....a2 

o 
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2. Determinare la radiazione tot ale &'/, generata dall'urto di due particelle 
cariche. 

Soluzione. Nel caso dell'attrazione la traiettoria e l'iperbole (70,11), e nel 
caso di repulsione, 1 'iperbole (70,23). Gli asintoti dell'iperbole formano con il 
suo asse I angolo <Po determinato da ±cos <Po = 1/e, e l'angolo di deviazione 
delle particelle (nel sistema del centro di massa e X = 1 n- 2<po I. II calcolo 
si effettua come per il problema 1 (l'integrale in d<p viene preso tra -<Po e 
<Po). Per il caso dell'attrazione troviamo in definitiva: 

&~= ~::! tg3~ [(n+ x) (1+3tg2 ~)+6tg ~J (~: _~~ )2, 
e per il caso di repulsione: 

&~ ,= fl3v8 tg3.1 [(n- x) (1--L 3 tg2.1) _ 6 tg.1] (~_~)2. 
3c3a 2 I 2 2 mt m2 

In ambedue i casi con X s'intende l'angolo positivo determinato dalla relazione 

ctg ~ = fl~P • 

Nell'urto frontale di cariche repulsive il passaggio al limite p -+ 0, X -+ n da: 

&'f!,= 8fl3vg (....:L_~)2. 
45c3a mf m2 

3. Determinare l'irraggiamento efficace totale per la diffusione di un 
fascio di particelle in un campo coulombiano di repulsione. 

Soluzione. La grandezza cercata c 
00 00 00 00 

x= J J Idt.2npdp= ;~: (~: - ~: )22n J J ;, dt·pdp. 
o -00 0 -00 

Sostituiamo l'integrazione rispetto al tempo con 1 'integrazione in dr lungo 

la traiettoria della carica, scrivendo dt = drlvr, dove Vr = ~ c la velocite. radiale 
espressa in funzione di r secondo la formula 

Vr = ~ /.! [~_ M2 -u (r)] = .. /v~ _ p2V~ _~. 
V J.I. 2W2 V r2 W 

L'integrazione in dr viene effettuata tra l'infinito e la distanza pili vicina al 
centro ro = ro (p) (il punta dove Vr = 0), e poi nuovamente da ro all'infinito; 
cio conduce ad un integrale doppio da ro a 00. Questo integrale si calcola pili 
facilmente cambiando l'ordine d'integrazione e integrando quindi prima in 
dp e poi in dr. Otteniamo in definitiva: 

x = 8n aflvo (~_ ~) 2 • 
9 c 3 mf m2 

4. Determinare la distribuzione angolare della radiazione totale nel caso 
di diffusione di una carica da un'altra carica; la velocit8. della particella inci
dente si suppone molto grande (sebbene inferiore alla velocita della luce), 
cosicche si puo conSiderare piccola la deviazione dal moto rettilineo. 

S oluzione. L' angolo di diffusione c Jliccolo, qualora I' energia cinetica flv2/2 
sia grande rispetto all 'energia potenziale, il cui ordine di grandezza c alp 
(flv2 ~ alp). Prendiamo il piano del mota per piano xy con l'origine delle coor-
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dinate nel centro di massa e con l' asse delle x diretto lungo la velocita. In prima 
approssimazione, la traiettoria e la retta x = vt, Y = p. In second a approssima
zione, Ie equazioni del mota danno: 

• • a. x a.vt .. a. y a.p 
floX =77 ~ --;:a, flY = 7=27 ~ -;:a, 

dove 
r= Vx2+y2 ~ Yp2+v2t2. 

In virtu della formula (67,7), abbiamo: 

-00 

pove neil versore relativo all 'angolo solido do. Esprimendo la funzione inte
granda mediante t ed effettuando l'integrazione, otteniamo 

a.2 (et en ) 2 d~n= 32 3 3 ---~ (4-ni-3n~)do. 
vc p mt m2 

§ 71. Radiazione di quadrupolo e di dipolo magnetico 

Esaminiamo ora la radiazione dovuta ai termini successivi dello 
sviluppo del potenziale vettore in serie di potenze di ai').. che 
rappresenta il rapporto fra Ie dimensioni del sistema e la lunghezza 
d'onda, rapporto che, come precedentemente, si suppone piccolo. 
Sebbene questi termini siano generalmente piccoli rispetto al primo 
(termine di dipolo), essi diventano sostanziali nei casi in cui il momen
to di dipolo del sistema e nullo, e quindi non esiste la radiazione 
di dipolo. 

Sviluppando nella (66,2) 

A= c~o J jt'+rn/c dV 

I' espressione integrand a in serie di potenze di rnl c e conservando 
ora i primi due termini, troviamo: 

A = c~o J jt' dV + c2ko a~' J (rn) jt' dV. 

Sostituendovi j = pv e passando aIle cariche puntiformi, otte-
niamo: 

(71,1) 

Per breviti .. (come nel § 67), ometteremo l'indice t' in tutte Ie gran
dezze del secondo membro di questa uguaglianza. 

Scriviamo nel secondo termine 
1 a 1 1 1 {} 1 

v (rn) ='28tr (nr) +'2v (nr) -'2f (nv) ='28tr (nr) + '2 [[rv) n). 
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Troviamo allora per A l'espressione 

d 1 a2~ 1" 
A= eRo + 2e2Ro ~ L.J er (nr) + eRo [mn], (71,2) 

dove d e il momento di dipolo del sistema, ed m = ~e ~ e [rv] il 

suo momento magnetico. Per continuare la trasformazione, notiamo 
che ad A si puo aggiungere, senza cambiare il campo, un vettore 
qualsiasi proporzionale ad n; i campi E ed H in virtu delle formule 
(66,3) non cambieranno. In luogo della (71,2) si puo quindi scrivere 

d 1 a2 1 " 
A = eRo + 6c2Ro 8t2 ~ e [3r (or) _nr2

] + eRo [mn]. 

L'espressione sotto il segno iJ2ffjt 2 e il prodotto n{3Da{3 del vettore n 
per il tensore del momento di quadrupolo D a{3 = ~ e (3xax{3 -
6a jl1"2) (vedi § 41). Introducendo il vettore D di componenti Da = 
= Da (3n (3, troviamo l' espressione definitiva del potenziale vettore: 

d 1"" 1 " 
A=-R +-62R D +-R [mn]. e 0 e 0 e 0 

Conoscendo A, si possono ora determinare i campi H ed 
l'aiuto delle formule generali (66,3): 

H = e210 {[d~] + ie [Dn] + [[mn] n] }, 

E = e210 {[(d~] n] + ie [fi>~] n] + [nm] } " 

(71,3) 

E con 

(71,4) 

L'intensita dI della radiazione nell' angolo solido do e determi
nata conformemente alIa (66,6). Determiniamo ora la radiazione 
totale, cioe I 'energia irraggiata dal sistema nell 'unita di tempo in 
tutte Ie direzioni. A questa scopo, prendiamo la media di dI relativa 
a tutte Ie direzioni di n; la radiazionetotale e uguale al prodotto per 
4n di questa media. Quando si prende la media del quadrato del 
campo magnetico, tutti i prodotti misti tra il primo, il secondo 
e il terzo termine in H si annullano, in modo che restano solamente 
Ie medie quadratiche di ciascuno di essi. Dopo calcoli non com plica
til) per I si ottiene I' espressione: 

2"" 1"""2 2""2 
1= 3c3 d2 + 180e5 Dall+¥m" (71,5) 

1) Indichiamo un metoda cOllodo che permette di calcolare la media dei 
prodotti delle componenti di un vettore unitario. II tensore'na n{3, che e simmet
rico, puo essere espresso solamente in funzione del tensore unitario <'>a{3' Tenendo 
anche presente che la sua traccia e uguale ad 1, abbiamo: 

-- 1 
nan{3="3<'>a{3' 
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In tal modo, la radiazione totale e composta di tre parti indipendenti, 
dette rispettivamente radiazione di dipolo, di quadrupolo e di dipolo 
magnetico. 

Notiamo che la radiazione di dipolo magnetico manca pratica
mente in molti casi. Cosi, essa non compare in un sistema in cui il 
rapporto fra carica e massa e 10 stesso per tutte Ie particelle in 
mota (in questo caso, manca persino la radiazione di dipolo, come 
e stato notato nel § 67). In effetti, il momento magnetico di un tale 
sistema e proporzionale al momento angolare meccanico (vedi § 44), e 

percio, in virtu della legge di conservazione di quest 'ultimo, m = O. 
Per la stessa ragione (vedi problema del § 44), la radiazione di dipolo 
magnetico manca in qualsiasi sistema composto soltanto di due 
particelle (cos a che, invece, non si puo dire della radiazione di 
dipolo). 

PROBLEMI 

1. Calcolare 1 'irraggiamento efficace totale nella diffusione di un flusso 
di particelle cariche da particelle identiche. 

Soluzione. La radiazione di dipolo (come anche quella di dipolo magnetico) 
non viene emessa quando si urtano particelle identiche, cosicche bisogna 
calcolare la radiazione di quadrupolo. n tensore momento di quadrupolo di un 
sistema di due particelle identiche (rispetto al loro centro di massa) e: 

e 
Dall ="2 (3xci.xll-r26all), 

dove Xa sono Ie componenti del raggio vettore r tra Ie particelle. Dopo aver 
derivato tre volte Dafl esprimiamo Ie derivate prima, second a e terza delle 
coordinate xa rispetto al tempo in funzione della velocita reI at iva va delle 
particelle come segue: 

dove Vr = vr/r e la componente radiale della velocita (la second a uguaglianza 
e 1 'equazione del mota della carica, e la terza si ottiene derivando la seconda). 
Calcolando, si ottiene per l'intensita la seguente espressione: 

f ••• 2e6 1 
1= f80e 5 D~1l = 15m2c5 14 (v 2 + 11v~) 

(v2 = v: + v~); esprimiamo ve Vcp in funzione di r con l'aiuto delle uguaglianze 

4e ll pVo 
v2=va-/iir' vCP=-r-. 

Per quanta concerne la media del prod otto delle quattro componenti, essa 
e uguale a: 

1 
nan j3 n'l no = 15 (BaIl6'lO + 6a'l61l1l+ 6aIl6Il'l)· 

Il secondo membro di questa uguaglianza e composto di tensori unitari che for
mano un tensore di rango quattro, simmetrico rispetto a tutti gli indici; il 
coefficiente generale sara determinato poi mediante la contrazione di due cop pie 
di indici, che dovra dare in definitiva 1. 
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Sostituiamo l'integrazione rispetto al tempo con l'integrazione in dr, come 
abbiamo fatto nel problema 3 del § 70, scriviamo cioe: 

'dt=~ dr 
Vr ~ / v2 _ p2vB _ 4e2 

VOrl tnr 

Nell'integrale dop,Pio (in dr e dp) integriamo dapprima rispetto a dp e poi a dr. 
Si ottiene, in deflnitiva, il risultato: 

4n e4v~ 
x=g me5 • 

2. Determinare la forza di rinculo agente su un sistema irraggiante di par
ticelle in mota stazionario finito. 

Soluzione. La forza cercata F viene calcolata come la perdita dell'impulso 
del sistema nell'unitii di tempo, doe come il fl~sso dell'impulso porta to via 
dalle onde elettromagnetiche emesse dal sistema: 

Fa = - J Gal} atl} = - J Gal}n/lR8 ao; 

l'integrazione e estesa ad una superficie sferica di grande raggio Ro. Il tensore 
elettromagnetico e dato dalla formula (33,3), e i campi E ed H sono ricavati 
dalla (71,4). Essendo questi campi trasversali, l)ntegrale si riduce a 

F = - in J 2H2nR~ ao. 

Si prende la media nelle direzioni di n con l'aiuto delle formule riportate nella 
nota aUa pag. 250 (i prodotti di un numero dispari di componenti di n si 
annullano). Otteniamo in definitiva1): 

i {i .. ··· 2 .... } 
Fa= ----;4 15c Dal}al} +"3 [d mJa; • 

§ 72. Campo di radiazione a piccole distanze 

Le formule della radiazione di dipolo sono state stabiIite per il 
campo a distanze grandi rispetto aIla lunghezza d'onda (e a maggior 
regione rispetto aIle dimensioni del sistema irraggiante). In questo 
paragrafo, supporremo sempre che la lunghezza d'onda sia grande 
rispetto aIle dimensioni del sistema, ma studieremo il campo a di
stanze che, pur essendo grandi rispetto aIle dimensioni del sistema, 
80no pero comparabiIi alIa lunghezza d'onda. 

La formula (67,4) per il potenziale vettore 
i . 

A=-d 
eRo 

(72,1) 

1) Notiamoche questa forza e di ordine pili eleva to in 1/c rispetto aIle forze 
d 'attrito di Lorentz (§ 75). Quest'ultime non danno nessun contributo alIa 
forza totale di rinculo: la somma delle forze (75,5) agenti sulle particelle di un 
sistema elettricamente neutro e nulla. 
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resta valida come precedentemente, poiche nella deduzione abbiamo 
supposto grande solo Ro rispetto aIle dimensioni del sistema. 
Non e pili possibile pero considerare il campo, persino in regioni 
piccole, come un'onda piana. Ne segue che Ie formule (67,5) e (67,6) 
non sono pili applicabili ai campi elettrico e magnetico, e per cal
col are quest 'ultimi bisogna determinare preliminarmente sia Ache 1jJ. 

Quanto alIa formula del potenziale scalare, essa puo essere dedot
ta direttamente dall 'espressione di A con I 'aiuto della condizione 
generale (62,1) 

div A +..!. olp = 0 
C ot ' 

imposta sui potenziali. Sostituendo in essa la (72,1) ed 
rispetto al tempo, troviamo: 

d . d 
1jJ= - IVliO· 

integrando 

(72,2) 

Non scriviamo la cost ante d'integrazione (funzione arbitraria delle 
coordinate), perche ci interessa soltanto la parte variabile del 
potenziale. Ricordiamo che nella formula (72,2), come anche nella 
(72,1), il valore di d deve essere preso nell'istante t' = t - Rolel

). 

A questo punto non e pili difficile calcolare i campi elettrico 
e magnetico. Le formule ordinarie che legano E ed H ai potenziali 
ci permettono di trovare: 

1 d 
H=-rot-

c Ro ' 
(72,3) 

E d d· d 1 'd" 
=gra IV-R -'-R " o c 0 

(72,4) 

L'espressione per E puo essere scritta in un'altra forma, notan
do che dt,IRo come qualsiasi funzione delle coordinate e del tempo 
tipo 

_1 f(t-~) 
Ro c' 

soddisfa I' equazione d' onda 
1 01 d d ---=ll.-cl otl Ro Ro " 

1) Si introduce talvolta il cosiddetto vettore di Hertz, definito come 

Allora 

Z= __ 1 d (t _!!!.)" 
Ro c 

1 " 
A=--Z, lp=divZ. 

c 
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Utilizzando inoltre la nota formula 

troviamo che 
rot rot a = grad diva - i\a, 

d 
E=rotrot To . (72,5) 

Le formule ottenute determinano il campo a distanze comparabili 
alla lunghezza d 'onda. In tutte queste formule, non si puo natural
mente portare 11 R 0 fuori dal segno di derivazione rispetto alle 
coordinate, perche il rapporto fra i termini contenenti 11R~ e i ter
mini in lIRo e appunto dell'ordine di "AlRo. 

Scriviamo infine Ie formule per Ie componenti di Fourier del 
campo. Per determinare Hoo, sostituiamo nella formula (72,3) H e d 
con Ie loro componenti monocromatiche, cioe, rispettivamente, 
Hroe- iwt e droe-ioot . Bisogna ricordare tuttavia che Ie grandezze dei 
secondi membri delle uguaglianze (72,1-5) sono prese nell'istante 
t' = t - Role. Dobbiamo quiw!i scrivere per d l'espressione 

droe-iCil(t-Ro, ,> = dooe-ioot+ikRo. 

Sostituendo questa espressione e dividendo per e-ioot , troviamo: 

( 
eikIlo ) [ eikRo ] 

Hro = - ik rot dro R;;"" = ik doo V R;- , 

oppure, dopo aver derivato: 

Hro = ik [dron] ( ~: - ~~ ) e ikRo , (72,6) 

dove neil versore di Ro. 
Analogamente dalla (72,4) ricaviamo: 

eikRo eikRo 
Ero = k2dro lfO + (dro V) V ~ , 

oppure, dopo aver derivato 

E =dro (~+ ik __ 1_) eikRo+n(ndro) (_~_ 3tk +..!.) eikRo 
ro Ro R3 Rg Ro R3 R~ • 

(72,7) 

A distanze grandi rispetto alla lunghezza d'onda (kRo ~ 1) si 
possono trascurare nelle formule (72,6) e (72,7) i termini contenenti 
lIR~ e lIR~, e si ritorna alla formula del campo della «zona delle 
onde »: 

k 2 • k2 • 
Eoo = To [n [dronlJ etkRo , Hro= -R; [dron] e tkRo • 

Per distanze piccole rispetto alla lunghezza d'onda (kRo ~ 1), 
trascurando i termini contenenti 1IR 0 ed 1IR~ e ponendo eikRo ~ 1, 
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otteniamo 

espressione che descrive il campo elettrostatico di dipolo (§ 40); 
e ovvio che in questa approssimazione il campo magnetico non esiste. 

PROBLEMI 

1. Determinare i potenziali del campo di radiazione di quadrupolo e di 
dipolo magnetico a piccole distanze. 

Soluzione. Supponendo per brevitl. che la radiazione di dipolo manchi com
pletamente, abbiamo (dr. calcoli fatti nel § 71): 

1 J dV 1 J jt-Ro/e A=- J't R' -~-- (rV') dV e - ,e R e Ro " 

dove 10 sviluppo dell'espressione integranda e fatto in serie di potenze di r = 
= Ro - R. Contrariamente a quanta abbiamo fatto nel § 71, il fattore lIRo 
non puo essere portato fuori dal segno di derivata. Portiamo quest' ultimo 
fuori dal segno d'integrazione e scriviamo la formula in notazioni tensoriali: 

1 a r x/3hx. 
Aa= -c aX/3 J l'fOdV 

(x f:\ sono Ie comjJonenti del raggio vettore Ro). Passando dall'integrale ad una 
somma estesa alle cariche, troviamo: 

1 a (L; eVax/3 )t' 
Aa = ---- -='----;~....:....-

C aX/3 Ro 

Procedendo come nel § 71, dividiamo questa espressione in termini di quadr
upolo e di dipolo magnetico. I potenziali scalari corrispondenti si calcolano 
per mezzo del potenziale vettore come nel testo. Per la radiazione di quadrupolo 
polare otteniamo in definitiva: 

1 a Da/3 
Aa=-----

6e aX/3 Ro ' 

e per la radiazione di dipolo magnetico: 

m 
A=rot RO' <p=o 

(tutte Ie grandezze nei secondi membri delle uguaglianze sono prese, come sempre, 
nell'istante t' = t - Role). . 

I vettori campo elettrico e magnetico della radiazione di dipolo magnetico 
sono: . 

1 m' m 
E=--rot-R ' H=rotrot-R . 
Coo 

Confrontando con la (72,3) e la (72,4) vediamo che H ed E nel caso di dipolo 
magnetico si esprimono attraverso m, aUo stesso modo come nel caso del dipolo 
elettrico E e -H si esprimono attraverso d. 
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Le componenti spettrali dei potenziali della radiazione di quadrupolo sono: 

ik a ikRo 
A(Ol) = _ D(Ol) __ _ e __ 
~ 6 ~Il aXil Ro ' 

Non riportiamo qui Ie espressioni delcampo, in quanto sono complicate. 
2. Calcolare la velocita di perdita del momento angolare da parte di un 

sistema di cariche che emette una radiazione di dipolo elettromagnetica. 
Soluzione. Secondo la (32,9), la denstia del flusso del momento angolare di un 

campo elettromagnetico e data dalle componenti spaziali del 4-tensore xiTkl -
-xk Til. Passando aIle notazioni tridimensionali, introduciamo il vettore tri-

dimensionale del momento angolare di componenti ~ ea f3'l'MII'I'; la densitit del 

suo flusso e data dal tensore tridimensionale 

1 
"2 eallv (xlI<Jv6- Xv<J1I6) = ea llvxf3<JvO' 

dove (Jail == T~1l e il tensore tridimensionale degli sforzi di Maxwell (tutti gli 
indici vengono messi in basso conformemente aIle notazioni tridimensionali). 
n momento angolare totale, perduto dal sistema nell'unita di tempo, e uguale 
al flusso del momenta angolare del campo di radiazione attraverso una super
ficie sferica di raggio Ro: 

dove dt = R~ do, ed neil versore di Ro. Utilizzando per il tensore (Jail la for
mula (33,3), otteniamo 

dM Raj . 
T= ~ {(nE](nE) + [oH](oH)} do. (1) 

Applicando questa formula al campo di radiazione a grandi distanze dal 
sistema, non e pera possibile limitarsi ai termini ~1IRo: in questa approssima
zione nE = nH = ·0, e quindi l'espressione integranda si annulla. Questi ter
mini, dati dalle formule (67,5) e (67,6), sono sufficienti solamente per calcolare 
i fattori [oE) e [nH); Ie componenti longitudinali dei campi nE ed oH sono date 
dai termini ~1IRft (l'espressione integranda nella (1) diventa, in definitiva, 
~1IRg, e la distanza RQ, come si doveva aspettare. non compare nel risultato). 
Nell'approssimazione dipolare per la lunghezza d'onda si ha t.. ~ a, e bisogna 
percio distinguere i termini contenenti (rispetto alla (67,5) e alIa (67,6» un fat
tore supplementare ~A/Ro, oppure - afRo: sara sufficiente lasciare soloi pri.mi. 
Sono proprio questi termini che si possono ricavare daUa (72,3) e daUa (72,5); il 
calcolo, a meno dei termini del secondo ordine di flRo, ci dal ): 

2 . 
En= R2 nd, Hn=O. 

c 0 

Sostituendo la (2) e la (67,6) nella (f), otteniamo: 

dM f J .. . 
de = - 21tc3 [od) (nd) do .• 

(2) 

1) Un valore non nullo di Hn l'avremmo avuto soltanto tenendo conto 
dei term.ini d'ordine superiore di alRo. 
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Infine, scrivendo l'espressione integranda nella forma eaflvnfldvn6d6 e pren
dendo la media rispetto aHe direzioni di n, troviamo in definitiva: 

dM 2· •• 
Tt=-]C3[d dj. (3) 

Notiamo che per un oscillatore !ineare (d = do cos wt con ampiezza reale do) 
l' espressione (3) e nulla: non c' e perdita di momento angolare nell'irraggia
mento. 

§ 73. Radiazione emessa da una carica in moto rapido 

Consideriamo ora una particella carica che si muove con 
velocita non piccola rispetto alIa velocita della luce. 

Le formule del § 67, dedotte .supponendo v ~ c, non sono diret
tamente applicabili a questo caso. Tuttavia, possiamo considerare 
la particella nel sistema di riferimento in cui si trova in quiete 
nell'istante dato; in questo sistema Ie formule menzionate sono 
evidentemente applicabili (notiamo che cio e possibile soltanto 
nel caso di una sola particella in moto; per piu particelle, non 
esiste, in generale, un sistema di riferimento dove tutte esse siano 
contemporaneamente in quiete). 

Cosi, nel sistema di riferimento indicato, la particella irraggia 
nel tempo dt l'energia 

2e2 

d~=3c8urdt (73,1) 

(in base alIa formula (67,9», dove we l'accelerazione della particella 
nella stesso sistema. Quanto all'impulso totale da essa irraggiato, 
esso, nel sistema considerato, sara nullo: 

dP = 0 (73,2) 

Infatti, l'impulso irraggiato si determina come l'integrale della den
sita del flusso d'impulso nel campo di radiazione, preso su una 
superficie chi usa che racchiud~ la particella. In virtu delle pro prieta 
di simmetria della radiazione di dipolo, gJi impulsi emessi in dir~ 
zioni opposte sono uguali in grandezza ed opposti in direzione; 
segue quindi che l'integrale indicato e identicamente nullo. 

Per passare ad un sistema di riferimento arbitrario, scriviamo 
Ie formule (73,1) e (73,2) in notazioni quadridi,mensionali. E facile 
vedere che l'«irraggiamento di 4-impulso ,. dpt deve essere scritto 
come seg~e: 

dpi = _ 2ez du" dUll (],xi = _ ~ dull ~ u i ds. (73,3) 
3c ds ds 3c ds as 

In effetti, nel sistema di riferimento dove Ia particella persevera 
in quiete, Ie componenti spaziali della 4-velocita u i sono nulle, 
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du"du" W
2 hI·· I· d· dpi . e ds as = - C4; ne segue c e e component! spazla 1 1 SI 

annullano, mentre la componente temporale da l'uguaglianza (73,1). 
11 4-impulso totale irraggiato durante il percorso della parti

cella attraverso i1 campo elettromagnetico e pari all'integrale dell'e
spressione (73,3), cioe 

Ilpi = _ ~2 5 d::," d:Sk dxi. (73,4) 

Scriviamo questa. espressione in un 'altra forma, esprimendo Ia 
4-accelerazione du1/ds mediante il tensore del campo elettromagne
tico esterno e servendoci delle equazioni del mota (23,4): 

dUk e F l mcliS= c kZU • 

A vremo allora 

(73,5) 

La componente temporale dell'equazione (73,4) 0 (73,5) da 
l'energia totale irraggiata !l~. Sostituendo aIle grandezze quadridi
mensionali Ie loro espressioni mediante Ie grandezze tridimensio
nali, otteniamo: 

00 2 [VW)2 w---
2e

2 5 c2 

!l~ = 3c3 (_~)3 dt 
-00 1 c2 

(73,6) 

(w = v e l'accelerazione della particella), oppure, in funzione dei 
campi elettrico e magnetico esterni: 

{ E+~[VH]}2 _~(EV)2 I=~ C c
2 

3m2c3 v2 
1--

c2 

00 

!l~= \ I dt, . (73,7) 
-00 

Le espressioni dell'impulso totale irraggiato si distinguono per iI 
fattore supplementare v sotto i1 segno d'integrazione. 

Dalla formula (73,7) segue che, per velocita vicine alla velocita 
della luce, la radiazione tot ale nell'unita di tempo dipende dalla 
velocita essenzialmente come (1 - V 2/C2t\ cioe e proporzionale al 
quadrato del l'energia della particella in moto. Presenta un'ecce
zione soltanto il caso in cui il moto in un campo elettrico e parallelo 
alIa direzione del campo. In questo caso, il fattore (1 - V 2/C2) che si 
trova al denominatore si divide per 10 stesso fattore del numeratore, 
e la radiazione risulta indipendente dall'energia della particella. 

Infine, analizziamo il problema della distribuzione angolare 
della radiazione emessa da una particella in moto rapido. Per risolvere 
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questo problema. e opportuno ricorrere all'espressione di Lienard
Wiechert (63,8) e (63,9) per il campo. A grandi distanze, dobbiamo 
conservare in essa solamente il termine di grado pili basso in 11R (it 
secondo termine della formula (63,8». Introducendo il versore n 
della direzione della radiazione (R = nR), otteniamo Ie formule: 

E _ _ e [ 0 [ ( 0 -7 ) w ] ] 

- c2R ( OV)3 • 1--
c 

H=[nE], (73,8) 

dove tutte Ie grandezze nei secondi membri delle uguaglianze sono 
prese nell'istante ritardato t' = t - Ric. 

L 'intensita. della radiazione nell' angolo solido do e 
dI = :n E2R 2od. Sviluppando il quadrato E2, troviamo: 

( (1- ve: ) (OW)2 ) 
dI = ~ J 2 (ow) (vw) + __ W_2_...,.... _ l do 

4.n
c3 lc (1 __ V

c
O) 5 (1- :0)" (1- VeO)6 J . (73,9) 

Se invece si vuole determinare la distribuzione angolare della 
radiazione totale durante l'intero moto della carica, bisogna integra
re l'intensita rispetto al tempo. E necessario intanto tener presente 
che l' espressione da integrare e una funzione di t'; percio si deve 
scrivere 

dt = !: dt' = ( 1 - °e
v 

) dt' (73,10) 

(vedi la (63,6» e quindi integrare direttamente rispetto a dt'. In tal 
modo, otteniamo la seguente espressione per la radiazione totale 
emessa nell'elemento d'angolo solido do: 

e2 r ( 2 (ow) (vw) w2 ( 1-~ ) (OW)2 ) , 

d~n = 4ne3 do J ~ ( vo ) 4 + ( vo ) 3 - ( vo ) Ii ~ dt • 
Lc 1-- 1-- 1-- J c e , c 

(73,11) 

Come si vede dalla (73,9), la distribuzione angolare della radia
zione nel caso generale e assai complicata. Nel caso ultrarelativi
stico (1 - vic ~ 1), questa distribuzione ha una particolarita carat
teristica dovuta alla presenza di potenze elevate della differenza 
1 - vn/c ai denominatori dei diversi termini di questa espressione. 
In altri termini, l'intensita e grande in un intervallo ristretto di 
angoli dove la differenza 1 - vnlc e piccola. Indicando con e I'an-

17-
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golo piccolo tra n e v, abbiamo: 
v v 02 

1--cos9~ 1--+-' 
c c 2' 

questa differenza e piccola ("" 1 - vic) per 9 "" V 1 - vic oppure, 
che e 10 stesso, 

(73,12) 

In tal modo, una particella ultrarelativistica irradia principalmente 
nella stessa direzione del suo moto nell'intervallo di angoli (73,12) 
intorno alIa direzione della velocita. 

Indichiamo ancora che per velocita e accelerazione della 
particella arbitrarie esistono sempre due direzioni dove l'intensita 
della radiazione si annulla. Tali sono Ie direzioni dove il vettore 
n - vic e parallelo al vettore w e, di conseguenza, il campo (73,8) 
si annulla (vedi anche problema 2 aHa fine del paragrafo). 

Scriviamo infine Ie formule pili semplici aIle quali si riduce la 
(73,9) in due casi particolari. 

Quando la velocita e I' accelerazione della particella so no paral
lele, si ha 

e per l'intensita 

dI =~- w2 sen2 0 d 
4nc3 ( 6 O. 

1- ~ cos 0) 
(73,13) 

Essa e naturalmente simmetrica intorno alIa direzione comune 
di v ewe si annulla nel senso della velocita (9 = O) e nel senso oppo
sto (9 = 31:). Nel caso ultrarelativistico, l'intensita come funzione 
di 9 ha due massimi pronunciati nella regione (73,12) con un 
« calo » sino a zero per 9 = O. 

Quando invece la velocita e l'accelerazione sono perpendicolari, 
dalla (73,9) si ricava: 

[ 

( 1-~)sen20cos2<P] e 2w2 1 c2 

dI=T3 4 - 6 do, 
ne ( 1 _ ~ cos 0 ) ( 1 - ~ cos 0 ) 

(73,14) 

dove 9 e, come precedentemente, l'angolo tra n e v, e <p l'azimut del 
vettore n relativamente al piano passante per v e w. Questa inten
sit a e simmetrica soltanto rispetto al piano vw dove si annulI a 
nelle due direzioni, che formano l'angoJo 9 = arccos (vic) con la 
velocita. 
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PROBLEMI 

1. Determinare la radiazione totale emessa da una particella relativistica di 
carica el, di parametro d'urto p in un campo coulombiano di centro immo
bile (il potenziale (J! = e2/r). 

Soluztone. Nell'attraversamento di un campo, una particella relativistica 
non viene qualli deviata1). Si potra quindi nella 
(73,7) considerare costante Ia velocita e, di conse-
guenza, per il campo nel punto dove si trova la par
ticella si avra 

E- e2r __ e2r 

- r3 -- (p2 + v2t2) 8/2 ' 

con x = vt, Y = p. Integrando nella (73,7) rispetto 
al tempo, avremo: 

~~ _ 3tefe~ 4c2-v· 
- 12m2c3p3v C2 _V2 • 

2. Determinare Ie direzioni nelle quali l'inten
sita della radiazione emessa da una particella in moto 
si annulla. 

Soluzione. DaUa costruzione geometrica (fig. 15), 
risulta che Ie direzioni cercate n si trovano nel piano 
passante per v ewe che esse formano con la direzione 
wi' angolo X determinato dalla relazione 

V 
sen X=csen Ct, 

dove Ct e I' angolo tra v e w. 
3. Determinare l'intensita deUa radiazione emessa 

IV 

da una particella carica in moto stazionario nel campo Fig. 15 
di un'onda elettromagnetica piana polarizzata circo-
larmente. 

Soluzione. Conformemente ai risultati del problema 3 nel § 48, la particella 
si muove su una circonferenza, e la sua velocita in ogni istante e paraUela al 
campo H e perpendicolare al campo E. La sua,. energia cinetica e 

mc2 V --==== =, C p2 + mBcB = cy 

Y1- ~: 
(Ie notazioni sono Ie stesse del problema indicato). La formula (73,7) ci permette 
di trovare 1 'intensitA deUa radiazione: 

2e' E2 2e'E~ [1 + ( eEo ) 2J . 
1= 3ml c3 VB 3m2c3 mew 

1-C2' 

4. Risolvere il problema 3 per il campo di un'onda polarizzata linearmente. 
Soluzione. Conformemente ai risultati del problema 2 nel § 48, it mota 

avviene nel piano xy passante per la direzione di propagazione dell'onda (l'asse 
delle x) e per la direzione del campo E (l'asse delle y); il campo He diretto lungo 

1) Quando v~ e, una deviazione sotto un angolo sensibile puo aver luogo 
solamente per parametri d'urto p ~ el /mc2 che non permettono un esame clas
sico. 
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l'asse delle z (dove Hz = E,;). La formula (73,7) ci dll.: 

2e4E2 (t- v; )2 
1=-----::--'-

3m 2e3 t _ _ V_2 

e2 

Prendendo la media rispetto al periodo del moto dato dalla rappresenta
zione parametrica, ottenuta nel problema indicato, si ottiene: 

T = e
4
E3 r- f +~ ( eEo ) 2J . 

3m2e3 _ 8 mew 

§ 74. Radiazione di frenamento in un campo magnetico 

Consideriamo la radiazione emessa da una carica che si muove 
a velocita arbitraria su una circonferenza in un campo magnetico 
iniforme costante; una tale radiazione e detta radiazione di fre
namento in un campo magnetico. 

II raggio r dell'orbita e la frequenza ciclica ffiH del moto si espri
mono mediante il vettore campo magnetico H e la velocita v della 
particella mediante Ie formule (vedi § 21): 

mcv 

r= V v2 ' 
eH f-

e2 

v eH -V--v-2 

ffiH =-=-- 1--. 
r me e2 (74,1) 

L'intensita totale della radiazione emessa in tutte Ie direzioni 
e determinata dalla formula (73,7) nella qua Ie bisogna porre E = 0 
ed Hi. v: 

(74,2) 

Si vede che 1 'intensita totale e proporzionale al quadrato dell'im
pulso della particella. 

Se invece ci interessa ]a distribuzione ango]are della radiazione 
bisogna allora ricorrere alIa formula (73,11). Una caratteristica 
interessante e data dall'intensita media rispetto ad un periodo del 
moto. Per calcolare questa grandezza integriamo la (73,11) ri
spetto aI tempo corrispondente ad un giro della particella sulla cir
conferenza e dividiamo il risultato per i1 periodo T = 2n/ffiH. 

Scegliamo per piano xy il piano dell'orbita (e I'origine delle 
coordinate nel centro della circonferenza) ed orie.(ltiamo i1 piano 
yz nella direzione k della radiazione (fig. 16). II campo magnetico 
sara diretto Iungo I 'asse delle z negative (Ia direzione del moto della 
particella, rappresentata nella fig. 16, corrisponde alla carica e posi
tiva). InoItre, siano e I'angolo tra la direzione k della radiazione e 
l'asse delle ye <p = ffiHt I'angolo tra il raggio vettore della particella 
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e l'asse delle x. Allora il coseno dell'angolo tra la direzione k e la 
velocita v e uguale a cos e cos qJ (il vettore v giace nel piano xy 
ed e perpendicolare in ogni istante al raggio vettore della particella). 

x H 

Fig. 16 

Esprimiamo l' accelerazione w della particella in funzione del cam po 
H e della velocita v usando l'equazione del moto [vedi la (21,1)1: 

e j/--v-2 

W =- 1 --. [vHJ. 
mc c' 

Dopo un semplice calcolo otteniamo: 

e4H2v2 

dI =do 8 2 25 nmc ( 

V2 ) 2t ( 1- ;: ) senl e + ( ~ - cos e~cos cp) 2 

1-- J dqJ 
c

2 
0 ( 1- ~ cos 0 cos cp) 5 

(74,3) 

(l'integrazione rispetto al tempo e stata sostituita con l'integrazione 
in dqJ = CJ)Hdt). II processo d'integrazione e elementare, sebbene 
i calcoIi siano laboriosi. Si ottiene, in definitiva, la seguellte 
formula: 

e'H2v2 ( 1- ;:) [2 - cosB e --:a-12 (1 + _:~_2 ) cos' eJ 
dI = do 8mn2c5 -=----(.,----v"""s,......:..--)--:7':712...:....-----= 

1-CFcos2 e 
(74,4) 

II rapporto delle intensita di radiazione sotto l' angolo e = 1t/2 
(perpendicolarmellte al piano dell'orbita) e sotto l'angolo e = 0 
(nel piano dell'orbita) e 

VB 

(dljdo)o 4+3cz 
(dljdo)n/2 = 8 ( f - ~: t2 . 
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Allorche v -- 0, questo rapporto tende a 112, ma diventa molto 
grande quando Ie velocita si avvicinano alIa velocita della luce. 
Torneremo su questo problema in seguito. 

Consid~riamo ora l~ distribuzione spettrale della radiazione. 
Essendo il mota della carica periodico, abbiamo il caso dello sviluppo 
in serie di Fourier. E comodo cominciare il calcolo dal potenziale 
vettore. Per la componente di Fourier del potenziale vettore si ha la 
formula (cfr. (66,12» 

eikBo t.. An=e cRoT 'j'exP{i(wHnt-kr)}dr, 

dove l'integrale e preso sulla traiettoria della particella (una circon
ferenza). Per Ie coordinate della particella abbiamo x = r cos wHt, 
y = r sen WHt. Scegliamo per variabile d'integrazione I' an~olo 
cP = WHt. Notando che 

nv kr =kr COS a sen cp =-cos a sen cp c 

(k = nwHlc = nv/cr), per la componente di Fourier della componente 
in x del potenziale vettore troviamo: 

2n v ) 
A ev ikR i in(ljI- - cosB senljl d 

%n = - 21tCRo e 0 J e c sen cp cpo 
o 

Abbiamo gia incontrato un tale integrale nel § 70. Esso si esprime 
mediante la derivata di una funzione di Bessel: 

A%n = -..!!!!.. eikRoJ~ (~ cos a) . 
eRo e 

(74,6) 

Analogamente si calcola Ayn: 

Ayn Ro :08 e eikRoJ n ( :v cos a) . (74,7) 

Quanto alla componente sull'asse delle z, essa evidentemente non 
esiste. 

In virtu delle formule del § 66, per l'intensita di radiazione di 
frequenza W = nWH nell'elemento di angolo solido do abbiamo: 

dIn = ;n 1 Bn /2 R~ do = 2: /[kAnl 12 R~ do. 

Notando che 
/ [Akl 12 = A~k2 + A~k2 sen2 a, 

e sostituendo Ie espressioni (74,6) e (74,7), per l'intensita di radia
zione avremo la seguente formula (G. A. Schott, 1912): 

dIn = ;;~!: (1 - ~: ) [ tg2 a. J~ ( n; cos a) + ~: J~ ( n; cos a) ] do. 

(74,8) 
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Per determinare I'intensita totale della radiazione di frequenza 
ro = nroHin tutte Ie direzioni, e necessario integrare questa espres
sione rispetto a tutti gli angoli. L'integrazione non puo essere fatta 
pero in forma finita. Dopo una serie di trasformazioni, utilizzando 
alcune relazioni delle funzioni di Bessel, I'integrale cercato puo 
essere rid otto alIa forma seguente: 

'VIc 

In= 2e'HS (1-;:') [n;:'J 2n { 2nV)_n2{1_~) J J 2n(2n6)d;]. 
m2c1v eS ell e ell 

o 
(74,9) 

Esaminiamo in dettaglio il ,:'·aso ultrarelativistico in cui la 
velocita della particella e vicina alIa velocita della luce. 

Ponendo v = c nel numeratore della formula (74,2), troviamo 
che I'intensita tot ale della l'adiazione di frenamento nel caso 
ultrarelativistico e proporzionale al quadrato dell'energia ~ della 
particella: 

I_2e'H2 ( ~ )2 
- 3m l eS mel • (74,10) 

La distribuzione angolare della radiazione in questa caso e 
estremamente anisotropa. Essa e concentrata principalmente in 
prossimita del piano dell'orbita. L'intervallo angolare ~e in cui 
e emessa gran parte della radiazione e facilmente determi-

nabile dalla condizione 1 - ;: cos2 e "" 1 - ;:. :E ovvio che 

Y--v-. meS 
de"" 1--=-ell ~ 

(74,11) 

(questo risultato coincide naturalmente con la distribuzione angolare 
dell'intensita istantanea esaminata nel paragrafo precedente, vedi 
la (73,12)1). 

Nel caso ultrarelativistico, assume una forma particolare anche 
la distribuzione spettrale della radiazione (L. A. Ar7.imovic e 
I. J. Pomeranciuk, 1945). 

Vedremo phi avanti che in questa caso la parte principale della 
radiazione e di alta frequenza. Cio premesso, si puo ricorrere alla 
formula asintotica (70,9) che da: 

(74,12) 

1) Si badi a fon confondere l'angolo e di questo paragrafo con l'ango-
10 e tra n e v de § 73!. 
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Sostituendo nella (74,9), otteniamo la seguente formula per la di
stribuzione spettrale della radiazione per grandi ni) 

2eAH2 mC2 ,,-[ , Ur ] 
In = V1tm2c3 -W- V u -<I> (u)- '2 J <D (u) du • 

2 (me2 ) 2 u=n Is -w- . 
'tL 

(74,13) 

Allorehe u -+ 0, I'espressione tra parentesi quadre tende al 
limite eostante <1>' (0) = - 0,4587 ... 2). Per u ~ 1 abbiamo quindi: 

(74,14) 

Se u ~ 1, si puo rieorrere aHa nota espressione asintotiea della 
funzione di Airy (vedi nota aHa pag. 201) ed ottenere: 

n~(m~2)3. 
(74,15) 

cioe I'intensita deeresce esponenzialmente per n molto grandi. 
La distribuzione spettrale ha dunque un massimo per 

n ,...., (~/mc2)3, e gran parte della radiazione e coneentrata nella 
regione delle frequenze 

( ~)3 eH ( ~ )2 ro -'"V ro -- - -- --H me2 - me mc2 • (74,16) 

Queste frequenze sono molto grandi rispetto alla distanza roH tra 
due frequenze successive. In altri termini, 10 spettI'o di radiazione 
ha un carattere « quasi continuo », essendo costituito da un numero 
molto grande di righe vicine. Si puo allora, in luogo della funzione 
di distribuzione In, introdurre la distribuzione per un numero con
tinuo di frequenze ro = nroH e scrivere 

dO) 
dl =111. dn=ln -. 

O)H 

1) Nella sostituzione, uno degli estremi d'integrazione (n2/S) e stato sosti
tuito con l'infinito, ed e stato posto, ove possibile, v = c. Sebbene nell'in
tegrale (74,9) siano ugualmente presenti valori di ~ non vicini a 1, cio 
nondimeno, l'utilizzazione della formula (74,12) eammissibile, poiche l'integrale 
converge ra:pidamente nel suo estremo inferiore. 

I) In VIrtu delfa definizione della funzione di Airy si ha: 

1 'f ~3 1 r 1 31/0r(2j) 
1f>'(O}=- Vn J ssenTds=- vn.aI/8 J z-/ssenzdx=- 2V;t3 • 

o 0 
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Per i calcoli numerici, e comodo esprimere questa distribuzione 
mediante Ie funzioni di MacDonald K./). Questa distribuzione, 
dopo qualche trasformazione non complicata della formula (74,13), 
puo essere rappresentata nel mudo seguente: 

00 

dI =dw 113 e
3
H F (~) 

2n mc2 Ole' 
F (£) = ~ J K5/S (£) d~, (74,17) 

Ii 
dove e posto 

3eH ( ~ )2 
lJ) --- --e - 2mc mc2 • (74,18) 

La figura 17 da il grafico della funzione F (£). 
Facciamo infine qualche osservazione per il caso in cui la parti

cella si muove non su un'orbita piana, bens! su una traiettoria eli
coidale, cioe con una componente longitudinale delle velocita 

Fre) 
/~------r-------~------r-------' 

0,92 

~5~+-----1--~~--·~------+-------1 

o 0,29 I 2 J 

Fig. 17 

(rispetto al campo) vII = v cos X (X e l'angolo tra H e v). La 
frequenza del moto di rotazione e data dalla stessa formula (74,1), 
rna il vettore v descrive non un cerchio, bens! la superficie di un cono 
di asse diretto lungo H e di apertura pari a 2X. L'intensita tot ale 
della radiazione (considerata come la perdita totale d'energia 
della particella in un secondo) si otterra dalla (74,2) sostituendo 
H con H J.. = H sen x. 

1) Illegame tra la funzione d' Airy e la funzione Kl/3 e dato dalla formula (4) 
riportata nella nota alIa pag. 201. Per ulteriori trasformazioni si fa uso delle 
relazioni ricorrenti 

2v 
Kv- t (x) --Kv+1 (x) = -- Kv, 2K~ (x) = --Kv- t (x) -- Kv+1 (x), x 

dove K -v (x) = Kv (x). In particolare, e facile trovare che 

Ill' (t)= - ~ K2/3 (~ t
Sh

). 
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Nel caso ultrarelativistico, la radiazione e concentrata nelle dire
zioni in prossimita delle generatrici del «cono delle velocita.. La 
distribuzione spettrale e l'intensita totale (considerate nella stessa 
direzione) si ricavano dalla (74,17) e dalla (74,10) sostituendo 
H -+- HJ.... Se invece si tratta dell'intensita osservata nelle direzioni 
indicate da un osservatore immobile distante, bisogna allora 
introdurre un fattore che tenda conto dell 'avvicinamento 0 dell'al
Iontanamento generale della sorgente di radiazione (cbe si muove 
suI cerchio descritto dalla particeUa) dall'osservatore. Questo fattore 
e dato dal rapporto dtldt088 , dove dt088 e l'intervallo di tempo 
tra gli arrivi all 'osservatore dei segnali emessi dalla sorgente con 
I'intervallo dt. E evidente che 

dtoss = dt ( 1 - ! v II cos 'I'} ) , 

dove 'I'} e I' angolo tra Ie direzioni k ed H (quest 'ultima e presa per 
Ia direzione positiva della velocita VII)' Nel caso uitrarelativistico 
dove la direzione k e vicina alla direzione v, abbiamo i} ~ )(, in modo 
che 

dt ( v II )-1 1 -d--= 1-- cos X ~--2-' toss e sen X 
(74,19) 

PROBLEMI 

1. Determinare la legge di variazione dell'energia in funzione del tempo dl 
una carica che descrive un'orbita circolare in un campo magnetico uniforme 
costante e perde energia per irraggiamento. 

Soluzione. In base alIa (74,2), per la perdita di energia nell'unita di 
tempo si ha: 

d'f> 2e'H2 
- lit = 3m4 e7 (~2 - m2e') 

~ e l'energia della particella). Da cui ricaviamo: 

~ ( 2e'H2 ) me2 =cth 3m3e5 t+costante • 

Quando t cresce I' energia decresce in modo monotono e tende asintoticamente al 
valore ~ = mel (arresto tot ale della particella) per t -->- 00. 

2. Trovare I 'andamento asintotico per grandi n della distribuzione 
spettrale della radiazione per una particella che descrive una circonferenza 
a velocita non vicina alla velocita della luce. 

Soluzione. Utilizziamo la nota formula della teoria delle funzioni di Bessel: 

J ( ) 1 [ e 'Vl-esJn n ne = 1/ e, 
V2n:n(1-e 2) <1 1+V1-e2 

valida per n (1 - e2)3J2 ~ 1. Con l'aiuto di questa formula dalla (74,9) deduciamo: 

In= e'H2 Vn (1- :: )6/4 [ vic v
2 

e Y1-V1/c1]2n. 
2 Vn:m

2
e

3 
1+'" /1--

V e l 



RADIAZIONE ELETTROMAGNETICA 269 

Questa formula e valida per n (1 - "'lel)StS ~ 1; se, inoltre, 1 - "'leI e piccola, 
la formula ottenuta si riduce aHa (74,15). 

3. Trovare la polarizzazione della radiazione emessa da una carica in 
campo magnetico. 

Soluzione. II campo elettrico En e calcolato a partire dal potenziale vetto
re An (74,6), (74,7) con l'aiuto della formula 

i i 
En=T [[kAnl kl= -Tk(kAn)+ ikAn· 

Siano e1' es i vettori unitari nel piano perpendicolare alIa direzione k, dove e1 
e parallelo all'asse delle x, ed el giace nel piano yz (Ie loro componenti so no 
rispettivamente: e1 = (1, 0, 0), es = (0, sen 8, -cos 8); i vettori e1, e2' k co
stituiscono una terna destrorsa. Allora il campo elettrico sara: 

En = ikAxnet + ik sen 8Ayne2' 

oppure, omettendo fattori inessenliali: 

En CZ>7 J;' (:v cos8) et+tg8Jn ( :v cos 8) ie2. 

L'onda e polarizzata ellitticamente (vedi § 48). 
Nel caso ultrarelativistico, per n grandi e angoli 8 piccoli, Ie funzioni I n 

e J~ si esprimono mediante K1I3 e K2/3, e ponendo, inoltre, nei loro argo
menti 

v2 v2 (me 2
) 2 1--C2" cos2 8 ~ 1- C2" +82 = 'I: + 82

, 

otteniamo in definitiva: 

E .bK (n 3) 8K (n 3) .1, __ -. / ( m:2 ) 2 + 8S . n=ei'l' 2/S 31jJ + te2 l/s 3'\l , 'I' II (l) 

Quando 8 = 0 la polarizzazione ellittica degenera in queHa lineare lungo e1. 
Per angoli 8 grandi (I 0 I ~ me2/~, nSS ~ 1), abbiamo Kit3 (x) ~ K 2t3 (x) ~ 
~ -V 1t/2xe~, e la polarizzazione tende a essere circolare: En C\J e1 ± ieJl;' 
tuttavia, l'intensita di radiazione diventa allora eSfonenzialmente piccola. 
Nella regione angolare intermedia l'asse minore dell'el isse e diretto lungo e2' 
l'asse maggiore lungo e1. Ii senso della rotazione dipende dal segno dell'angolo 8 
(8 > 0 se Ie direzioni H e k giacciono distinti rispetto al piano dell'orbita, 
come nella fig. 16). 

§ 75. Frenamento per emissione di radiazione 

Nel § 65 si e visto che 10 sviluppo dei potenziali del campo di 
un sistema di cariche in serie di potenze di vic conduce, in seconda 
approssimazione, alla lagrangiana che definisce completamente (in 
questa approssimazione) il moto delle cariche. Sviluppiamo ora il 
campo sino a termini d'ordine superiore e vediamo quali so no gli 
effettida essi prodotti. 

Nello sviluppo del potenziale scalare 

tp = J ! Pt-R/c dV 
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il termine del terzo ordine in fie e: 
1 a3 r 

<p(3) = - 6c3 at3 J R2p dV. (75,1) 

Per Ie stesse ragi'Oni, add'Otte nella deduzione della (65,3), nell'O 
sviluPP'O del potenziale vet tore d'Obbiam'O prendere S'OI'O il termine 
del sec'Ond'O 'Ordine in fie, ci'Oe 

A(2) = - ;2 ! J j dV. (75,2) 

Facciam'O la trasf'Ormazi'One dei P'Otenziali: 

<p' = <p - + :~, A' = A + grad f, 

scegliend'O la funzi'One f in m'Od'O tale che il P'Otenziale scalare <pIS) 
si annulli: 

f = - ~2 ::2 J R2pdV. 

II nu'Ov'O P'Otenziale vett'Ore sara allora uguale a: 

A,(2) = _~~ i ·dV __ f_!:...n r R2 dV= 
c2 at J J 6c2 at2 v J P 

1aJ. 1a2 J =--- JdV--- RpdV c2 at &2 at2 • 

Passand'O qui daIl'integrale aIla s'Omma sulle sing'Ole cariche, 
per il prim'O termine del sec'Ondo membr'O avrem'O l'espressi'One 

- :2~ev. Scriviam'O nel sec'Ondo termine R = Ro - r, d'Ove Ro ed 

r hann'O ill'Or'O S'Olit'O significat'O (vedi § 66); all'Ora it :..- -; = -v, 

e il sec'Ond'O termine assume la f'Orma 3;2~e~. Si ha C'OS! 

'(2) 2 ~ • 
A = - &2 LJ ev. (75,3) 

II camp'O magnetic'O c'OrrisP'Ondente a quest'O P'Otenziale e null'O 
(H = r'Ot A'(2) = 0), P'Oiche A'(2) non c'Ontiene esplicitamente Ie 

c'O'Ordinate. II camp'O elettric'O E = -A'(2)/e e uguale a 

V·· E=3p3 d, 

d'Ove d e il m'Oment'O di dip'Ol'O tiel sistema. 

(75,4) 

Vediam'O quindi che i termini del terz'O 'Ordine neIl'O svilupP'O del 
camp'O fann'O apparire f'Orze supplementari agenti sulle cariche, 
che n'On s'On'O pre senti nella funziorie di Lagrange (65,7); queste 
f'Orze dipend'On'O dalle derivate rispett'O al temp'O delle accelerazi'Oni 
delle cariche. 
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Consideriamo un sistema di cariche in moto stazionario1) e ca1-
coliamo il 1avoro medio compiuto da1 campo (75,4) nell'unita di 
tempo. Ciascuna carica e e sollecitata dalla forza f = eE, cioe 

2e •.• 
f= Se 3 d . (75,5) 

Nell'unita di tempo questa forza com pie un 1avoro pari a Iv; il 
1avoro tota1e compiuto su tutte Ie cariche e ugua1e alIa somma 
estesa aIle cariche: 

2··· 2···· 2d··· 2 •• 2 ~ fv = Se 3 d ~ ev = Se3 d d = Se3 dt (d d) - Se 3 d . 

II primo termine si an nulla quando si prende 1a media rispetto a1 
tempo, e quindi il 1avoro medio vale: 

(75,6) 

L'espressioHe a secondo membro (presa con il segno' opposto) e 
l'energia irraggiata mediamente da1 sistema nell'unita di tempo 
(vedi (67,8». COS!, Ie forze (75,5) apparse in terza approssimazione 
descrivono l'azione inversa della radiazione sulle cariche. Queste 
forze sono dette forze di /renamento per emissione di radiazione 
o /orze d' attrito di Lorentz. 

Contemporaneamente all'energia, un sistema di tariche irraggiante 
perde anche il momento ango1are. La diminuzione del momento 
ango1are nell'unita di tempo, aM/dt, puo essere facilmente ca1colata 
con l'aiuto delle espressioni per Ie forze di frenamento. Derivando 
il momento angolare M = ~ [rp] rispetto a1 tempo, si ottiene 

M = ~ [rp), essendo ~ [;p] = ~ m [vv] = O. Sostituendo la deri
vata dell'impulso della particella rispetto a1 tempo con 1a forza 
d'attrito (75,5) che agisce su di essa, troviamo: 

• 2··· 2 ••• 
M = ~ [rf] = Se3 ~ e [r d ] = Se3 [d d]. 

Vogliamo determinare qui il valore medio nel tempo della perdita 
di momento angolare in un moto stazionario, esattamente come 
ne] caso appena esaminato abbiamo calco1ato 1a perdita media di 
energia. Scrivendo 

[d·f] =:e [dd] -[dd·] 
e notando che la derivata totale rispetto a1 tempo (il primo termine) si 
annulla quando si prende la media, .troviamo in definitiva la seguente 

1) Pili precisamente, un mota che sarebbe stazionario se si trascurasse la 
radiazione che genera 10 smorzamento progressiyo del moto. 
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espressione per la variazione media di momento angolare di un 
sistema irraggiante1): 

(75,7) 

Il frenamento per emissione di radiazione ha luogo anche nel caso 
di una sola carica in moto in un campo esterno. La forza corri
spondente e data da: 

2e2 •• 

f= &3 v. (75,8) 

Per una particella si puo sempre scegliere un sistema di riferimento 
in cui essa sia in quiete nell'istante dato. Se in un tale sistema 
si calcolano i termini successivi dello sviluppo del campo generato 
dalla carica, e facile vedere che tutti questi termini si annullano 
quando il raggio vettore R tracciato dalla carica al punto d' osserva
zione tende a zero. In tal modo, nel caso di una sola carica la formula 
(75,8) e l'espressione esatta dell'azione inversa della radiazione nel 
sistema di riferimento dove la carica e in quiete. 

Bisogna pero tener presente, che la descrizione dell'azione della 
carica « su se stessa » per mezzo della forza di frenamento non e affat
to soddisfacente e contiene in se delle contraddizioni. L' equazione 
del moto di una carica, in assenza di un campo esterno, sollecitata 
soltanto dalla forza (75,8) ha la forma 

2e2 •• 

mv= &3 v. 

L'equazione possiede, oltre alIa soluzione ban ale v = costante, 
ancora un'altra soluzione in cui l'accelerazione v e proporzionale 
a exp (3mc3tI2e2

) , cioe cresce infinitamente con il tempo. Cio vuol 
dire, per esempio, che una carica, attraversato un campo qualsiasi, 
all'uscita dal campo dovrebbe « accelerarsi da sola» infinitamente. 
L'assurdita di questo risultato dimostra quanto sia limitata l'appli
cabilita della formula (75,8). 

E naturale a questo punto la domanda: come mai l'elettrodina
mica, che soddisfa la legge di conservazione dell'energia, puo con
durre al risultato assurdo per cui una particella libera aumenba 
infinitamente la sua energia? In realta, Ie origini di questa dif
ficolta risiedono nella «massa propria» elettromagnetica infi
nita delle particelle elementari della quale si e parlato nel § 37. 
Quando nelle equazioni del moto scriviamo per lliCarica una massa 
finita, in effetti attribuiamo alIa carica formalInente una «massa" 
propria» infinita negativa di origine non elettromatpletica,. che, som
mata alIa massa elettromagnetica, rende finita Ja massa della par
ticella. Siccome la differenza di due infiniti non e un'operazione 

1) In accordo con il risultato (3) ottenuto nel problema 2 del § 72. 



RADIAZIONE ELETTROMAGNETICA 273 

matematica del tutto corretta, cio genera appunto una serie di dif
ficolta, compresa quell a qui citata. 

In un sistema di coordinate dove la velocita della particella e 
piccola, l'equazione del mota si scrive, tenuto conto del frenamento 
per radiazione, nel modo seguente: 

• e 2eS •• 
mv = eE + c [vH] + 3c3 v. (75,9) 

In virtu delle considerazioni esposte, questa equazione e applicabile 
sol tanto finchela forza di frenamento e piccola rispetto alIa forza con 
la quale il campo esterno agisce sulla carica. 

Per chiarire il significato fisico di questa condizione, procediamo 
nel modo seguente. Nel sistema di riferimento dove la carica e nell 'i· 
stante dato in quiete, Ia derivata second a della velocita rispetto al 
tempo, trascurata la forza di frenamento, vale: 

•• e· ~. 

v=mE+iiiC[vH]. 

Sostituiendo nel secondo termine (COB la stessa approssimazione) 
~ = eE/m, otteniamo: 

•• e· e2 
v=-E+-. [EH]. m m c 

La forza di frenamento risulta quindi composta di due termini: 
2e3 • 2e' 

f= 3mcaE + 3ml c' [EH]. (75,10) 
. 

Se ro e la frequenza del moto, allora E e proporzionale a roE e, di 
conseguenza, il primo termine e dell'ordine di e

3
C1)3 E; il secondo 

mc 

termine e dell'ordine di ~:c' EH. Percio la condizione per cui Ie 
forze di frenamento sono trascurabili rispetto alIa forza esterna eE 
agente sulla carica conduce alIa relazione: 

e l 
-3ro~ 1, mc 

oppure, introducendo la lunghezza d'onda A. '" c/ro: 
el 

A.::} mel. (75,H) 

Cosl, la formula (75,8) del frenamento per radiazione e applica~ 
bile solamente nel caso in cui la lunghezza della onda incidente 
sulla carica e grande rispetto al « raggio » della carica e2/mc2 • Dalla 
relazione trovata si vede che la distanza dell'ordine di e2/m/!! rappre
senta nuovamente il limite oltre il quale l'elettrodinamica antra 

- in contraddizione con se stessa (vedi § 37). 
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Confrontando inoltre il secondo termine della forza di frena
mento e la forza eE, troviamo la condizione 

H ~ m::' (75,12) 

(oppure e/ffiH ~ e2/me2
, dove ffiH = eH/me), In tal modo, e necessa

rio anche che il campo stesso non sia troppo forte. I campi ,,-ow m2c'/e3 

costituiscono pure un limite oltre il quale I'elettrodinamica classica 
porta a contraddizioni interne. Qui bisogna inoltre tener presente 
che I 'elettrodinamica diventa inapplicabile anche in seguito ad effetti 
quantistici, gill per campi considerevolmente pin deboliI). 

Ricordiamo, a scanso di malintesi, che la lunghezza d'onda nella 
(75,11) e la grandezza del campo nella (75,12) so no rapportate aI 
sistema di riferimento nel qua]e la particella e in quiete nen'i
stante dato. 

PROBLEMI 

1. Determinare il tempo necessario affinche due cariche che si attraggono 
« cadano » l'una sull'altra mentre compiono un mota ellittico (con velocitil 
piccola rispetto a quella della luce) , perdendo energia per irraggiamento. 

Soluzione. Supponendo piccola la perdita relativa di energia in un giro, 
possiamo porre la derivata dell' energia rispetto al temfo uguale all'intensita 
media della radiazione (determinata nel problema 1 de § 70): 

d 1 ~ II (21 ~ 1)3/2,... <12a 3 (..:!.._~) 2 (3- 21 ~ 1 M2) 
--;u-- = 3e3M mi m2 ,...a2 ' 

(1) 

dove a = I e]f'2 I. Insieme all 'energia , Ie particelle perdono il momenta ango
lare. La perdita del momento angolare nell'unita di tempo e data dalla 
formula (75,7); sostituendo in essa l'espresione (70,1) per d e notando che 
,... 0; = -ar/r3 ed M = ,... [rv), troviamo: 

dM __ ~(~_~)2~ 
dt - 3e3 mi m2 r3 • 

Prendiamo la media di questa espressione rispetto ad un periodo del moto. 
Tenendo conto che M varia lentamente, sara sufficiente prendere nel secondo 
membro dell'uguaglianza la media soltanto di r-3 ; questo valore medio si calcola 
esattamente nella stesso modo come at'biamo fatto nel problema 1 del § 70 pe:r 
il valore medio di r-4. Per la perdita media del momento angolare nell'unita 
di tempo troviamo in definitiva la seguente espressione: 

dM = _ 2a (2,...1 ~ 1)
312 (..:.!._~)2 (2) 

dt 3e3M2 mi mz 

(qui, come nella (1), abbiamo omesso if tratto orizzontale che indica il valore 
medio). Dividendo la (1) per la (2), otteniamo l'equazione differenziale 

~=_ ,...a2 (3_21~IM2) 
dM 2M3 ,...a2 ' 

1) Per campi _ m2e3/he, cioe quando hWH - me2• Questa limite e di 
he/l!. = 137 volte inferiore al limite stabilito dalla condizione (75,12). 
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la cui integrazione ci da: 

I ~ 1= 1l(%2 (t- M3 ) +l!ti.M 
2M2 Mg Mo • (3) 

La costante d'integrazione ~ stata scelta in modo tale che si abbia ~ = I. 
per M = M 0, dove M 0 ed ~o sono i valori iniziali del momenta angolare 
e dell'energia delle particelle. 

AlIa « caduta ) delle particelIe, l'una sull'altra, corrisponde M -+ O. Dalla 
(3) risulta allora che, come doveva essere, ~ -+ -00. 

Notiamo che il prodotto I ~ I M2 tende a 1l(%2/2, e dalIa formula (70,3) 
segue che l'eccentricita 8 -+ 0, cioe l'orbita diventa a poco a ]loco circolare 
a misura che Ie particelle si avvicinano l'una alI'altra. Sostituendo la (3) nella (2), 
determiniamo la derivata dt/dM, espressa in funzione di M, dopo di che l'inta
grazione rispetto a dM da M 0 a zero da il tempo di caduta: 

c
3
Mg (e t ea )-2 2 

tcad (% V2 I ~o 1113 1iit- ma (VIl(%2+ V2M~ I ~o I >- • 
2. Trovare la lagrangiana limitata ai termini del quarto ordinel) di un 

sistema di due particelle identiche cariche (J. A. Smorodinski e V. N. Golu
benkov, 1956). 

Soluzione. RisuIta comodo fare il calcolo seguendo un procedimento 
alquanto aifferente da quello utilizzato nel § 65. Partiamo dall'espressione 
della lagrangiana per Ie particelle e il loro campo: 

L= J {~(E2-H2)+1-jA_PlP} dV-~ mac2 V t v~. 
~. c ~ ~ 

Ponendo 

e integrando per parti, otteniamo: 

:11 J (E2-H2) dV = 

a 

='- 8~ ~ {Ecp+[AH]} df-8~C :t J EA dV- ~ J (+jA-pcp) dV. 

Per un sistema senza radiazione di dipolo, l'integrale su una superficie infinita
mente distante non da nessun apporto ai termini deU'ordine di 1/c'. Per quanto 
concerne il termine contenente la derivata totale rispetto al tempo, esso puo 
essere trascurato completamente nella lagrangiana. In tal modo, i termini 
cerea ti del quarto ordine della lagrangiana sono contenuti nell' espressione 

L= ~ J (+ jA:- pcp) dV-~ mao'yt- ~~. 
a 

Continuando 10 sviluppo, fatto nel § 65, troveremo i termini del quarto ordine 
Dei potenziali. (cp ed A/c) del campo creato dalla carica 1 Del punto dove si trova 

1) Vedi la nota alIa pag. 221. I termini del terzo ordine della lagrangiana 
scompaiono automaticamente: i termini deU'ordine corrispondente del campo 
creato daUe particeUe sono determinati dalIa derivata rispetto al tempo del 
momento di dipolo [vedi la (75,3)1 che nel dato caso si conserva. 

fS· 
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la carica 2: 
e fJ'R3 1 e {}t 

CPt (2) = 24e' ot" cAt (2) = 2c' otl (Rvt). 

Facendo la trasformazione (18,3) con una adeguata funzione I, questi potenziali 
possono essere espressi nella forma equivalente: 

1 e[ol 103 ] 
CPt (2) = 0, cAt (2) = 2e' ot2 (Rvt) + 12 ot3 (VR3) (1) 

(Ie derivazioni a/at si fanno fissando la posizione del punto d'osservazione, cioe 
del punto 2; Ie derivazioni V si fanno rispetto alle coordinate del punta d'os
servazione) . 

I termini del quarto ordine della lagrangiana sono dati ora dall'espres
sione : 

(2) 

Effettuando nella (1.) alcune delle derivazioni, scriviamo Al (2) nella forma 
1 e 8Ft a 

C Af (2) = Be' Tt ' Ft ~ Tt [3Rvt-Rn (nvt)] 

(dove neil versore diretto dal punto 1 al punta 2). Prima di continuare il 
calcolo, e como do escludere immediatamente da L(4) i termini contenenti Ie 
derivate delle velocitA rispetto al tempo di ordine superiore al primo; notiamo 
a questa scopo che . 

1 e aFt e { tl • } C Af (2) VII = Be' VII 7ft = Be' at (vsFf) - (vsV) (v2Ft) -Ffvs , 

dove 
tl a 

de (v2Fd =7it (V2Ff) + (V2V) (V2Ff) 

e la derivata totale rispetto al tempo (derivazione rispetto ai due estremi 
del vettore R!) e puo essere omessa nella lagrangiana. Le accelerazioni 
si eliminano invece dall'espressione ottenuta mediante Ie equazioni del mota 
in prima approssimazione: m;l = _e2n/R2, m;1 = e2nfR2. Dopo un caicolo 
assai lungo, otteniamo in definitiva: 

L(4.)= S::R {[ -vlvl+2 (VfV~2-3 (nvt)! (nv2)!'+ 

eZ 
+ (nvt)2 v~+(nv2)2 vll+ mR (-vf-vi+ 

+3 (nvf)t+3 (nvs)t]+ ~:~2} + 1~' M+vl). 

Dalla simmetria dovuta all'identitA delle due cariche risuita a priori che, 
nel sistema di riferimento dove il loro centro di massa e in quiete, si avra 
Vl =-v •. Per i termini del quarto ordine della lagrangiana si ha aHora: 

ell {1 ell 2e'} mvl 

L<&)= Be'R 16 (v'-3 (nv)'+2 (nv)2v21+2mR (3(nv)2-v21+m2R2 +29c4' 

dove V = VI - v/). 

I) Questo metodo di esclusione di accelerazione e scorretto; iI metodo corretto e dato da 
B. M. Barker, R. F. O'Connell, Canad.J. Phys., 58, 1659 (1980). 
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§ 76. Frenamento per emissione di radiazione nel caso relativtstico 

Ricaviamo l'espressione relativistica del frenamento per emissione 
di radiazione (per una sola carica), valida anche per un mota a velo
cita dell'ordine di quella della luce. Questa forza rappresentera. ora 
un quadrivettore g"i. con il quale si dovra completare l'equazione del 
mota di una carica, scritta nella forma quadridimensionale: 

dui e Ok t mc-:;-=-F' Uk+g. 
u.8 C 

(76,1) 

Per determinare gt, notiamo che per v ~ c Ie sue tre componenti 
spaziali dehhono ridursi aIle componenti del vettore flc (75,8). E 
f ·l d h'I d' tt 28

2 
dZu

i 
• d t . t' am e ve ere c e I qua rIve ore 3c ds2 possle e ques a proprie a. 

Esso non soddisfa pero I'identita giUi = 0 che vale per Ie com
ponenti di ogni quadrivettore forza. Perche questa condizione sia 
soddisfatta, hisogna aggiungere all'espressione scritta un certo qua
drivettore composto della 4-velocita ui e delle sue derivate. Le tre 
Componenti spaziali di questo vettore si dehhono annullare nel caso 
limite v = 0 in maniera tale che non venga alterato il giusto valore 
di f, gia dato dall'espressione ~2 d;;i. II quadrivettore ui possiede 

questa proprieta, e, di conseguenza, il termine supplementare cercato 
deve a vere la forma aui • Lo scalare a deve esser scelto in maniera tale 
che sia soddisfatta la relazione giUi = o. Troviamo in definitiva: 

(76,2) 

L'espressione ottenuta puo essere scritta in un'altra forma, 
esprimendo, in virtu delle equazioni del moto, Ie derivate rPuilfisl 
in funzione del tensore del campo elettromagnetico esterno agente 
sulla particella: 

Facendo Ia sostituzione, hisogna tener presente che il prodotto del 
tensore 8Fikl8xl , antisimmetrico rispetto agli indici i, k, per il 
tensore simmetrico UiUk da zero. Dunque, 

. i _ 2e3 IJFik l 2e4 il k 2e4 'krn i 
g - 3me3 IJx' UkU -3m2e6F FklU + amBe6 (F1!IU ) (F urn) u. (76,3) 

L'integrale della 4-forza gi preso sulla linea d 'universo del mota 
della carica che attraversa il campo dato deve coincidere (con il segno 
contrario) con Ia radiazione tot ale emessa dalla carica del 4-impulso 
tlpi (allo stesso modo come il valore medio dellavoro della forza f 
coincide nel caso non relativistico con l'intensita della radiazione 
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di dipolo; vedi la (75,6». E facile provare che Ie cose stanno esatta
mente in questa modo. Il primo termine della (76,2) nell'integrazione 
si annulla, perche la particella all'infinito ha accelerazione nulla, 
cioe dui/ds = O. Integrando il secondo termine per parti otteniamo: 

_ r -l ds = 2e2 5 u i d
2
Uk ds = _ 2e2 r dUk du

k dx i 
J g 3c ds2 3c J ds ds I 

risultato ehe coincide esattamente con la (73,4). 
Quando la velocita della particella tende a c, fra Ie componenti 

spaziali cresce pili rapidamente il termine del quadrivettore (76,3), 
che contiene i prodotti tripli delle componenti della 4-velocita. 
Conservando percio nella (76,3) soltanto questa termine e tenendo 
conto della relazione (9,18) tra Ie componenti spaziali del quadrivet
tore gi e la forza tridimensionale I, troviamo per quest'ultima: 

1= 3::~4 (FkIU
I
) (Fkmum) n, 

dove neil versore di v. In questa caso, la forza f e diretta in senso 
contrario della velocita della particella; dirigendo l'asse delle:r; 
lungo questa velocita e sviluppando Ie espressioni quadridimen
sionali, otteniamo: 

f - 2e4 (Ey -Hz)S+(Ez+Hy)2 
x- - 3m2ei v2 

1--
e2 

(76,4) 

(ovunque, tranne che al denominatore, e stato posto v = c). Si 
vede che per una particella ultrarelativistica Ia forza di frenamento 
e proporzionale al quadrato della sua energia. , 

Sottolineiamo qui un fatto molto interessante. E stato dimostra
to al paragrafo precedente che Ie espressioni ottenute per il frena
mento per emissione di radiazione sono applicabili solo ai campi 
la cui grandezza nel sistema di quiete della particella (sistema Ko) 
e piccola rispetto all'espressione m2c4/e3• Sia F l'ordine di grandezza 
del campo esterno nel sistema di riferimento K dove la particella si 
muove con velocita v. Allora, l'ordine di grandezza del campo nel 
sistema Ko, vale FlV 1 - v'l./c2 (vedi Ie formule di trasformazione 
nel § 24). Risulta quindi che F deve soddisfare la condizione 

(76,5) 

Siccome il rapporto fra la forza di frenamento (76,4) e la forza ester
na ('"'"' eF) e dell' ordine di grandezza 

e3F 
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si vede che la validitA della condizione (76,5) non impedisce che 
la forza di frenamento possa diventare (per energia sufficientemente 
grande della particella) grande l'ispetto alla forza ordinaria di Lo
rentz agente su una carica in un campo elettromagnetico 1). PUO 
avvenire dun que che per una particella ultrarelativistica il frena
mento per emissione di radiazione sia la forza principale agente su 
di essa. 

In questo caso, si puo supporre che la perdita di energia (cinetica) 
della particella nell'unitA di percorso sia uguale alla sola forza 
di frenamento Ix; tenendo presente che quest'ultima e proporzionale 
al quadrato dell 'energia della particella, si ha: 

d~cln k ( ) ~2 - ----;r;- = X (!jcin, 

dove con k (x) e indicato il coefficiente dipendente dalla coordina
ta x, che si esprime, conformemente alla (76;4), in funzione delle 
componenti trasversali del campo. L'integrazione di questa equazio
ne ci dA: 

:Ie 

1 1 J ~=<r+ k(x)dx, 
0cln 00 

-00 

dove ~o e I'energia iniziale della particella (I'energia perx-+ -00). 
In particolare, I'energia finale ~1 della particella (dopo aver attra
versato il campo) e data dalla formula 

+00 ;1 = ;0 + J k(x) dx. 
-00 

8i vede che per ~o -+ 00 I'energia finale ~f tende ad un limite co
stante non dipendente da ~o (/. J. Pomeranciuk, 1939). Ne segue 
che dopo aver attraversato il campo l'energia della particella non puo 
superare il valore ~Crit definito dalla uguaglianza 

+00 

~= J k(x)dx 
0crlt 

-00 

1) Sottolineiamo che questo risultato non contraddice affatto la deduzione 
dell'espressione relativistica del quadrivettore forza gi, il quale era assunto 

piccolo rispetto al quadrivettore forza ..!!.. Fill. uk' E sufficiente che venga 
c 

osservata la condizione che Ie componenti di un quadrivettore siano piccole 
rispetto a ~uelle di un altro almeno in un solo sistema di riferimentoi 
in virtu dell invarianza relativistica, Ie formule quadridimensioriali ottenuh 
da questa ipotesi saranno automaticamente valide per ogni altro sistema di 
riferimento. 
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oppure, sostituendo l'espressione di k (x), 
+00 

~:rlt=3':2C4(;:2)2 J [(Ey-Hz)2+(Ez +Hy)2]dx. (76,6) 
-00 

PROBLEMI 

f. Determinare l'energia limite che puo possedere una particella dopo aver 
attraversato il campo di un dipolo magnetico m; il vettore m e la direzione del 
mota giacciono nella stesso plano. 

Soluzione. Prendiamo per piano xz il piano passante per il vettore m e la 
direzione del mota; la particella si muova parallelamente all'asse delle x a 
distanza p da quest'ultimo. Per Ie componenti trasversali del campo del dipolo 
magnetico agente sulla particella [vedi la (44,4)] si ha: 

Hv=O, 
(3mr) z - mzr2 m 

Hz= 5 =----6-/ {3(pcos<p+xsen <p)p_(p2+X2)cos <p} 
r (p2+X2) 2 

(q> e l'angolo tra m e l'asse delle z). Sostituendo nella (76,6) ed integrando, otte
mamo: 

1 m2n (e2
) 2 ~= 64 2' 5 --2 (15+26cos2 <p). 0crlt me P me 

2. Scd vere I' espressione tridimensionale della forza di frenamento nel caso 
relativistico. 

Soluzione. Calcolando Ie componenti spaziali del quadrivettore (76,3), 
avremo: 

f = ;~:3 ( 1- ~: ) -1/2 { ( :t + (vV) ) E + + [v ( :t + (vV) ) H ] } + 

+ ;;;e4 { [EB}+ + [H [Hv]] + ! E (vE) } -

_ 2e' Vi v { (E++ [VB]) 2 - ;. (EV)2} • 
3m2e5 ( 1-Ci ) 

§ 77. Decomposizione spettrale della radiazione nel caso 
ultrarelativistico 

Nel (§ 73) e stato dimostrato che la radiazione di una particella 
ultrarelativistica e:diretta principalmente in avanti, nel senso della 
velocita della particel1a: essa e compresa quasi interamente in un 
piccolo intervallo di angoli 

y--v2 
~e,.." 1--

e' 
intorno alla direzione di v. 

Nel calcolare Ia decomposizione spettrale della radiazione ha 
un'importanza fondamentale Ia relazione tra la grandezza di questa 
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intervallo e l'angolo totale a di diffusione della particella durante 
il passaggio attraverso un campo elettromagnetico esterno. 

L'angolo a puo essere valutato nel modo seguente. La variazione 
trasversale (rispetto alIa direzione del moto) dell'impulso della 
particella e dell' ordine di grandezza del prodotto della forza tra
sversale eF 1) per i1 tempo impiegato a percorrere il campo 
t - alv ~ alc (dove a e la distanza alIa quale il campo e sensibilmen
te differente da zero). II rapporto fra questa grandezza e l'impulso 

mv me 

p= w/1_~ ~ '/1-~ 
V c2 V e2 

determina l'ordine di grandezza del piccolo angolo a: 
eFa j/--v-2 

a-- 1--. me2 e2 

Dividendolo per ~a, troviamo: 
Gt eFa 
~e '" me2 ' 

(77,1) 

Notiamo che questo rapporto non dipende dalla velocita della parti
cella ed e interamente determinato dalle proprieta del campo estem() 
stesso. 

Supponiamo innanzitutto che 
eFa,,/? mc2 , (77,2) 

cioe che l'angolo totale di diffusione della particella sia grande ri
spetto a ~a. Possiamo allora affermare che la radiazione emessa 
in una direzione proviene essenzialmente dall 'arco di traiettoria 
dove la velocita della particella e quasi parallela a questa direzione 
(formando con quest'ultima I'angolo compreso nell'intervallo Lla) 
e che la lunghezza .di questo arco e piccola rispetto ad a. Sullo 
stesso arco il campo F puo essere considerato costante, e siccome 
un piccolo arco di curva puo essere approssimato con un arco di cer
chio, si possono applicare i risultati ottenuti nel § 74 per la radia
zione emessa in un moto circolare uniforme (sostituendo nello 
stesso tempo H con F). In particolare, si puo affermare che graD 
parte della radiazione e concentrata nella regione di frequenze 

eF 
(t)~ 2 (77,3) 

me (1- ~2) 
(vedi la (74,16». 

1) Se l'asse delle x e orientato nella direzione del moto della particel", 
aHora (eF)2 e la somma dei quadrati delle componenti sugli assi y e : della 
forza di Lorentz eE + ~ [vB], dove si puc, inoltre porre v ~ e: 

F2= (Ey-Hz)l+ (Ez+Ify)2. 
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Nel caso limite opposto 
eFa 4;. me2, (77,4) 

l'angolo totale di diffusione della particella e piccolo rispetto a 
Ae. Allora. tutta la radiazione e emessa essenzialmente in uno stret
to intervallo di angoli A e intorno alla direzione del mota ed e de
terminata daIl'intera traiettoria della particella. 

Per calcolare la decomposizione spettrale dell'intensita in questo 
caso, e comodo partire dall'espressione per il campo nella zona delle 
onde nella forma di Lienard-Wiechert f73,8) Calcoliamo la com
ponente di Fourier 

00 

Eoo = J Eeioot dt. 
-00 

L'espressione del secondo membro della formula (73,8) e calco
lata all'istante ritardato t', determinato dalla condizione t' = 
= t - R (t')/e. A grandi distanze dalla particella j che si muove con 
una velocita quasi costante v si ha: 

, Ro 1 (t') Ro + 1 , t ~t--+-nr ~t-- -nvt c c c c 

(r = r (t) ~ vt e il raggio vettore della particella), oppure 

t = t' ( 1- De
V 

) + ~o • 
Sostituiamo l'integrazione in dt con I'integrazione in dt' ponendo 

dt = ( 1 - :V) dt', 

La velocita v e considerata qui ovunque come una grandezza cost ante . 
solo I' accelerazione w (t') e variabile. Ponendo 

<0'=<0 (1- D;) (77,5) 

ed introducendo la componente di Fourier dell'accelerazione corri· 
spondente a questa frequenza, scriviamo Eoo nella forma 

Eoo = ; e::o ( :. ) 2 [ n [ ( n - : ) woo.] l 
Infine, ,in base alla (66,9), per l'energia irraggiata neU'angolo 
solido do e di frequenze comprese nell'intervallo d<o troviamo 
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finalmen te: 

d~noo = 2~:3 c:~ r J [ n [( n - ; ) WOO'] ] 12 do :: • (77,6) 

E facile valutare l'ordine di grandezza dell'intervallo di frequenze 
in cui quali e concentrata gran parte della radiazione nel caso 
(77,4) osservando che la componente di Fourier Woo' e sensibilmente 
differente da zero soltanto se il tempo 1Iro' 0, il che e 10 stesso, se 
l' espressione 

1 

e dello stesso ordine del tempo alv "" ale nel corso del qua Ie l'acce
lerazione della particella varia sensibilmente. Troviamo quindi: 

c 
ro - -----. 

a(1-~:) 
(77.7) 

La dipendenza di queste frequenze dall'energia e la stessa che si ha 
nella (77,3), rna il coefficiente e diverso. 

Nello studio effettuato (per am be due i casi (77,2) e (77,4» si e 
supposto che la perdita tot ale di energia della particella durante il 
suo passaggio attraverso il campo fosse relativamente piccola. Mo
striamo ora che il problema dell'irraggiamento di una particella ultra
relativistica, la cui perdita totale di energia e comparabile alla sua 
energia iniziale, si riduce al primo dei casi studiati. 

La perdita di energia della particella nel campo si puo definire 
come illavoro della forza d'attrito di Lorentz. II lavoro della forza 
(76,4) su un percorso "" a e dell' ordine di grandezza di 

f 
e'F'11.a 

a- . 
m2c' (1- ~:) 

Perche esso sia com parabile all' energia totale della particella 
mc2/V 1 - v2/c2 , il campo deve manifestarsi sino a distanze 

In questa caso la condizione (77,2) sara automaticamente soddisfatta: 
m3c8 .. /--v-2 

aeF,..., e3F V 1 -cr ~ mc2
, 

perche il campo F deve, in ogni caso, verificare la condizione (76,5) 
senza la qua Ie l'elettrodinamica ordinaria non puo essere in generale 
applicata. 
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PROBLEMI 

1. Determinare lao distribuzione spettrale deU'intensita totale (in tutte Ie 
direzioni) della radiazione neU'ipotesi che valga la condizione (77,2). 

Soluzione. La radiazi{)ne proveniente da un elemento d'arco della traiettoria 
e determinata dalla formula (74,13), dove H deve essere sostituito con il valore F 
della forza trasversale nel punto dato e dove, inoltre, bisogna passare dallo 
spettro discreto di frequenze a quello continuo. Questo passaggio vien fatto 
moltiplicando formalmente per dn e sostituendo 

dn doo 
In dn=In -;r- dro=ln - • 

... 00 000 

Integrando poi l'intensita rispetto a tutto il tempo, troveremo la distrihuzione 
spettrale della radiazione totale nella forma: 

00 00 s [<II'u(u) +! S <II (u) du J dt, 
-00 u 

dove <II (u) e la funzione di Airy della variabile indipendente 

rmeoo (1 v2 
) J2

/3 u=LeJT -CF . 

L'esjlressione integranda dipende dalla variabile d'integrazione t in modo 
imjllicito mediante la grandezza u (F, e con essa anche u, variano sulla traiettoria 
della particella; per il mota dato, questa variazione pUG essere considerata come 
una dipendenza dal tempo). 

2. Determinare la distribuzione spettrale dell' energia totale irraggiata (in 
tutte Ie direzioni) nell'ipotesi che valga la condizione (77,4). 

Soluzione. Tenendo presente che il c:mtributo maggiore e dato dalla radia
zione emessa sotto angoli piccoli rispetto alla direzione del moto, scriviamo: 

00' = (jJ ( 1- ; cos e ) ~ 00 ( 1- ; + ~) ~ ~ ( 1- :: + e2 ) • 

Nell'espressione (77,6) all'integrazione rispetto agli angoli do = sen e de dIP ~ 
~ e de dIP sostituiamo l'integrazione in dIPdoo'/oo. Sviluppando il quadrato 
del dOJlPio prodotto vettoriale nella (77,6), bisogna tener presente che, nel caso 
ultrarelativistico, la componente longitudinale deU'accelerazione e piccola 
rispetto a quella trasversale (nel rapporto 1 - ,rIel) e, nel dato caso, W e v si 
possono considerare, con un grado di apjlrossimazione sufficiente. perpendi
colari. Per la distribuzione spettrale della radiazione totale troviamo inline 
la seguente espressione: 

/laoo doo SOO I w ood2 
[ 00 ( V2) o)J ( vi )2J tl~oo=-- -- 1-- 1-- +- 1-- doo'. 

2~e3 00'2 00' e2 200'2 e2 

00 ( ,,2 ) "2 1-Ci 

§ 78. Diffusione da cariche libere 

Quando su un sistema di cariche incide un' onda elettromagnetica, 
sotto l'azione di questa Ie cariche si mettono in moto. Questo moto 
e accompagnato, a sua volta, da una radiazione emessa in tutte Ie 
direzioni: si dice che si ha una diffusione dell' onda iniziale. 
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E comodo caratterizzare la diffusione come il rapporto fra la 
quantita d'energia emessa dal sistema diffondente in una data 
direzione nell'unita di tempo e la densita del flusso d 'energia della 
radiazione incidente. Questo rapporto ha la dimensione di un'area 
e si chiama perciQ sezione efficace di diffusione. 

Sia dI l'energia irradiata dal sistema nell'angolo solido do (in 
1 sec) quando il sistema e colpito da un'onda con vettore di Poyn
ting S. AHora la sezione dfdiffusione (nell'angolo solido do) e 

dI 
do=-=s 

(78,1) 

(il trattino indica il valore medio rispetto al tempo). L'integrale 
di do su tutte Ie direzioni e la sezione tot ale di diffusione. 

Consideriamo la diffusione generata da una sola carica libera e 
ferma. Supponiamo che su questa carica incida un'onda piana mono
cromatica polarizzata linearmente. II campo elettlico si PUQ 
in questa caso scrivere nella forma 

E = Eo cos (kr - rot + a). 

Partiremo dal presupposto che la velocita acquisita dalla carica 
sotto l'azione del campo dell'onda incidente sia piccola rispetto alla 
velocita della luce, condizione che in pratica ha sempre luogo. Si 
PUQ allora considerare la forza agente sulla carica uguale ad eE e 
trascurare la forza !.. [vH] del campo magnetico. In questo caso, si 

c 
PUQ trascurare anche l'effetto della spostamentol della carica 
quando essa oscilla sotto l'azione del campo. Se la carica oscilla in
torno all'origine delle coordinate, si PUQ aHora ritenere che essa si 
trova costantemente ·sotto l'azione del campo presente nell'origine 
delle coordinate, cioe 

E = Eo cos (rot - a). 

Siccome Ie equazioni del mota della carica hanno la forma: 

mr=eE, 

e il suo momenta di dipolo e d = er, si ha 
•• e2 
d=-E. 

m (78,2) 

Per calcolare la radiazione diffusa, e comodo utilizzare la for
mula (67,7) per la radiazione di dipolo; il che e lecito perche 
la velocita acquisita dalla carica e supposta picco-Ia. Notiamo anche 
che la frequenza dell' onda emessa dalla carica (cioe dell' onda diffu
sa) e evidentemente uguale alla frequenza dell'onda incidente. 
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Sostituendo la (78,2) nella (67,7), troviamo: 

dI = 4n~2c3 [En']2 do, (78,3) 

dove n' e il vettore unitario nella direzione della difiusione .. D'altra 
parte, il vettore di Poynting dell'onda incidente e uguale a 

s= :n E2. 

Di qui troviamo la sezione di diffusione nell'angolo solido do: 

( e2 )2 dcr = mc2 sen2 e do, (78,4) 

dove eel 'angolo tra la direzione della diffusione e la direzione del 
campo elettrico Edell 'onda incidente. Si vede che la sezione di 
diffusione da una carica libera non dipende dalla frequenza. 

Determiniamo la sezione d'urto totale cr. A questa scopo, pren
diamo la direzione di E per a~5e polare; aHora do = sen ad ed <p, 
ei ntegrando in de da 0 a n e in d<p da 0 a 2n si trova: 

(formula di Thomson). 

_ Bn ( e2 )2 cr- 3 mc2 (78,5) 

Infine, calcoliamo la sezione differenziale dcr per il caso in 
cui l'onda incidente non e polarizzata (luce naturale). Per fare 
questa si deve mediare la (78,4) su tutte Ie direzioni del vettore E 
nel piano perpendicolare alIa direzione di propagazione dell' onda 
incidente (direzione del vettore d'onda k). Indicando con e il 
versore di E, scriviamo: 

sen2 e = 1- (n'e}2 = 1-1i:x.npeaer.. 

Utilizzando la formula I) 
- 1 (il kakr. ) eaer.="2 uar.-~ (78,6) 

otteniamo: 

dove'\'} e l'angolo tra Ie direzioni dell'onda incidente e dell'onda dif
fusa (angolo di giffusione). In tal modo, la sezione di diffusione 
dell 'onda non polarizzata da parte di una carica libera e: 

1 ( e
2 

) 2 dcr="2 mc2 (1 +cos2 \'}}do. (78,7) 

1) In effetti, ;;:;; e un tensore simmetrico di traccia uguale a uno, che, 
moltiplicato per ka , dii zero, essendo e e k perpendicolari. L'espressione scritta 
veri fica esattamente queste condizioni. 
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L'effetto di diffusione sulla particella diffondente si manifesta 
con una forza. Le considerazioni seguenti permettono di convincersene 
facilmente. L'onda incidente perde in media nell'unita di tempo 
l'energia cWO', dove W e la densitA media di energia eO' la sezione 
totale. Siccome l'impulso del campo e uguale alIa sua energia 
divisa per la velocita della luce, la quantita d'impulso perduta 
dall'onda incidente e -WO'. D'altra parte, nel sistema di riferimento 
dove la carica effettua soltanto piccole oscillazioni sotto 1 'azione 
della forza eE e dove la sua velocitA v e quindi piccola, il flusso 
totale d'impulso nell'onda diffusa e uguale, a meno dei termini 
dell'ordine di vic, a zero (e stato dimostrato nel § 73 che in un 
sistema di riferimento dove v = 0 la particella non irraggia impul
so). Ne risulta che tutto l'impulso perduto dall'onda incidente-
viene «assorbito» dalla particella diffondente. La forza media 1 
agente sulla particella e ugullie al valore medio dell'impulso assor
bito nell'unita di tempo, cioe 

f=O'Wn (78,8) 

(n e il vettore unitario nella direzione di propagazione dell'onda in
cidente). Notiamo che la forza media e una grandezza del secondo 
ordine rispetto al campo dell' onda incidente, mentre la forza «i
stantanea» (il cui termine dominante e eE) e del primo ordine rispetto 
81 campo. 

Si puo ottenere la formula (78,8) anche direttamente, prendendo 
la media della forza di frenamento (75,10). II primo termine, propor-

zionale ad:E, si annulla quando si prende la media (come pure il va
lore medio della forza dominante eE). n secondo termine, invece, 
da.: 

- 2e4 - 8ft ( e2 )2 E2 
f = 3m2e' E2n = ""3 mel! • 4ft n, 

che, in virtu della (78,5), coincide con la (78,8). 

PROBLEMI 
1. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzata ellitti

camente da parte di una carica libera. 
Soluzione. n campo dell'onda ha la forma E = A cos (rot + a) + + B sen (rot + a), dove A e B sono vettori perpendicolari (vedi § 48). Per 

analogia con quanto si e fatto nel testo, troviamo: 

_ (~)2 [An'J2+[Bn'JII cl 
da- me2 AI+BI O. 

2. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzatal inear
mente da da parte di una carica che eompie (sotto l'azione di una forza 
elastica) piccole oscillazioni eil cosiddetto oscillatore). 



288 CAPITOLO IX 

Solusione. L'equazione del moto della carica nel campo dell'onda incidente 
E;:::: Eo cos (co t + a) e 

•• e 
r+co~r =-E( cos (cot+a). 

m 

dove COo e Ia frequenza delle sue osci .azioni libere. Per Ie oscillazioni forzate 
si ha quindi: 

r= tEo cos (cot + a) 
m (CO~_C02) 

Determinato 'd, troviamo: 

de= (':;2)2 (CO~~c02)2 sen29do 

(9 e l'angolo tra E ed 0'). 
3. Determinare la sezione totale per la luce diffusa da un dipolo elettrico 

che rappresenta dal punta di vista meccanico un rotatore. Si suppone che la 
frequenza co dell'onda sia grande rispetto aHa frequenza go di rotazione 
libera del dipolo. 

Soluzione. Nell'ipotesi co ~ go si pUG trascurare la rotazione propria 
del rotatore e considerare solamente la rotazione forzata sotto l'azione del 
momenta delle forze [dE] esercitate dall'onda. L'equazione di questo moto 
e JO = [dE], dove J e il momenta d'inerzia del rotatore e 0 la velocitA 
angolare di rotazione. La variazione del vettore momenta dipolare, quando esso 
ruota senza che vari il suo modulo, e data daHa formula d = rOd). Da queste 
due equazioni (omettendo il termine contenente il quadrato di D) otte
niamo: 

•• 1 1 
d=-f [[dE]d] =T {Ed2-(Ed) d}. 

Supponendo che tutte Ie orientazioni del dipolo nella spazio si~no ugual
mente probabili e prendendo la media di d2 su tutte Ie direzioni, otteniamo la 
sezione totale nella forma 

16n:d' 
(J= 9c'J2 • 

4. Determinare il grado di depolarizzazione di una luce naturale diffusa 
da una carica libera. 

Soluzione. Per ragioni di simmetria, e evidente che Ie due componenti 
incoerenti polarizzate della luce diffusa (vedi § 50) saranno p,olarizzate linear
mente: una nel piano di diffusione (il piano passante per II raggio incidente 
e il raggio diffuso), e l'altra perpendicolarmente a questa piano. Le intensiU 
di queste componenti sono determinate daUe componenti del campo dell'onda 
incidente nel piano della diffusione (Ell) e perpendicolarmente a questa Viano 
(E.1.) e, in virtu della (78,3), sana rispettivamente proporzionali a [Ell 0 ]2 = 
= Er, cos2 it e [E.L0']2 = Ei ('fio e l'aogolo di diffusione). Siccome per una 
Iuce naturale incidente si ha Er, = Eit il grado di dipolarizzazione (vedi la 
definizione (50,9» e 

p=cos'6 
5. Determinare la frequenza (co') della luce diffusa da una carica in moto. 
Soluzione. In un sistema di coordinate dove la carica e a riposo, la frequenza 

della luce non varia nella diffusione ('.0> = co'). Si pUG quindi scrivere questa 
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relazione in forma invariante 

dove ui e il quadrivelocitil. della carica. Di qui senza alcuna difficolU 
ricaviamo: 

ro' ( 1 - ; cOs 0' ) = (0 ( 1- ~ cos 8) , 

dove e e 8' sono gli angoli formati dalle onde incidente e diffusa con la direzione 
del moto (vela velocitii della carica). 

6. Determinare la distribuzione angolare della diffusione di un'onda pola
rizzata rettilineamente da parte di una carica che si muove a velocitA 
arbitraria v nella direzione di propagazione dell'onda. 

Soluzione. La velocita v della particella e perpendicolare ai campi E ed H 
dell'onda incidente, e percio perpendicolare anche aU'accelerazione w acquisita 
dalla particella. L'intensita della diffusione e determinata dalla formula (73,14) 
nella quale bisogna esprimere l'accelerazione w in funzione dei campi E ed H 
conformemente alIa formula ottenuta nel problema del § 17. Dividendo l'inten
sitii dI per il vettore di Poynting dell'onda incidente, troviamoper la sezione 
di diffusione la seguente espressione: 

dove, ora, 6 e cp sono l'angolo polare e l'azimut della direzione n' rispetto ad un 
sistema di coordinate con l'asse delle z diretto lungo E e l'asse delle x lungo v 
(cos (n/, E) = cos 8, cos (n/, v) = sen 8 cos cp). 

7. Determinare il moto di una carica sotto l'azione della forza media con 
la quale l' onda diffusa agisce sulla carisa. 

Soluzione. La forza (78,8) e, di conseguenza, anche la velocitii del moto con
siderato sono dirette nella direzione della propagazione dell'onda incidente 
(asse delle x). Nel sistema di riferimento ausihario Ko dove la carica e in quieta 
(ricordiamo che si tratta della media di un mota rispetto ad un periodo di oscil
lazioni piccole), la forza agente sulla carica e aWo, e l'accelerazione acquisita 
dalla carica sotto l' azione di questa forza e 

a -
wo=--;nWo 

l'indice zero caratterizza Ie grandezze nel sistema di riferi:Qlento Ko). II pas
saggio al sistema iniziale K (dove la carica si muove con la veJ.ocita v) si reahzza 
applicando la formula dedotta nel problema del § 7 e la formula (47,7); si 
ottiene in definitiva: 

-1-.!. 
d v 1 dv Wa C 

lit -. /1 __ v_2 - (1- v: )3/2 dt =--;n 1+ v • 
V c2 C C 
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Integrando questa equazione troviamo: 

I'--v- v 
- I 1+- 2--
Wa t=~l/ __ c . __ c_~ 
mc 3 1-~ 1-~ 3' 

c c 

Quest'espressione definisce implicitamente la velocita v = dx/dt come funzione 
del tempo (la costante d'integrazione e stata scelta in maniera tale che v = 0 
per t = 0). 

8. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzata linear
mente da parte di un oscillatore, tenendo conto del frenamento per emissione 
di radiazione. 

Soluzione. Scriviamo l'equazione del mote della carica nel campo dell'onda 
incidente nella forma seguente: 

•• e . t 2e2 ••• 
r+w5r =-Eoe- t61 +-3 3 r. m me 

Nella forza di frenamento si puo approssimativamente porre r = -W6r; si 
ottiene aHora: 

dove 'V = 3~:3 wfi· Di qui ricaviamo: 

La sezione di diffusione e: 

e e- i61t 
r = - Eo -;:---;:----c-

m w5-W2-iw'V 

§ 79. Diffusione di onde di basse frequenze 

La diffusione di on de elettromagnetiche da parte di un sistema 
di cariche si distingue dalla diffusione da parte di una sola carica 
(immobile), in primo luogo per il fatto che, in conseguenza del moto 
proprio delle cariche nel sistema, la frequenza della radiazione dif
fusa puo essere differente da quella dell'onda incidente. Accanto alIa 
frequenza ro dell'onda incidente, 10 sviluppo spettrale della radia
zione diffusa contiene anche frequenze ro', differenti da ro per una 
qualsiasi delle frequenze proprie del moto del sistema diff.usore. La 
diffusione acompagnata da cambiamento di frequenza si dice incoerente 
a differenza della diffusione coerente che avviene senza cambiamento 
di frequenza. 

Supponendo debole il campo deWonda incidente, possiamo rap
present are la densita di corrente nella forma j = jo + j', dove 
jo e la densita di corrente in assenza di campo esterno e j' la varia
zione della corrente sotto l'azione dell'on.da incidente. Cio premesso, 
anche il potenziale vettore (ed altre grandezze) del campo del si
stema potra essere scritto nella forma A = Ao + A', dove Ao ed A' 
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Sono determinati dai punti i 0 ej'; il potenziale A' descri ve ronda 
diffusa dal sistema. 

Consideriamo la diffusione di un' onda la cui frequenza 00 e pic
cola rispetto a tutte Ie frequenze :proprie del sistema. La diffusione 
comprendera sia una parte coerente che incoerente, rna noi esa
mineremo qui soltanto la diffusione coerente. 

Per calcolare il campo di un'onda diffusa, quando la frequenza 
00 e assai bassa, si pub sempre ricorrere alIo sviluppo dei potenziali 
ritardati, come abbiamo gia fatto nei §§ 67 e 71, anche se Ie velocita 
'delle particelle nel sistema non sono piccole rispetto alla velocita 
della Iuce. In effetti, perche 10 sviluppo dell'integrale 

A' = ~R r j' Ro rn' dV 
c 0 J t--+-c c 

(79,1) 

sia Iegittimo e necessario solamente che il tempo rn'lc "" alc sia pic
colo rispetto al tempo"" 1/00; per 00 (00 ~ cia) sufficientemente pic
cole, questa condizione e soddisfatta quaIi che siano Ie velocita 
delle particelle nel sistema. 

I primi termini dello sviIuppo danno: 

H' = 21R {[d'n'] + [[m'n'] n']}, 
c 0 

dove d', m' sono i contributi ai momenti di dipolo e magnetico del 
sistema, dovuti alla radiazione incidente suI sistema. I termini 
successivi dello sviIuppo contengono Ie derivate rispetto al tempo 
di ordine superiore al secondo, e quindi Ie omettiamo. 

La componente H~ della decomposizione spettrale del campo del
ronda diffusa, uguale alla frequenza della radiazione incidente, 
e determinata dalla stessa formula, dove tutte Ie grandezze debbono .. 
essere sostituite dalle loro componenti di Fourier: d~ = - ffi2d~ • .. 
m~ = - oo2m~; si ottiene allora: 

H~ = ~R2 {[n/d~] + In' [m~n']]}. 
c 0 

(79,2) 

I termini successivi della sviluppo del campo darebbero grandezze 
proporzionaIi ad una potenza pill elevata della bassa frequenza. Se 
Ie velocita di tutte Ie particelle del sistema sono piccole (v ~ c), 
nella (79,1) si pub allora trascurare il secondo termine rispetto al 
primo, perche il momenta magnetico contiene il rapporto vic. Allora 

H ' 1 2 [ 'd'] OJ = -:r--R 00 n OJ· c 0 
(79,3) 

Se la carica totale del sistema e nulla, per 00 -+ 0, d~ e mOl 
te.ndono a limiti cost anti (se la somma delle cariche fosse differente 
da zero, per 00 = 0, cioe in un campo costante, si metterebbe in moto 

19* 
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anche il sistema in blocco). Per <.0 piccole (<.0 ~ via), d~ e m~ si 
possono quindi considerare non dipendenti dalla frequenza, in 
modo che il campo dell'onda diffusa e proporzionale al quadrato 
della frequenza, mentre la sua intensita e proporzionale a <.0'. In 
tal modo, nella diffusione di onde di bassa frequenza, la sezione 
della diffusione coerente e proporzionale alIa quarta potenza della 
frequenza della radiazione incidentel). 

§ 80 D iffusione di onde di alte frequenze 

Consideriamo ora la diffusione di onde da un sistema di cariche 
nel caso in cui la frequenza <.0 dell'onda sia alta rispetto aIle fre
quenze proprie fondamentali del sistema. L'ordine di grandezza 
di quest'ultime e <.00 ,...., via, in modo che <.0 deve soddisfare la condi
zione 

(80,1) 

Partiremo inoltre dal presupposto che Ie velocita delle cariche all'in
terno del sistema siano piccole (v ~ c). 

In base alIa condizione (80,1), il periodo del moto delle cariche 
nel sistema e grande rispetto al periodo dell'onda. Percio il moto 
delle cariche nel sistema si puo considerare uniforme negli inter
valli di tempo dell' ordine del periodo dell' onda. Cio vuol dire che 
nello studio della diffusione di onde corte si possono trascurare Ie 
interazioni trale cariche nel sistema, che possono essere cioe consi
derate libere. 

In tal modo, nel calcolo della velocita v' acquisita dalla carica 
nel campo dell' onda incidente possiamo considerare ciascuna carica 
del sistema separatamente e scriverne l'equazione del moto nella for
ma 

dv' m(ft = eE = eEoe-i(wt-kr>, 

dove k = <.On/c e il vettore d'onda dell'onda incidente. II raggio vet
tore della carica e, naturalmente, una funzione del tempo. Nell'e
sponente a secondo membro di questa equazione la velocita di 
variazione del primo termine col tempo e grande rispetto alla 
velocita di variazione del secondo (la prima e uguale a <.0 e la 
second a e dell'ordine di kv,...., v<.Olc ~ <.0). Di conseguenza, nell'in
tegrazione delle equazioni del moto si puo ritenere che nel secondo 

1) Questo risultato e valido di fatto non sol tanto per la diffusione della luce 
da atomi neutri, ma anche da ioni. Essendo la massa del nucleo grande, si pua 
trascurare la diffusione dovuta al moto d'insieme dello ione considerato. 
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membro r sia costante. AlIora 

v' = -~ .... e-i(CIlt-kr) 
Hom .uo , (80,2) 

Per il potenziale vettore di un' onda diffusa (a grandi distanze dal 
sistema) in base alIa (79,1) si ha: 

A' =+ ~ (ev') Ro rn', 
c 0 c- c +-c-

dove Ia sommatoria e estesa a tutte Ie cariche del sistema. Sostituen
do la (80,2) in quest 'ultima, troviamo: 

1 -iCll(C- Ro) ~ e2 A'= --.--e C Eo -e-iqr 
,cRoID m' 

(80,3) 

dove q = k' - k e la differenza tra il vettore d'onda dell'onda dif
fusa k' = ron'lc e il vettore d'onda k = ron/c dell'onda incidentel). 
II valore della somma nella (80,3) deve essere preso nell'istante t' = 
= t - R o/c, perche la variazione di r nel tempo rn'lc pub essere tra
scurata, dato che Ie velocita delle particeUe sono supposte piccole (per 
brevita, omettiamo, come al S9lito, l'indice t'). Il valore assoluto 
del vet tore q e 

q= 2 ~ sen ~ , (80,4) 

dove 'I'} e l'angolo di diffusione. 
Quando si ha una diffusione da parte di un atomo (0 di una 

molecola) nella somma della (80,3) si possono trascurare i termini 
corrispon denti ai nuclei, poiche Ie loro masse sono grandi rispetto 
a queUe degli elettroni. Poiche piu avanti verra considerato questa 
caso, portiamo fuori dal segno di sommatoria il fattore e2lm, dove e 
ed m rappresentano la carica e la massa dell'elettrone. 

In virtu della (66,3) per il campo H' dell'onda diffusa troviamo: 

H' [Eon') -i(l)(C- Ro) e2 ~ _. =--e c _ e tqr. 
c2Ro m (80,5) 

II flusso d' energia nell' angolo solido nella direzione di n' vale: 

c I H' II R2 do = e4 In'Eo12/ "" e-iqr /2 do. 
8n 0 8nc3m2 .Li 

Dividendo questa espressione per il flusso d 'energia c I Eo 12/8n del
l'onda incidente ed introducendo l'angoIo e tra la direzione del cam
po Edell' onda incidente e la direzione della diffusione, troviamo 

1) Pili p'recisamente, il vettore d'onda e k' = ID'n'/c, dove la frequenza 00' 
dell'onda dIffusa puo essere differente da ID. Tuttavia, nel caso considerato delle 
al te frequenze, si puo trascurare Ia differenza 00' - ID ,.." 000' 
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in definitiva la 3ezione di diffusione nella forma 

da = ( ;;2 ) 21 ~ e-iqr r sen2 e do. (80,6) 

II trattino indica la media rispetto al tempo, doe la media rispetto 
al moto delle cariche nel sistema; e necessario prendere la media per
ehe la diffusione e eonsiderata in intervalli di tempo grandi rispetto 
al periodo del moto d-elle eariche nel sistema. 

Per la lunghezza d' onda della radiazione incidente dalla condizio
ne (80,1) si deduce la disuguaglianza '). <t aclv. Per qua.nto riguarda 
il valore relativo di '). ed a, sono possibili i due casi limiti: '). ~ a e 
'). <t a. In entrambi i casi la formula generale (80,6) si sempIifica 
sensibilmente. 

Per '). ~ a nell 'espressione (80,6) si ha qr <t 1; perche q "'" 1/')., 
r "'" a. Sostituendo percio eiqr con 1 abbiamo: 

(80,7) 

eioe la diffusione e proporzionale al quadrato del numero Z di elet
troni nell'atomo. 

Passiamo al caso '). <t a. Nel quadrato della somma nella (80,6) si 
hanno, accanto ai quadrati del modulo di ciascun termine, uguali 
a 1. dei prodotti tipo eiq (rl-r2). Quando si prende la media rispet
to al moto delle cariche, cioe rispetto alIa loro disposizione nel 
sistema, Ie differenze r1 - r2 'Nrcorrono valori in un intervallo del
l'ordine di a. Siccome q "'" 1/')., ').''<t a, il fattore esponenziale eiq(fl- f a) 

e in questo intervallo una funzione oscillante rapidamente, e il suo 
valore medio e nullo. In tal modo, per'). <t a la sezione di 
diffusione e uguale a 

(80,8) 

eioe proporzionale al numero atomico. Notiamo che questa formula 
e inapplicabile nel caso in cui gli angoli di diffusione siano pic
coli ({)o "'" 'J../a), perche, aUora q ~ {)o/'). ~ 11a, e l'esponente qr non 
e grande rispetto a 1. 

Per determinare la sezione della diffusione coerente, dob
biamo separare la parte del campo dell'onda diffusa di frequenza (0. 

L'espressione (80,5) del campo dipende dal tempo mediante il fat
tore e- ioot e dipende inoltre dal tempo anche la somma ~e-iqf. 
Quest 'ultima circostanza fa sl che il campo dell' onda diffusa contie
ne, oltre alIa frequenza (0, altre frequenze ancora (anche se vicine). 
La parte del campo che contiene la frequenza (0 (cioe dipende dal 
tempo soltanto mediante il fattore e- ioot) si ottiene, evidentemente, 
prendendo la media rispetto al tempo della somma ~e-iqf. Con
segue che l'espressione per la sezione della diffusione coe-
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rente dcJcoer si distingue dalla sezione totale dcJ per il fatto che in 
luogo del val ore medio del quadrato del modulo della somma essa 
contiene il quadrato del modulo del valore medio della somma: 

dcrcoer = ( ~:2 V I ~ e- iqr r sen2 e do. (80,9) 

E utile notare che questo valore medio della somma non e altro (a 
meno di un coefficiente) che la componente spaziale di Fourier 
della distribuzione media p (r) della densita della carica elettrica 
nell'atomo: 

(80,10) 

Se ')., ~ a, possiamo sostituire di nuovo e-iqr con 1. in modo che 

'7?( e
2 )2 2 dacoer = LJ- mc2 sen e do. (80,11) 

COllfrontando con la sezione totale (80,7), vediamoche dacoer = da, 
cioe che tutta la diffusione e interamente coerente. 

Se, al contrario, ')., ~ a, allora, quando si prende la media nella 
(80,9), tutti i termini della somma (in quanto valori medi di funzioni 
del tempo oscillanti rapidamente) scompaiono, in modo che dacoer = 
= 0. In questo caso quindi la diffusione e interamente incoerente. 



Capitolo X 

P ARTICELLA IN UN CAMPO 
GRA VITAZIONALE 

§ 81. Campo gravitazionale in meccanica 
non relativistica 

I campi gravitazionali godono della pro prieta fondamentale se
guente: tutti i corpi, indipendentemente dalla massa, si muovono, 
in essi allo stesso modo (a parita di condizioni iniziali). 

Per esempio, Ie Ieggi della caduta libera nel campo d'attrazione 
della Terra sono Ie stesse per tutti i corpi: quali che siano Ie Ioro 
masse, tutti acquisiscono Ia stessa accelerazione. 

Questa pro prieta dei campi gravitazionali permette di stabilire 
un 'analogia sostanziale tra il moto dei corpi in un campo gravitazio
nale e il moto dei corpi che non si trovano in un campo esterno ma 
che riferiti ad un sistema di riferimento non inerziale. In effetti. 
in un sistema di riferimento inerziale il moto libero di tutti i corpi 
avviene in modo rettilineo ed uniforme, ese, per esempio, Ie loro 
velocita erano neIl'istante iniziale uguali, resteranno uguali per 
tutto il tempo. E evidente dun que che se si considera questo moto 
in un sistema non inerziale dato, allora relativamente a questo 
sistema tutti i corpi si muoveranno allo stesso modo. 

Quindi, Ie proprieta del moto in un sistema di riferimento non 
inerziale sono identiche a quelle che si hanno in un sistema inerziale 
in presenza di un campo gravitazionale. In altri termini, un siste
ma di riferim~nto non inerziale e equivalente ad un campo gravita
zionaIe; questa affermazione costituisce il cosidetto principio di 
equivalenza. 

Consideriamo, per esempio, il moto in un sistema di riferimento 
uniformemente accelerato. I corpi di masse arbitrarie, che si muovono 
liberamente in un tale sistema, possiederanno evidentemente, rela
tivamente a questo sistema, una accelerazione costante uguale ed 
opposta all' accelerazione del sistema stesso. Tale e pure il moto in 
un campo gravitazionale uniforme e costante, nel campo d'attrazione 
della Terra per esempio (in regioni piccole dove il campo puo essere 
considerato uniforme). CosI, un sistema di riferimento uniforme
mente accelerato e equivalente ad un campo esterno uniforme e cost an
teo Nello stesso senso un sistema di riferimento in moto traslatorio 
accelerato non uniformemente e equivalente ad un campo gravita
zionale uniforme ma variabile. 
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Tuttavia, i campi ai quali sono equivalenti sistemi di riferimento 
non inerziali non sono del tutto identici ai campi gravitazionaU 
«reali», esistenti anche nei sistemi inerziali. Esiste tra di essi una 
differenza sostanziale per cio che concerne Ie loro pro prieta a11'in
fin ito. Ad una distanza infinita dai corpi che 10 generano, il 
campo gravitazionale « reale » tende sempre a zero. Al contra rio, 
i campi ai quali sono equivalenti sistemi di riferimento non inerzlali, 
crescono iIlimitatamente all'infinito, oppure, al massimo, tendono 
ad un valore finito. Cosi, Ie forze centrifughe, che nascono in un 
sistema di riferimento rotante, tendono all'infinito quando ci sl 
aJlontana dall'asse di rotazione; un campo equivalente ad un sistema 
di riferimento in un mota rettilineo 10 stesso e identico in tutto 
10 spazio, compreso l'infinito. 

I campi equivalenti a sistemi di riferimento non inerziali scom
paino passando ad un sistema inerziale. Contrariamente a cio, i 
campi gravitazionali « reali» (esistenti anche in un sistema iner
ziale) non si possono eliminare mediante una scelta del sistema di 
riferimento. Questo risulta gia evidente dal differente comporta
mento all'infinito dei campi gravitazionali « reali »e dei campi equi
valenti a sistemi di riferimento non inerziali; poiche questi ultimi 
all'infinito non tendono a zero, e chiare che non e possibile mediante 
una scelta del sistema di riferimento eliminare i campi « reali » che 
si annulI a all'infinito. 

La sola cos a che si possa otten ere con una scelta adeguata del 
sistema di riferimento, e di eliminare il campo gravitazionale in 
una regione dello spazio sufficientemente piccola perche in essa i1 
campo possa essere condsiderato uniforme. Questo pu.o essere otte
nuto scegliendo un siiltema in mota la cui accelerazione sia uguale 
all' accelerazione che un a particella acquisterebbe se fosse collo
cat a nella regione considerata del campo. 

Il mota di una particella in un campo gravitazionale e definito, 
in meccanica non relativistica, da una lagrangiana che si scrive (in 
un sistema di riferimento inerziale): 

mv' 
L=-2--m<P, (81,1) 

dove <p e una funzione delle coordinate e del tempo, che caratterizza 
i1 campo e si dice potenziale gravitazionale1). Le equazioni del moto 
ricavate dalla (81,1) hanno la forma: 

v = - grad <p. (81,2) 
Esse non contengono la massa 0 qualche altra costante che caratterizli 
Ie pro prieta della particella. Questo fatto e l'espressione della pH'
prieta fondamentale dei campi gravitazionali. 1,111 

1) In seguito, non avremo pili bisogno di utilizzare il potenziale .~.' . 
magnetico ql, in modo che indicando il potenziale gravitazionale ' 
stessa lettera non si avranno equivoci. !~:K .. 
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§ 82. Campo gravitazionale in meccanica relativistica 

La proprieta fondamentale dei campi gravitazionali, e cioe che 
tutti i corpi si muovono in essi neUo stesso modo, resta valida anche 
in meccanica relativistica. Rimane, di conseguenza, anche l'analogia 
tra i campi gravitazionali e i sistemi di riferimento non inerziali. 
:E percio naturale, nello studio delle proprieta dei campi gravitazio
nali in meccanica relativistica, partire anche in questo caso da questa 
analogia. 

In un sistema di riferimento inerziale di coordinate cartesiane, 
l'intervallo ds e determinato dalla relazione 

d,s2 = c2 dt2 - dx2 _ dy2 _ dz2• 

NeI passaggio a qualsiasi altro sistema di riferimento inerziale (cioe 
nelle trasformazioni di Lorentz) 1 'intervallo, come e noto, conserva 
10 stesso valoree Se si passa pero ad Ull sistema di riferimento non 
inerziale, ds2 non e pili esprimibile tramite i quadrati dei differen
ziali delle quattro coordinate. 

Per esempio, se si passa ad un sistema di coordinate in rotazione 
uniforme 

x = x' cos Qt - y' sen Qt, y = x' sen Qt + y' cos Qt, z = z' 

(Q e la velocita angolare di rotazione, diretta lun~o l'asse delle z), 
l'intervallo assume la forma 

ds2 = [c2 _Q2 (X'2 + y'2)] dt2- dX'2- dy'2-

- dZ'2 + 2Qy' dx' dt - 2Qx' dy' dt. 

Quale che sia la legge di trasformazione del tempo, questa espressio
ne non puo essere ridotta alla somma dei quadrati dei differenziali 
delle quattro coordinate. 

Di conseguenza, in un sistema di riferimento non inerziale il 
quadrato dell'intervalo sara una certa forma quadratica genera Ie 
dei differenziali delle coordinate, cioe 

(82,1) 

dove gih sono funzioni delle coordinate spaziali Xl, X2, x3 e della coor
dinata temporale xo. II sistema quadridimensionale di coordinate 
zo, Xl, x2, x3 e quindi curvilineo allorche si passa a sistemi di rife
rimento non inerziali. Le grandezze gik, che determinano tutte Ie 
pro prieta della. geometria in ciascun sistema di coordinate curvili
neo dato, definiscono la cosiddetta metrica deUo spazio-tempo. 

E evidente che Ie grandezze gih possono sempre essere con
siderate simmetriche rispetto agli indici i e k (gih = glli), poichEi 
sono determinate dalla forma simmetrica (82,1), dove gih e ghi en-
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trano con 10 stesso fattore dxidxk. Nel caso genera Ie si hanno dun que 
soltanto 10 grandezze gik distinte: quattro con indici uguali e 4·3/2= 
= 6 con indici diversi. In un sistema di riferimento inerziale, quando 
si ricorre aIle coordinate spaziali cartesiane Xl, 2, 3 = x, y, zeal 
tempo XO = ct, Ie grandezze gih so no uguali a: 

goo = 1, gu = g22 = g33 = -1, gik = 0 per i =1= k. (82,2) 

Un sistema di coordinate (quadridimensionale) con tali valori 
di gih 10 chiameremo galileiano. 

Nel paragrafo precedente e stato detto che i sistemi di riferimento 
non inerziali sono equivalenti a dei campi di forza. Si vede ora che 
in meccanica relativistica questi campi sono determinati dalle gran
dezze gik' 

La stessa cosa si puo dire dei campi gravitazionali « reali ». Ogni 
campo gravitazionale non e altro che una modificazione della metrica 
deIlo spazio-tempo e pertanto e determinato dalle grandezze gik 

Questa circostanza fondamentale significa che Ie proprieta geomet
riche d ello spazio-tempo (cioe la sua metrica) sono determinate 
da fenomeni fisici, e non sono pro prieta invariabili dello spazio 
e del tempo. 

La teoria dei campi gravitazlonali costruita sulla base della 
teoria della relativita e detta relativita generale. Essa fu elaborata 
da Einstein (che ne diede la formulazione definitiva nel 1916), ed 
e forse la pili elegante delle teorie fisiche esistenti. B degno di nota il 
fatto che Einstein costrul la sua teoria in modo puramente deduttivo 
e solamente in seguito essa e stata confermata da osservazioni astro
nomiche. 

Come in meccanica non relativistica vi e una differenza radicale 
tra i campi gravitazionali « reali·» e i campi che sono equivalenti a 
sistemi di riferimento non inerziali. Quando si passa ad un sistema 
di riferimento non inerziale, Ia forma quadratica assume I 'aspetto 
(82,1), cioe Ie grandezze gik si ricavano dai loro valori galileiani 
(82,2) mediante una trasformazione delle coordinate e, di conseguenza, 
con Ia trasformazione inversa possono essere ridotte ai valori gali
lei ani in tutto 10 spazio. La forma (82,2) delle gik e molto partico
lare, come si vede gia dal fatto che e impossibile, in generale, ridurre 
Ie 10 grandezze gik ad una forma assegnata mediante una trasfor
mazione di sole quattro coordinate. 

Un campo gravitazionale reale non puo essere eliminato con 
nessuna trasformazione delle coordinate. In altri termini, in presenza 
di un campo gravitazionale, 10 spazio-tempo e tale che Ie gik, che 
ne determinano la metrica, non possono essere ridotte, con trasfor
mazione di coordinate, alla forma galileiana contemporaneamente 
in tutto 10 spazio. Un tale spazio-tempo e detto curvo, 
contrariamente aBo spazio-tempo piatto dove questa riduzione e 
possibile. 
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E tuttavia possibile, con una appropriata trasformazione delle 
coordinate, ridurre Ie gik ad una forma galileiana in un punta arbi
trario di nuo spaiio-tempo non galileiano: basta ridurre a forma 
diagonale una forma quadratica a coefficienti costanti (i valori di 
gik nel punto dato). Chiameremo un tale sistema di coordinate siste
ma galileiano per il punta datol). 

Notiamo che, ridotta alla forma diagonale nel punta dato, Ja 
matrice delle gik ha un valore principale positivo e tre valori prin
cipali negativi (l'insieme di questi segni costituisce la segnatura 
della matrice). Ne risulta, in particolare, che iI determinante g, 
costituito dalle grandezze gik, in uno spazio-tempo reale e sempre ne
gativo: 

g<O. (82,3) 

Un cambiamento della metrica dello spazio-tempo significa 
anche un cambiamento della metrica propriamente spaziale. A gik 

galileiane in uno spazio-tempo piatto corrisponde la geometria eucli
dea dello spazio. In un campo gravitazionale la geometria della 
spazio diventa non euclidea. Cia riguarda sia i campi gravitazionali 
« reaIi », nei quaIi 10 spazio-tempo e « curvo », che i campi originati 
da un sistema di riferimento non inerziale il cui spazio-tempo 
e piatto. 

La questione della geometria spaziale in un campo gravitaziona
Ie verra esaminata pili dettagliatamente nel § 84. Limitiamoci qui 
a fare un sempIice ragionamento che spiega pero chiaramente per
che e inevitabile che Ie pro prieta non eucHdee dello spazio compaiono 
quando si passa ad un sistema di riferimento non inerziale. Conside
riamo due sistemi di riferimento l'uno dei quaIi (K) e inerziale 
e l'altro (K') ruota uniformemente rispetto a K intorno all'asse 
comune z. Una circonferenza nel piano xy del sistema K (di centro 
nell'origine delle coordinate) puo essere considerata anche come 
una circonferenza nel piano x' y' del sistema K'. Misurando la 
lunghezza della circonferenza e del suo diametro con un metro nel 
sistema K, otteniamo dei valori il cui rapporto e 31, dato che nel 
sistema di riferimento inerziale la geometria e eucIidea. Suppo
niamo ora che Ie misure siano fatte con un metro fisso rispetto 
a K'. Osservando questa processo dal sistema K, troviamo che il 
metro appIicato tangenzialmente alIa circonferenza subisce la con
trazione di Lorentz mentre resta inalterato quando e applicato 
radialmente. Ne segue chiaramente che il rapporto della lunghezza 
della circonferenza al suo diametro fornito da una tale misura sara 
maggiore di 31. 

1) Per evitare malintesi, diciamo subito che la scelta di un tale sistema 
di coordinate non significa ancora l'eliminazione del campo gravitazionale nel 
corrispondente elemento infinitesimale di 4-volume. Una tale eliminazione. che 
e pure sempre possibile in virtu del principio di equivalenza, significa qualcosa 
di piu (vedi § 87). 
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Nel caso genera Ie di un campo gravitazionale variabile arbitrario, 
la metrica dello spazio non soltanto e non euclidea, rna varia inoltre 
con il tempo. Cio vuol dire che i rapporti tra Ie diverse distanze geo
metrice variano con il tempo. Ne segue che la disposizione di « par
ticelle di prova », poste nel campo, non puo restare inalterata in 
nessun sistema di coordinate l ). CosI, se Ie particelle sono disposte 
lungo una qualsiasi circonferenza e lungo il suo diametro, allora, 
poiche il rapporto tra la lunghezza della circonferenza e il diametro 
non e uguale a n e varia con il tempo, e chiaro che se Ie distanze tra Ie 
particelle lungo il diametro restano invariate, debbono per forza 
variare Ie distanze tra Ie particelle periferiche, e viceversa. In tal 
modo, 1 'immobilita relativa di un sistema di corpi nella relativita 
generale e assolutamente impossibile. 

Questa circostanza cambia sostanzialmente Ia llozione stessa di 
sistema di riferimento in relativita generale rispetto al suo si
gnificato in relativita ristretta. In quest 'ultima, con un sistema 
di riferimento si intend eva un insieme di corpi in quiete gli uni 
Tispetto agli altri, vincolati rigidamente. In presenza di un campo 
gravitazional& variabile tali sistemi di corpi non esistono e per de
terminare esattamente la posizione della particella nello spazio, 
e necessario, per essere rigorosi, avere una quantita infinita di corpi 
che occupano come un mezzo continuo tutto 10 spazio. Un tale siste
ma di corpi, a ciascuno dei quali e vincolato un orologio che segna 
un tempo arbitrario, rappresenta esattamente un sistema di riferi
mento nella relativita generale. 

Poiche la scelta del sistema di riferimento e arbitraria, Ie leggi 
della natura debbono essere espresse in relativita genera Ie in un 
modo, formalmente idoneo per ogni sistema di coordinate quadridi
mensionale (0, come si usa dire, in forma covariante). Tuttavia, que
sta circostanza non significa, naturalmente, I'equivalenza fisica di 
tutti questi sistemi di riferimento (simile all'equivalenza fisica di 
tutti i sistemi di riferimento inerziali in relativita ristretta). Al 
contrario, la descrizione con creta dei fenomeni fisici, comprese Ie 
proprieta del mota dei corpi, e diversa in tutti i diversi sistemi di 
riferimento. 

§ 83. Coordinate curvilinee 

Poiche nella studio dei campi gravitazionali e necessario consi
derare i fenomeni in sistemi di riferimento arbitrari, nasce la neces
sita di sviluppare la geometria quadridimensionale in una forma, 

1) Ad essere rigorosi, il nu~ero di particelle deve essere superiore a quat
tro. Siccome con sei segmenti !tra di esse si pio costruire un tetraedro, si puo 
sempre, con una definizione appropriata del sistema di riferimento, fare sf 
che un sistema di quattro particelle formi un tetraedro rigido. A maggior ragione, 
e possibile determinare la rigidita di un sistema di tre 0 di due particelle. 
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valida in coordinate arbitrarie. A questo problema sono dedicati 
i §§ 83, 85, 86. 

Consideriamo una trasformazione di un sistema di coordinate xo, 
xl, X2, x3 in un altro x'o, X'l, X'2, X'3: 

Xi = Ii (x'O X'i X'2 x'a) , , , , 
dove ji sono delle funzioni. In una trasformazione di coordinate, 
i loro differenziali si trasformano secondo Ie formule 

. axi 
dx'=--' -dX'1i 

ax'" • 
(83,1) 

Ogni insieme di quattro grandezze Ai che in una trasformazione 
di coordinate si trasformano come i differenziali delle coordinate 
si chiama quadrivettore controvariante: 

Ai = axi A,k. (83,2) 
ax'k 

Sia <p uno scalare. Le derivate 8rp/8xi, in una trasformazione di 
coordinate, si trasformano secondo Ie formule 

a<p a<p a:/:'" (83,3) 
axi = {)x'k axi ' 

differenti dalle formule (83,2). Ogni insieme di quattro grandezze 
Ai cbe in una trasformazione di coordinate, si trasformano come 
Ie derivate di uno scalare si chiama quadrivettore covariante: 

(83,4) 

In modo analogo si~ definiscono i 4-tensori dei diversi ranghi. 
Per esempio, si chiama 4-tensore controvariante di rango due A ik 
un insieme di 16 grandezze cbe si trasformano come prodotti di 
due vettori controvarianti, cioe secondo la legge 

A ik _ {)xi ax" A'im 
- ax'l ax'm . (83,5) 

Un tensore covariante di rango due At" si trasforma secondo ]a 
legge 

{)X'l ax'm , 
A'k-----Alm 

l - {)xi ax" ' 

e un 4-tensore misto A ik si trasforma come 
Ai _ {)xi ax'm A'l 

,,- ax'l ax" m· 

(83,6) 

(83,7) 

Le definizioni date rappresentano una generalizzazione naturale 
delle definizioni dei quadrivettori e dei 4-tensori in coordinate gali-
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leiane (§ 6); anche secondo queste ultime i differenziali dx i e Ie deri
vate OqJ/dxi formano rispetttivamente un quadrivettore controva
riante e un quadrivettore covariante1). 

Le regole di formazione dei 4-tensori per moltiplicazione e con
trazione di prodotti di altri 4-tensori in coordinate curvilinee resta
no Ie stesse che in coordinate galileiane. E facile, per esempio, pro
yare che, in virtu delle leggi di trasform'zione (83,2) e (83,4), il 
prodotto scalare A iB i di due quadrivettori e un invariante: 

AiB- = axi ax'm A'IB' = ax'm AdB' = A,IB'. 
I ax'l axi m ax'l m I 

Nel passaggio a coordinate curvilinee non cambia nemmeno la 
definizione del 4-tensore unita 6k: Ie sue componenti sono quindi 
6~ = 0 per i =1= k, e uguali a 1 per i = k. Se A.1l e un quadrivetto
re, moltiplicando per 6~ avremo: 

A1l6~ = Ai, 

cioe otterremo di nuovo un quadrivettore; questa e Ia dimostrazione 
che 6~ e un tensore. 

II quadrato dell 'elemento di lunghezza in coordinate curvilinee 
e una forma quadratica nei differenziali 

d"2 did"S =gill x x, (83,8) 

dove gil! sonG funzioni delle coordinate; Ie gil! sonG simmetriche ri
spetto agli indici i e k: 

gil! = glli. (83,9) 

Siccome il prod otto (contratto) di gil! per il tensore controva
riante dx i dxll e uno scalare, Ie gill formano un tensore covariante, 
detto tensore metrico. 

Due tensori A ill e Bil! sono dettj inversi I'uno deIl'altro se 

Ail!Blll= 6~. 

In particolare, si chiama tensore metrico eontrovariante gil! il 
tensore inverso di gill, e cioe 

(83,10) 

Una stessa grandezza fisica vettoriale puo essere rappresentata 
sia in componenti controvarianti che covarianti. £ evidente che Ie 
uniche grandezze che possono determinare il Iegame tra Ie une e Ie al
tre sono Ie componenti del tensore metrico. Tale legame e dato dane 

1) Mentre nel sistema galileiano anche Ie coordinate xi stesse (e non soltanto 
i loro differenziali) formano un quadtivettore, cio non si verifica, naturalmente, 
in coordinate curvilinee. 
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formule 
(83,11) 

In un sistema di coordinate galileiano Ie componenti del tensore 
metrico sono: 

(

1 0 0 0) 
(O)'k 0 -1 0 0 

gilt = gt (0) = 0 0 -1 0 . 

o 0 0-1 

(83,12) 

Le formule (83,11) danno inoItre il noto legame: A ° = A o, A I, 2. S = 
= -At. 2. l). 

Quanto finora esposto riguarda anche i tensori. II passaggio tra 
Ie diverse forme di uno stesso tensore fisico viene effettuato mediante 
il tens ore metrico in base alle formule 

A ilt= gilAllt , Aik= gilt-mAim, 

e analogamente per tensori di ogni rango. 
Nel § 6 e stato gia definito (in coordinate galileiane) 10 pseudo

tensore unitario completamente antisimmetrico eik1m• Cerchiamo 
ora la sua espressione in un sistema di coordinate curvilineo arbitra
rio. Indichiamolo ora con Eiklm, conservando il simbolo eik1m per 
Ie grandezze gia definite a partire dal valore e0123 = 1 (oppure 
e012S = -1). 

Siano X'i ed xi rispettivamente coordinate galileiane e coordina
te curvilinee arbitrarie. In virtu delle regole generali di trasforma
zione dei tensori abbiamo: 

Eiklm = axi axk ~ axm eprat 
ax'p ax'r ax'. ax't ' 

oppure 
Eiklm = J eik1m; 

dove J e il determinante compos to delle derivate dxi/dx'p , ClOe 
10 jacobiano della trasformazione delle coordinate galileiane in coor
dinate curvilinee: 

a (xO xi Xl x3) 
J- '" - a (x'O, x'i, x'2, x'S) • 

Questo jacobiano si puo esprimere mediante il determinante del ten
sore metrico gik (nel sistema delle xi). A questo scopo, scriviamo la 

1) Ogni volta che per fare un'analogia ci serviamo del sistema di coordi
nate galileiano, bisogna tener presente che questo sistema' puo essere scelto 
solamente per uno spazio quadridimensionale piatto. Se si trattasse di uno spazio 
quadridimensionale curvo, bisognerebbe parlare aHora di un sistema di coordi
nate galileiano nel dato elemento infinitesimale di 4-volume, sistema che 
esistl'sempre. Questa precisazione non modifiea Ie deduwni che andremo facendo. 
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formula di trasformazione del tensore metrico: 

ed eguagliamo i determinanti delle grandezze che si trovano in 
ambedue i membri di questa uguaglianza. II determinante del tenso
re inverso e I gik I = 1Ig, mentre il determinante I glm(O) I = -1. 
Di conseguenza, abbiamo 1Ig = _J2 ,per cui J = vV' -g. 

Dunque, un tensore unitario antisimmetrico di rango quattro in 
coordinate curvilinee deve essere definito come segue: 

Eikl
m = -V~g e ih1m

• (83,13) 

Abbassando gli indici di questa tensore con l'aiuto della formula 

eprBtgipghrglsgmt = - geihlm, 

troviamo Ie componenti covarianti 

E ik1m = V - gelklm. (83,14) 

In coordinate galileiane x'i, l'integrale di uno scalare su dO.' = 
= dx'o dx'l dx'2 dx's e pure uno scalare, cioe l'elemento dO.' si com
porta nell'integrazione come uno scalare (§ 6). Quando si passa a co
ordinate curvilinee xi, l'elemento d'integrazione dO.' diventa 

1 VdQ'-+7dQ= -gdQ. 

In coordinate curvilinee, il prodotto V -g dO. si comporta dunque 
come un, invariante quando 10 si integra in un· 4-volume1). 

Tutto cio che e stato detto alla fine del § 6 degli elementi d'in
tegrazione su una ipersuperficie, su una superficie e lungo una linea 
resta valida anche per Ie coordinate curvilinee, con la sola differenza 
che cambia alquanto la definizione dei tensori duali. L 'elemento 
d'« area » di una ipersuperficie definita da tre spostamenti infi
nitesimali e un tensore controvariante antisimmetrico dS ikl ; il suo 
vettore duale si ottiene moltiplicando per il tensore V -g elklm, 

1) Se q> e uno scalare, allora la grandezza -V -gq>, che neU'integrazione 
in dg dil un invariante, si chiama tal volta densfta. scalare. Analogamente si 
chiamano denstfa vettoriale e tensoriale -v=gA i, v=gA ik, ecc. Queste gran
dezze, moltiplicate per l'elemento di 4-volume dg, danno un vettore 0 un tensore 

(ma l'integrale ) A q/-gdg su una regione finita non puo essere, in generale, 

un vettore, perchli Ie leggi di trasformazione del vettore Ai sono diverse nei 
diversi punti della regione). 
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e cioe 

-V- 1 klmV-'--gdS i = -r;eLklmdS -g. (83,15) 

Analogamente, se dfik e I 'elemento di superficie (bidimensionale) 
costruito su due spostamenti infinitesimali, il suo tensore duale e de
finito nel modo seguente: l ) 

V - g dirk = ; -V - g eiklm dflm. (83,16) 

Lasciamo qui, come prima, i simboli dS i e dfrk per indicare rispet

tivamente ~ eklmi dSklm e ; eiklm dJlm (e non i loro prodotti per 

-V -g); Ie regole dalla (6,14) alla (6,19) di trasformazione di 
diversi integrali gli uni negli altri I'estano allora Ie stesse, perch8 
illoro risultato e di carattere formale, e non e connesso aIle proprieta 
tensoriali delle grandezze corrispondenti. Tra queste formule di tra
sformazione, avremo bisogno soprattutto della trasformazione di un 
integrale su ipersuperficie in un integra Ie in un 4-volume (teorema 
di Gauss) che si ottiene per sostituzione 

a 
dS/ -+ dQ..."... (83,17) 

ux' 

84. Distanze e intervalli di tempo 

Abbiamo gia detto che in relativita genera Ie la scelta del sistema 
di riferimento non e soggatta a limi tazioni di sorta: il ruolo delle tre 
coordinate spaziali Xl, Xli, X S puo esser svolto da grandezze qualsiasi 
che definiscano la posizione dei corpi nello spazio. e la coordinata 
temporale XO puo essere determinata da un orologio che segni il tempo 
in modo arbitrario. Sorge qui il problema: come si possono deter
minare a partire dai valori delle grandezze XO, Xl, Xli, X S Ie distanze e 
gli intervalli di tempo reaH? 

Determiniamo prima la relazione tra il tempo reale, che indi
cheremo in seguito con 't, e la coordinata xo. A questo scopo, consi
dereremo due eventi infinitamente vicini, che avvengono nello 

1) Si sup pone che gli elementi dSklm e dfik siano costruiti sugli spostamenti 
infinitesimali dx i , dx' i , dx"i nella stessa maniera come sono stati definiti nel § 6, 
a prescindere dal significato geometrico delle coordinate xi. Resta valido anche il 
precedente significato formale degli elementi dS i, dtT k . In particolare, si ha dS 0= 
= dx1dx2dz3 = dV. Conserveremo in seguito il vecchio simbolo dV per il pro
dotto dei differenziali di tre coordinate spaziali; bisogna ricordare, tutt(lvia, 
che l'elemento di un volume geometrico spaziale e dato in coordinate curvilinee 
non da dV, bens! dal prodotto VY dV, dove 'l' e il determinante di un tensore 
metrico spaziale che verra definito nel paragrafo seguente. 
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stesso punto dello spazio. Allora 1 'intervallo fis2 tra questi due even
ti non e altro che edT, dove dx e 1 'intervallo di tempo (reale) tra i due 
eventi. Ponendo dx1 = dx2 = dx3 = 0 nell'espressione generale 
ds2 = gik dxidxk , troviamo dunque: 

donde 
ds2 = c2 dT2 == goo (dx'l)2, 

1V-dT = - goo dx'l, c 
(84,1) 

o ancora, per il tempo tra due eventi verificatisi nella stesso 
punto dello spazio, 

(84,2) 

Tali sono Ie relazioni che determinano gli intervalli di tempo rea
Ie (0, come si dice, il tempo proprio in un punto dato della spazio) 
in funzione della coordinata xo. Notiamo anche che la grandezza goo, 
come segue dalle formule riportate, e positiva: 

goo> O. (84,3) 
Occorre sottolineare la differenza tra il significato della condizio

ne (84,3) e la condizione di segnatura determinata (segni degli 
autovalori) del tensore gik (§ 82). Un tensore gill, che non soddisfi la 
second a di queste condizioni, non puo, in generale, corrispondere ad 
un campo gravitaziona]e reale, qualunque esso sia, non puo cioe 
determinare la metrica di uno spazio-tempo reale. Se ]a condi
zione (84,3) non venisse soddisfatta, cio significherebbe sola mente
che il sistema di riferimento corrispondente non puo essere rea
lizzato da corpi reali ; se invece viene soddisfatta la condizione 
sugli autovalori, con una trasformazione appropriata delle coordi
nate si puo ottenere aHora che goo diventi positiva (un esempio di 
tale sistema e dato dal sistema di coordinate in rotazione, vedi §89). 

Determiniamo ora l'elemento dl di distanza spaziale. In rela
tivita ristretta, si puo definire l'elemento dl come l'intervallo tra due
eventi infinitamente vicini aventi luogo in uno stesso istante. In re
lativita generale invece non si puo generalmente adottare questo 
procedimento, cioe non si puo definire dl semplicemente ponendo 
dx° = 0 in ds. Cio e dovuto al fatto che il tempo proprio in un campo 
gravitazionale e legato alla coordinata Xo da una relazione che e diversa 
in diversi punti dello spazio. 

Per determinare dl procederemo ora come segue. Supponiamo che 
un segnale luminoso venga emesso da un punta B dello spazio (di coor
dinate XL + dXX) verso un punto infinitamente vicino A (di coordi
nate xa ) e riflesso immediatamente lungo 10 stesso cammino. II tempo 
necessario perche avvenga l'intero processo (misurato nello stesso 
punto B) e evidentemente il doppio della distanza tea i due punti 
moltiplicata per c. 
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Scriviamo l'intervallo mettendo in evidenza Ie coordinate spazia
li e la coordinata temporale: 

ds2 = ga.f3 drz. dxP + 2goa. dzO dza. + goo (dXO
)2, (84,4) 

con Ie solite convenzioni di somma. L'intervallo tra due eventi corri
spondenti alIa partenza e all'arrivo del segnale da un punto ad l!n 
altro e nullo. Risolvendo l'equazione ds2 = 0 rispetto a dxo, trovia
mo due radici: 

dxo (i) = _1._ ( - goa. dx« - V (goa.go('J - ga./3goo) dxa dx('J) , 
goo 

dxO (2) = _1._ ( - goa. dza. + V (goa gof3 - gaB goo) dxa dx f3 ) , 
goo 

(84,5) 

che corrispondono alIa propagazione del segnale nelle due dire
zioni, tra i punti A e B. Se X O e l'istan te d' arri vo del segnale in A, 

A B 

Fig. 1.8 

allora gIi istanti della sua partenza da Bedel suo ritorno in B sa
ranno rispettivamente Xo + dx° (1) ed X O + dx° (2). Nella figura 
schematica 18 Ie rette continue rappresentano Ie linee d 'universo 
corrispondenti alle coordinate date x« ed x« + dxa, e Ie rette tratteg
giat~ rapresentano Ie linee d 'universo dei segnalP). E ovvio che l'in
tervallo di « tempo» totale tra l'emissione e il ritorno del segnale 
nello stesso punto e uguale a 

dxo (s) - dzO (1) = _2_ V (goa.gO/3 - ga.('Jgoo) dx« dxf3. 
goo 

L'intervallo di tempo reale corrispondente si trova, conforme
mente alIa (84,1), moItiplicando per ~!c, e la distanza dl tra 

1) Nella fi~. 18 e supposto che dxO(ll) > 0, dXO(l) < 0, il che non e pero 
necessario: axO() e dxO(ll) possono avere 10 stesso segno. II fatto che in questo 
caso il valore di xO (A) nell'istante d'arrivo del segnale in A potrebbe essere 
illferiore al valore XO (B) nell'istante della sua partenza da B non e contraddi
torio, perehe non si suppone che gli orologi situati in punti diversi dello 
spazio siano in qualche modo sincronizzati. 
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i due punti si ottiene moltiplicando ancora per c12. Troviamo in de
finitiva: 

dlt = ( - gall + goagO(3 ) dxff. dxp. 
goo 

Questa e l' espressione cercata che determina la distanza in fun
zione degli elementi di coordinate spaziali. Riscriviamo la for
mula ottenuta come segue: 

dove 

dl2 = Ya.1l dxa. dxP, (84,6) 

goago(3 
Yall= -gall+---'goo 

(84,7) 

e il tens ore metrico tridimensionale che definisce la metrica, cioe 
Ie proprieta geometriche dello spazio. Le relazioni (84,7) stabilisco
no il legame tra la metrica dello spazio reale e la metrica dello spa
zio-tempo quadridimensionale1) 

Bisogna tuttavia tener presente che Ie gik dipendono, in generale, 
da xO, in modo che la metrica spaziale (84,6) varia pure con il tempo. 
Per questa ragione, non ha senso integrare dl: un tale integra Ie di
penderebbe dalla linea d 'universo d'integrazione tra i due punti 
spaziali dati. Di conseguenza, in relativita generale, la nozione di 
distanza determinata tra corpi non ha, in generale, senso: essa ha 
solo un significato locale. L 'unico caso in cui la distanza puo 
essere definita anche in regioni finite della spazio e quello di 
sistemi di riferimento dove Ie gtk non dipendono dal tempo, e, di 

conseguenza, I'integrale f dl su una curva spaziale acquista un 
significato determinato. 

:E utile notare che il tensore - Ya/3 e 1 'inverso del tensore con
trovariante tridimensionale gaP. Infatti, scriven do per componenti 

1) La forma quadratica (84,6) deve essere sostanzialmente positiva. Per 
questo, i suoi coefficienti debbono, come e noto, soddisfare Ie condizioni 

'Vu>O, l'Vtt !ttl>o, I~:; ~~: ~:I>o. 
Ytt .22 'Vat 'Va2 'Vaa 

Esprimendo Ie 'Vlk mediante Ie gik, troviamo facilmente che queste condizioni 
assumono Ia forma 

I I I 
goo gOt gO! I 

gllo gOt <0, gtO gu gt2 >0, g<O. 
gtO gu 

g20 glt g22 

Queste condizioni, come pure Ie condizioni (84,3), deb bono essere soddisfatte 
daUe componenti del tensore metrico in qualsiasi sistema di riferimento che 
puo essere realizzato con corpi reali. 
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I'uguaglianza gill.gk1 = l51, abbiamo: 

gallgtly + ga.0gOy = l5~ , 
ga.llgfjo + ga.0goo = 0, 

gOllgllo + gOOgoo = 1. 

(84,8) 

Ricavando ga.o (lalla seconda uguaglianza e sostituendo nella pri
ma, otteniamo: 

- gallW'l' = 6~ , 
come dovevasi dimostrare. Si puo esprimere questo risultato in aI
tri termini, dicendo che Ie grandezze _gall formano un tensore met
trico controvariante tridimensionale corrispondente alla metrica (84,6): 

ya(3 = _gall. (84,9) 

Indichiamo anche che i determinanti gel', formati rispettiva
mente dalle grandezze gik e Yo: II' sono legati tra di loro dalla sempli
ce relazione: 

(84,10) 

In una serie di ulteriori applicazioni sara como do introdurre il 
vettore tridimensionale g Ie cui componenti covarianti so no defi-
nite come segue: . 

g - _ goa. (84,11) 
a - goo' 

Considerando g come un vettore nello spazio della metrica (84,6), Ie 
componenti controvarianti si determinano come ga. = yallg fl' Con 
l'aiuto della (84,9) e della seconda uguaglianza della (84,8) e facile 
vedere che 

ga. = ya.llgf\ = - gOa. 

Notiamo anche la formula 
1 gOO = ---gaga., 

goo 

che segue dalla terza uguaglianza delle (84,8). 

(84,12) 

(84,13) 

Passiamo ora alla definizione della nozione di simultaneita in 
relativita generale. In altri termini, vediamo se e possibile sincroniz
zare gli orologi che si trovano in differenti punti dello spazio, stu
diamo cioe la possibilita di farne corrispondere Ie indicazioni. 

Una tale sincronizzazione deve evidentemente essere realizzata 
con uno scambio di segnali luminosi tra i due punti. Consideriamo 
di nuovo il processo di propagazione di segnali tra i due punti infi
nitamente vicini A e B, rappresentato nella fig. 18. Bisogna considera
re come simultaneo con l'istante XO nel punto A l'indicazione 
dell'orologio in B nell'istante tra la partenza e il ritorno del signale 
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in questa punto, doe l'istante 

Xo + ~xo = Xo + ! (dxO (2) + dxO <1». 

Sostituendo la (84,5) in questa espressione, troviamo la differenza 
dei valori del «tempo» xO, per due eventi simultanei aventi luogo 
in due punti infinitamente vicini nella forma 

(84,14) 

Questa relazione permette di sincronizzare gli orologi in qualsiasi 
volume infinitesimale dello spazio. Continuando una tale sincroniz
zazione con altri punti, si possono sincronizzare gli orologi, doe 
determinare la simultaneita di eventi, lungo una qualsiasi linea non 
chiusa1). 

Per quanto riguarda la sincronizzazione degli orologi lungo un 
contorno chiuso, essa e, in generale, impossibile. Infatti, descriven
do il contorno e ritornando nel punto di partenza, si otterrebbe per 
~xo un valore differente da zero. A maggior ragione e impossibile una 
sincronizzazione univoca degli orologi in tutto 10 spazio. Fanno ecce
zione i sistemi di riferimento dove tutte Ie componenti goa sono 
nulle2). 

Bisogna sottolineare che l'impossibilita della sincronizzazione 
di tutti gli orologi e una proprieta dei sistemi di riferimento arbi
trari, e non della spazio-tempo come tale. In qualsiasi campo gra
vitazionale si puo sempre scegliere (e pedino in infiniti modi) un 
sistema di riferimento in modo tale da annullare identicamente 
Ie tre grandezze goa e, di conseguenza, da reDJiere possibile la 
sincronizzazione totale degli orologi (vedi § 97). 

Gia in relativita ristretta il cammino del tempo reale e differente 
per orologi in un moto relativo. In relativita generale, invece, il 
tempo reale scorre in modo differente nei diversi punti della spazio 
anche in uno stesso sistema di riferimento. Cio vuol dire che l'inter
vallo di tempo proprio tra due eventi aventi luogo in un punta dello 
spazio e l'intervallo di tempo tra due eventi contemporanei ai primi 
in un altro punto dello spazio sono, in generale, differenti l'uno 
dall' altro. 

1) Moltiplicando l'uguaglianza (84,14) per goo e portando tutti e due i ter
mini a primo membro, si puo eSp'rimere la condizione di sincronizzazione nella 
forma d.xo = gOid.xi = 0: il «dlfferenziale covariante» d.xo tra due eventi 
simultanei infinitamente vicini deve essere nullo. 

2) Sono da includere qui anche i casi in cui Ie goa si possono annullare con 
una semplice trasformazione della coordinata temporale, a prescindere dalla 
scelta del sistema di oggetti che servono aHa determinazione delle coordinate 
spaziali. 
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§ 85. Derivazione covariante 

In coordinate galileiane1) i differenziali dA i di un vettore A f 
formano un vettore, e Ie derivate parziali {)A ;I{)xl!. delle sue componen
ti rispetto aIle coordinate formano un tensore. In coordinate curyi
linee cio non si verifica; dA i non e pili un vettore, e {)A il{)xk non 
e pili tensore. Cio e dovuto al fatto che dA i e ]a differenza di vettori 
che si trovano in Pllnti differenti (infinitamente vicini) dello spa
zio; i vettori in punti differenti dello spazio si trasformano in modo 
diverso perche i coefficienti nelle formule di trasformazione (83,2), 
(83,4) sono funzioni delle coordinate. 

E facile verificare questo anche direttamente. A questo scopo, 
rica viamo Ie formule di trasformazione dei differenziali dA I in 
coordinate curvilinee. Un vettore covariante si trasforma in base 
alIa formula 

di conseguenza, 
ax'k , ,ax'k ax'k , ,a2x'k I 

dAi = axr dAI!. + All. d axi = a:J:i dAR + All. axi axl dx . 

Dunque, Ie dA i non si trasformano come un vettore (10 stesso si 
puo dire anche dei differenziali dei vettori controvarianti). Soitanto 

I . . I d . d i)
2x'l!. 0·' 'I!. f ne caso III CUI e envate secon e axiaxl = ,ClOe se x sono un-

zioni lineari delle xII., Ie formule di trasformazione diventano 

cioe Ie dA i si trasformano come un vettore. 
Ci proponiamo ora di determinare un tens ore in coordinate cur

vilinee che sia l'analogo del tensore {)A;I{)xk in coordinate galileiane. 
In altri termini, dobbiamo trasformare {)A tI{)xk esprimendolo in 
coordinate curvilinee. 

Affinche il differenziale di un vettore in coordinate curvilinee 
sia un vettore, e necessario che i due vettori dei quali si prende Ia 
differenza si trovino in uno stesso punto dello spazio. In altri termi
ni, hisogna «trasportare)} in qualche modo l'uno dei due vettori 
infinitamente vicini nel punto dove si trova il secondo, e solo do po 
determinare Ia differenza tra due vettori che si trovano ormai nello 
stesso punto deIlo spazio. L' operazione stessa di trasporto deve 
essere inoItre definita in modo tale che la differenza indicata coin
cida in coordinate galileiane con il differenziale ordinario dA i • 

Siccome dA j e una semplice differenza tra componenti di due vet-

1) E in generale quando Ie grandezze gill. sono costanti. 
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tori indefinitamente vicini, cio significa che in seguito aH'operazlonl 
di trasporto Ie componenti del vettore in coordinate galileilnl 
non debbono variare. Ma un tale trasporto non e altro che 10 
spostamento del vettore parallelamente a se stesso. Nel trasporto 
parallelo di un vettore, Ie sue componenti in coordinate galileiane 
non variano; in coordinate curvilinee, invece Ie componenti del 
vettore generalmente variano. Ne risulta che in cvordinate curvili
nee la differenza tra Ie componenti dei due vettori dopo il tras
porto di uno di essi nel punto in cui si trova il secondo non coinci
dera con la differenza prima del trasporto (cioe con il differenzia
Ie dAi). 

Per confront are due vettori infinitamente vicini, dobbiamo 
spostare parallelamente uno di essi nel punto di trasporto. 
Consideriamo un vettore controvariante qualsiasi; se il suo valore 
nel punto di coordinate Xi e Ai, esso sara Ai + dA i nel punto 
vicino a xi + dxi . Eseguiamo sui vettore A i l' operazione di tra
sporto infinitesimo parallelo nel punta xi + dxi ; indichiamo con ~A i 
la sua variazione. AHora la differenza DA itra i due vettori che si tro
vano ora nello stesso punto e uguale a 

(85,1) 

La variazione ~A i delle componenti del vettore nel trasporto 
parallelo infinitesimo dipende dalla grandezza delle componenti 
stesse, e questa dipendenza, inoltre, deve essere evidentemente H
neare. Cio risulta direttamente dal fatto che la somma di due vettori 
deve trasformarsi secondo Ia stessa legge vilida per ciascuno dei 
vettori. 8i deve quindi avere 

(85,2) 

dove r!z sono funzioni delle coordinate la cui forma, naturalmente, 
dipende dalla scelta del sistema di coordinate; in un sistema galileia-
no Ie r~z = o. 

Questo e sufficiente per affermare che Ie grandezze r~z non for
mano un tensore, perche un tensore nullo in un sistema di coordina
te sara nullo in qualsiasi altro sistema. E ovvio che in uno spazio 
curvo non si puo, mediante una scelta delle (',oordinate, annulI are 
ovnnque tutte Ie r~l. 8i puo, pero, scegliere un sistema di coordina
te tale dove Ie r~ si annullino in un punto assegnato (vedi la fine 
di questo paragrafo) 1). Le grandezze r~l si chiamano simboli di Chri-

1) Si intende parlare di un tale sistema di coordinate quando per brevita 
in tutti i ragionamenti si dice semplicemente sistema galileiano; percio, tutte 
Ie dimostrazioni si riferiscono non soltanto a uno spazio quadridimensionale 
piatto, ma anche ad uno curvo. 
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stoffel. In seguito, ci serviremo anche delle grandezze r i, Itl 1), de
finite come segue: 

(85,3) 
E viceversa 

r i imr Itl=g m.ltZ· (85;4) 

Anche la variazione per trasporto parallelo delle componenti 
di un vettore covariante e facilmente ricavabile tramite i simboli di 
Christoffel. Per vederlo, notiamo che gli scalari evidentemente non 
variano per trasporto parallelo. In particolare, il prodotto 
scalare tra due vettori non varia per trsporto parallelo di ambedue 
i vettori. 

Siano Ai e Bt rispettivamente un vettore covariante e uno con
trovariante. Da 6 (AiBi) = 0 si ricava aHora: 

B i6Ai = - A i 6Bi = rkzBh Ai dx', 

oppure, cambiando gli indici, 
i It i l B 6Ai = rilAhB dx . 

Essendo Ie Bi arbitrarie, abbiamo: 

SA, = r~IAk ~, (85,5) 

che e la variazione di un vettore covariante per trasporto parallelo. 

Sostituendo la (85,2) e dA i = ~~~ dxl nella (85,1) otteniamo: 

(85,6) 

Analogamente troviamo per un vettore covariante: 

DAi = ( ::: - ~IAk) dx l
• (85,7) 

Le espressioni comprese tra parentesi nella (85,6) e (85,7) sono 
tensori perche, moltiplicati per il vettore dxl , danno di nllovo un 
vettore. E evidente che queste grandezze sono proprio i tensori, 
che rappresentano la generalizzazione cercata della derivata di un 
vettore in coordinate curvilinee. Questi tensori sono detti derivate 
covarianti rispettivamente dei vettori Ai ed Ai. Indicandole Ai!k 
ed Ai; It possiano scrivere: 

iii Z DA = A ; I dx, DAt = Ai; I dx I (85,8) 

1) In Iuogo di r~l e r i •hl si usano talvoita rispettivamente Ie notazioni 
{ltU e [ltU. 
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e Ie derivate covarianti sono: 

A i 8,Ai ri Ak ·z=--z + kl , , ax (85,9) 

aA i k 
Ai; l = axl - rilAk. (85,10) 

In coordinate galileiane r~1 = 0 e Ie derivate covarianti diventano 
derivate ordinarie. 

:E; facile definire anche la derivata covariante di un tensore. 
A questa scopo, bisogna determinare la variazione del tensore per 
trasporto parallelo infinitesimo. Consideriamo, per esempio, un 
tensore controvariante arbitrario, ottenuto COme prodotto di due 
vettori controvarianti A iBk. Per un trasporto parallelo: 

{) (AiBk) = Ai6Bk + Bk6Ai = _ Air~mBz dxm __ Bkr:mAl dxm. 

In virtu della lineaI:ita di questa trasformazione, essa deve aver luo
go anche per ogni tensore A ik: 

6Aik= _(Aimr~/+Amkr~/)dxz. (85,11) 

Sostituendo questa espressione in 

DAik = dAik_ <'IAik == Aik; I dxz, 

troviamo la derivata covariante del tensore A ik nella forma 

Ai~ = aA
ik + ri Amk + rk Aim ,I axz mZ mi· (85,12) 

In modo assolutamente analogo troviamo Ie derivate covarianti 
dei tensori misti e covarianti nella forma: 

(85,13) 

(85,14) 

Analogamente si puo definire la derivata covariante di un tensore 
di ordine qualsiasi. Si ottiene la seguente regola di derivazione cova
riante: per trovare la derivata covariante di un tensore A::: rispetto 
a xl, bisogna aggiungere alIa derivata ordinaria 8A:: :/8xl per 
ciascun indice covariante i (A: i:) il termine - r~t A:';:, e per cia
scun indice controvariante i (A:!:) il termine + r~A :~:. 

:E; facile provare che la derivata covariante di un prodotto si ot
tiene con Ie stesse regole della derivata ordinaria di un prodotto. 
La derivata covariante di uno scalare <p coincide con la derivata 
ordinaria, e cioe il vettore covariante <Pk = 8<p18xk, in virtu del 
fatto che per gli scalari <'I<p = 0 e, di conseguenza, D<p = dcp. 2er 
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esempio, la derivata covariante del prod otto AiBk e 
(AiBk); 1 =Ai; lBk +A,Bk; I. 

Elevando l'indice di derivazione covariante, si ottengono Ie co
siddette derivate controvarianti. COS} 

A i;k_ ..kIAi 
-15 ; ,-

Dimostriamo che i simboli di Christoffel r~l sono simmetrici 
rispetto agli indici inferiori. Essendo la derivata covariante del vet
tore Ai; k un tensore,la differenza Ai; k - A k ; i e pure un tensore. 
Supponiamo che il vettore Ai sia il gradiente di uno scalare, cioe 
Ai = 8rp/8xi. Poiche 

con l'aiuto dell'espressione (85,10) abbiamo: 

r l rl ocp 
Ak;i-Ai;k=( ik- kl)dx l ' 

In coordinate galileiane Ie derivate covarianti si trasformano in de
rivate ordinarie, e il primo membro dell'uguaglianza si annulla. 
Poiche A k ; i-Ai; k e un tensore, essendo esso nullo in un siste
ma, dovra essere nullo in qualsiasi altro sistema di coordinate. 
Ne segue che 

(85,15) 

E evidente anche che 

(85,16) 

Nel caso generale, ci sono 40 differenti grandezze r~l: per ciascuno 
dei quattro valori dell'indice i esistono 10 coppie di valori differen
ti degli indici k ed 1 (considerando la simmetria in k e l). 

Per concludere questo paragrafo, citiamo Ie formule di trasfor
mazione dei simboli di Christoffel da un sistema di coordinate 
ad un altro. Queste formule si possono ottenere confrontando Ie 
leggi di trasformazione di ambedue i membri delle llguaglianze che 
definiscono una qualsiasi derivata covariante, ed esigendo che queste 
leggi siano identiche per i due membri. Un calcolo semplice ci da la 
formula 

i 'm oxi ox'n ox'P 82x'm 8xi 
rkl=r ------+ --np 8x'm oxk ox l oxk oxl ox'm' 

(85,17) 

Da questa formula si vede che Ie grandezze r~ si comportano come 
tens9ri sotanto nei confronti delle trasformazioni lineari delle 
coordinate (quando il secondo termine nella (85,17) e nullo). 
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La formula (85,17) permette di provare facilmente l'affermazione 
precedente secondo la quale e possibile scegliere il sistema di coordi-
nate in modo tale da rendere nulle tutte Ie r~l in un punto arbitrario 
assegnato (un tale sistema e detto localmente inerziale 0 local mente 
geodetico, vedi § 87 )1). 

Supponiamo infatti che il punto dato sia scelto per origine delle 
coordinate e che Ie grandezze r~l abbiano in questo punto (in coor
dinate xi) i valori iniziali (r~I)O. Facciamo in prossimita di questa 
punto la trasformazione 

x,i = Xi + ~ (rkl)O Xkx'. (85,18) 

Allora 

( 
02x'm OXi) _ ri 

oxk oxl ox'm 0 - ( kl)O 

in base alla (85,17), tutte Ie r;~ si annullano. 
Notiamo che per la trasformazione (85,18) si ha 

( 
ox'i ) i -- -6~ Oxk 0 - .. , 

e, di conseguenza, i valori di qualsiasi tensore (anche del tensore 
gik) in punto dato non cambiano, in modo che l'annullamento dei 
simboli di Christoffel puo essere fatto contemporaneamente con la 
riduzione delle gik alla forma galileiana. 

§ 86. Relazione tra i simboli di Christoffel e il tensore metrico 

Dimostriamo che la derivata covariante del tensore metrico gik 
e nulla. Notiamo a questo scopo che per il vettore DA i , come pure 
per qualsiasi vettore, deve valere la relazione 

DAi=gikDAk• 

D'altra parte, Ai = gikAk, e quindi 

DAt = D (gikAk) = gikDAk + A!'Dgik• 

Confrontando con DAi = gikDAk, e tenendo presente che il vettore 
Ai e arbitrario, otteniamo: 

Dgtk. =0. 

1) Si pub rnostrare anche che, con una scelta adeguata delle coordinate, si 
possono annullare tutte Ie r~l non soltanto in un pun to dato, rna su una linea 
d'universo data (si veda la dirnostrazione di questa asserzione nel libro di 
P. K. Rascevski Rimanova geometrifa t tensornyi analiz (Geometria dt Riemann e 
analist tensoriale) , (§ 91, Edizioni Nauka, 1964). 
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Per la derivata covariante si ha dunque 

gill; 1=0. (86,1) 

Di conseguenza, nella derivazione covariante Ie gilt. sono da conside
rarsi costanti. 

L 'uguaglianza gill; I = 0 puo servire per esprimere i simboli di 
Christoffel ril mediante il tensore metrico gik' A questo scopo, 
secondo la definizione generale (85,14) scriviamo: 

agik rm rm agik r r 0 
gill; I = 7fXl-gmk il- gim III =--a;r- - k,O- i, kl = . 

In tal modo, Ie derivate di gik si esprimono mediante i simboli di 
ChristoffeP).Scriviamo queste derivate permutando gli indicii,k,l: 

ogik r ogli r ogkl r r 
--"--xl =rk,il+ i,kl'--;;--k =f;,kZ+ Z,ik, ---. =- l.ki- k,li' 

v . vx ax' 

Prendendo la semisomma di queste uguaglianze, troviamo (ricordan
do che r i , kl = r i , Ik): 

r. =.!. ( agik + agil _ agkl ) 
I, III 2 axl axk ax i ' (86,2) 

Di qui ricaviamo per i simboli r~1 = gim r m, kl: 

ri _.!. im ( ogmk + agml _ agkl ) (86,3) 
kl - 2 g axl axk axm ' 

Queste formule danno Ie espressioni cercate dei simboli di Chri
stoffel in funzione del tensore metrico. 

Ricaviamo l' espressione dei simholo di Christoffel contratto rit 
che ci sara utile in seguito. Determiniamo a questa scopo il diffe
renziale dg del determinante g formato dalle componenti del 
tensore gik; si puo trovare dg prendend6 il differenziale di ciascu
na componente del tensore gik e moltiplicandola per il suo coefficien
te nel determinante, cioe per il minore corrispondente. D'altra parte, 
Ie componenti del tensore gik, inverso del tensore gik, sono uguaJi, 
come e noto, ai minori del determinante formato delle grandezze gik 
divisi per questa determinante. I minori del determinante g sono 
uguali dunque a ggill. Quindi 

dg = ggik dgik = - ggik dg ik (86,4) 

(poiche gikgik = 61 = 4, si ha gilldgik = - gik. dgih). 
Dalla (86,3) si deduce: 

rii = i.lm ( ag"'.k + agmi _ aghi ) • 
2 axl axk axm 

1) La scelta di un sistema di coordinate localmente geodetiche significa 
quindi che tutte Ie derivate prime delle componenti del tensore metrico si annul
lano nel punto dato. 
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Permutando gli indici m ed i nel primo e terzo termine tra parentesi, 
questi termini si annullano e si ottiene: 

rio-.1.. im ogtm 
In- 2 g oxk ' 

0, per la (86,4), 

(86,5) 

E utile anche conoscere l'espressione delle gklr~l. Si ha: 

g l<lri = .1.. gklgim ( ogmk + ogZm _ ogkl ) = ..klgim ( ogmk _.1.. Ogkl) • 
kZ 2 ox l oxk axm 15 axl 2 axm 

Con l'aiuto della (86,4) si puo trasformare questa espressione nella 
forma 

(86,6) 

In numerosi calcoli e opportuno anche tener presente che Ie de
rivate del tensore controvariante gik so no legate aIle derivate delle 
gik dalIe relazioni 

oglk _ II< 0ag if 
gil axm - - g axm (86,7) 

(che si ottengoIlo derivando l'uguaglianza gilglk = 6~)o Indichiamo, 
infine, che Ie derivate delle gik si possono esprimere anche mediante 
Ie grandezze r~l. Infatti, direttamente dall'identita gik; I = 0 si 
deduce che 

ogik ° ~ _ r' gml< r" gim ----ml -mi· 
ox i 

(86,8) 

Le formule ottenute permettono di scrivere l'espressione A! it 
che rappresenta la generalizzazione della divergenza di un vettore 
in coordinate curvilinee, in una forma comoda. Utilizzando la 
(86,5), abbiamo 

A~ o=~+riAI= aA~ +AI_o1n-v=g 
• , ox' It ox' oxl' 

o in forma pili semplice: 

A~i=_1_ o (-v=gAi) . 
. -v=g axi 

(86,9) 

Un'espressione analoga puo essere ottenuta anche per la divergen
za di un vettore antisimmetrico A ik. Dalla (85,12) abbiamo: 

Aik _ aA
ik + ri Amk + rk Aim 

; k - oxk mk mil· 
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Poiche AmA = -A~, si ha 

r i Am" ni A km 0 mil = -"Am =. 
Sostituendo l'espressione (86,5) di r~Ilt troviamo dunque: 

A~t = 1 a CV=i Aill) • (86, to) 
. -V -g axh 

Sia ora Aih un tensore simmetrico; troviamo l'espressione Af; Il 
delle sue componenti miste. Si ha: 

" aAf k I I" 1 a (AfV -g) I h 
Ai·h=-+fz"Ai-rihAz =,~ -rhiAI • • axh v -g ax" 

L 'ultimo termine e uguale qui a 

_~ ( iJgil + iJg".1 _ iJgik )Akl. 
2 iJx" ax' iJxl 

In virtu della simmetria del tens ore Alii, i termini estremi tra paren
tesi si eliminano, e rest a 

" 1 a (-y=g A~ ) . ..!. iJghl Akl 
Ai; k = -V . g iJx" 2 axi (86,11) 

I d · t t' aAj aAk 't t' . . n co or lOa e car eSlane iJx" - axi e un ensore an ISImmetrlCO. 
In coordinate curvilinee questo tensOTP ha la forma Ai; k - A k; i. 
Tuttavia, con l'aiuto delle espressioni di Ai; " e tenenQo presente che r:, = r1" si ottiene: 

Ai' k -A". i = iJAt - iJA~ • (86,12) 
• • ax" iJx' 

Infine, trasformiamo in coordinate curvilinee la somma "
a2T . 

UXiUX~ 

delle derivate seconde di uno scalare q:>. E evidente che questa somma 
diventa in coordinate curvilinee q:>! 1. Pero <P; i = Oq:>/OXi perche la 
derivazione covariante di uno scalare si riduce alIa derivazione ordi
naria. Elevando I'indice i, abbiamo: 

q:>; i = gik iJcp 
ax" 

e con l' aiuto della formula (86,9) troviamo: 

<{Jd = V 1 
. ~ (V - ggtk~) • • -g ax~ axk 

(86,13) 

E ltile sottolineare che il teorema di Gauss (83,17) per la tra
sformazione dell'integrale di un vettore su una ipersuperficie in in-
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tegrale su un volume quadridimensionale puo essere scritto, tenendo 
conto della (86,9), nella forma 

5 A~Y -gdSi = j A; i V -gdQ. (86,14) 

§ 87. M oto di una particella in un campo gravitazionale 

II moto di una particella materiale libera in relativita ristret
ta e determinato dal principio di minima azione: 

l)S = -mel) 5 dl; = 0, (87,1) 

in virtu del quale la particella si muove in modo tale che la sua li
nea d'universo e estremale tra due punti d'universo dati, cioe 
e nel dato caso una retta (nello spazio ordinario a tre dimensioni 
cio si traduce in un moto rettilineo uniforme). 

II moto di una particella in un campo gravitazionale deve essere 
determinato dal principio di minima azione sotto la stessa forma 
(87,1) poiche il campo gravitazionale non e altroche una modificazione 
della metric a dello spazio-tempo, che si esprime solo nella modifica
zione dell'espressione di dl; tramite dxi • In un campo gravitazionale 
dunque una particella si muova in modo tale che il suo punto 
d'universo descriva una linea estremale 0, come si dice, una geo
detica nello spazio quadridimensionale xO, Xl, X2, x 3; tuttavia, 
poiche in presenza del campo gravitazionale 10 spazio-tempo non 
e galileiano, questa linea non e una « retta », e il moto spaziale reale 
della particella non e rettilineo e uniforme. 

Inv~ce di partire nuovamente dal principio di minima azione 
(vedi il problema di questo paragrafo), e piu semplice trovare Ie 
equazioni del moto di una particella in un campo gravitazionale ge
neralizzando in modo appropriato Ie equazioni differenziali del moto 
libero di una particella in relativita ristretta, cioe in un 4-sistema 
di coordinate galileiane. Queste equazioni si scrivono dui/dl; = 0, 
o altrimenti dui = 0, dove u i = d,xi/dl; e il quadrivettore velocita. 
E evidente che in coordinate curvilinee questa equazione si genera
lizza nel modo seguente: 

Du· = 0. (87,2) 

L'espressione (85,6) del differenziale covariante di un vettore ci da: 

dui + r~luk dx' = 0. 

Dividendo questa equazione per dl;, si ottiene: 

(87,3) 
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Queste sono Ie equazioni del mota cercate. Ne risulta che il mota 
di una particella in un campo gravitazionale e determinato dalle gran
dezze fL. La derivata d2xi/ds2 e la 4-accelerazione della particella. 
Ne segue che possiamo ritenere la grandezza - mflluk u l la 
« 4.,forza » agente sulla particella nel campo gravitazionale. II ten
sore gik assume qui il ruolo dei « potenziali » del campo gravitazio
nale: Ie sue derivate definiscono il campo f~ll). 

Nel § 85 e stato dimostrato che, con una scelta adeguata del siste
ma di coordinate, e sempre possibile annullare tutte Ie fhl in ogni 
punto dato della spazio-tempo. Si vede ora che la scelta di un tale 
sistema di riferimento localmente inerziale significa l'annullamento 
del campo gravitazionale nel volume infinitesimo dato della 
spazio-tempo e la possibilita di una tale scelta e I'espressione del 
principio d'equivalenza nella teoria relativistica della gravitazione2). 

II 4-impulso di una particella in un campo gravitazionale e de
finito come 

pi = mcui, 
e il suo quadrato e 

(87,4) 

(87,5) 

Sostituendo Pi = - as/axi
, troviamo l'equazione di Hamilton

Jacobi per una particella in un campo gravitazionale: 

(87,6) 

L' equazione della linea geodetica nella forma (87,3) non e a ppli
cabile alla propagazione di un segnale luminoso perche lungo la li
nea d'universo di propagazione di un raggio luminoso l'intervallo 
ds = 0 e tutti i termini dell' equazione (87,3) diventano infiniti. 
Per conferire aIle equazioni del moto in questa caso una forma ade
guata, utilizziamo il fatto che la direzione della propagazione~i un 
raggio di Iuce in ottica geometrica e determinata dal vettore d'onda, 

1) Notiamo anche un'altra forma dell'equazione del moto espresso mediante 
Ie componenti covarianti della 4-accelerazione. Dalla condizione DUi = 0 
ricaviamo 

duo 
--' -rk iluku l =0. ds • 

Sostituendo qui i r hoi 1 ricavati dalla (86,2), due termini si eliminano, e resta 

dUi _.! aghl ukul = O. (87,3a) 
ds 2 axi 

2) Nella nota alIa pag. 317 e stata indicata lapossibilita di scegliere un 
sistema di riferimento che sia « inerziale lungo la linea d'universo data». In 
particolare, se per tale linea e presa la linea della coordinata temporale (sulla 
~uale xl, X2, :x3 = costante), il campo gravitazionale sara quindi eliminato nel
l elemento dato del volume spaziale nel corso di tutto il tempo. 
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tangente al raggio. Possiamo quindi scrivere il quadrivettore d'onda 
nella forma k i = dxild'A, dove 'A e un parametro variabile lungo il 
raggio. In relativita ristretta:il vettore d'onda non varia lungo un 
raggio di luce che si propaga nel vuoto, cioe dk i = 0 (vedi § 53). 
In un campo gravitazionale questa equazione diventa Dk i = 0, 
oppure 

ak
i + rk1kl!kl = 0 

a'), 

('A e determinata dalle stesse equazioni)l). 
II quadrato del quadrivettore d'onda e nullo (vedi § 48): 

(87,7) 

kik i = O. (87,8) 

Sostituendo qui a ki Ie o'IjJloxi ('IjJ e l'iconale), troviamo l'equazione 
dell'iconale in un campo gravitazionale nella forma: 

gil! a'IjJ a'IjJ =0. (87,9) 
ax; axil 

Nel caso limite di velocita piccole, Ie equazioni relativistiche del 
moto di una particella in un campo gravitazionale si devono ridurre 
aIle rispettive equazioni non relativistiche. Bisogna inoltre tener 
presente che se Ie velocita si suppongono picco Ie segue anche la condi
zione che il campo gravitazionale deve essere debole; in caso 
contrario, la particella che in esso si trova acquisterebbe una grande 
velocita. 

Vediamo come in questa caso limite, e legato il tensore metrico 
g\ al potenziale non relativistico q> del campo gravitazionale. 

In meccanica non relativistica, il moto di una particella in un 
campo gravitazionale e determinato dalla lagrangiana (81,1). Scriv
iamola ora nella forma 

mv2 

L= -me2+-
2
--mq>, (87,10) 

aggiungendo la costante -me 22). Cio assicura che la lagrangiana non 
relativistica in assenza di un campo, L = -me2 + mv2/2, sia esatta
mente quella alla quale si riduce la lagrangiana ralativistica L = 

= _mc2 y 1 - v21e2 nel caso limite vic -+ O. 
L'azione non relativistica S per una particella in un campo gra

vitazionale assume quindi la forma 

S = J L dt = - me J (e- ;; + ~ ) dt. 

1) Le geodetiche, Iungo Ie quali ds == 0, sono dette nulle 0 isotrope. 
2) II potenziale <p e naturalmente definito a menD di una cost ante arbitraria 

additiva. Faremo sempre Ia see Ita di questa cost ante in mode che il pot en
ziale si annulli in regioni Iontane dai corpi che generano il campo. 

21* 
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Confrontando questa espressione con S = - me J ds, si vede che,nel 

caso limite considerato, 

ds = (c- ;; + ~ ) dt. 

Elevando al quadrato e trascurando i termini che si annullano per 
c -+ 00, troviamo: 

(87,11) 

dove abbiamo tenuto conto che v dt = dr. 
Dunque, la componente goo del tensore metrico nel caso limite e 

2~ 8 goo=1 + C2' ( 7,12) 

Per quanto riguarda Ie altre componenti, dalla (87,11) risultereb
be che gzB = 6aB' gOa = O. In realta, pero, Ie correzioni da fare 
a queste componenti sono in generale dello stesso ordine della 
correzione di goo (vedi a questo proposito pili dettagliafamente nel 
§ 106). L'impossibilita di determinare queste correzioni con il pro
cedimento indicato e dovuta al fatto che la correzione in gas, che 
e dello stesso ordine di grandezza che in goo, condurebbe nella funzio
ne di Lagrange a termini infinitesimi di ordine superiore (poicM 
nell' espressione di ds2 Ie componenti ga B non sono moltiplicate per c2 , 

come cio avviene per goo). 

PROBLEMA 

Ricavare l'equazione del moto (87,3) a partire dal principio di minima 
azione (87,1). 

Soluzione. Si ha 

Percio 

1'\ ds2 = 2 dsl'\ ds = 1'\ (g ilt dxi tlxlt) = dxi dxlt og ilt lIxZ + 2g ilt dxi tl/'Jxlt. 
oxZ 

/'JS= -me r {..!. dxi dx
lt 

og;1t lIxZ+ . dx i d/'Jxlt} ds= J 2 ds ds oxZ g,1t ds ds 

= -me r {..!. dx
i 

dx
lt 

ogilt 6xZ-.!!:... ( . dXi) /jxlt} ds J 2 ds ds oxZ ds gilt ds 

(nell'integrazione per parti si e tenuto presente che agli estremi /'Jx lt = 0). 
Sostituiamo nel secondo termine l'indice k sotto il segno d'integrazione 
con l'indice l. Troviamo aBora, annulando il coefficiente della variazione 
arbitraria lIx z : 

1 . It og/It d . 1. It ogilt' du i . It ogil 0 -utu ----(g·zut)=-utu ---gil---utu --= • 
2 oxl ds' 2 axl ds ox" 
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Notando che si pUO scrivere il terzo termine nella forma 

_..!.- uiuk ( agil + agk.Z ) , 
2 axk axl 
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ed introducendo i simboli di Christoffel fl,ik' ricavati daUa (86,2), otteniamo: 

du i 
g ·Z--·+fl 'kuiuk=O I ds ,I • 

Di qui, l'equazione (87,3) si deduce elevando l'indice l. 

§ 88, Campo gravitazionale costante 

Un campo gravitazionale e detto costante se e possibile scegliere 
un sistema di riferimento tale che tutte Ie componenti del tensore 
metrico non dipendano dalla coordinata temporale xo; quest'ultima 
si chiama aHora tempo universale. 

La scelta del tempo universale non e del tutto univoca. Per esem
pio, quando si aggiunge ad Xo una funzione arbitraria delle coordina
te spaziali, tutte Ie gik, come prima, non contengono la xo; questa 
trasformazione corrisponde all'arbitrio nella scelta dell'origine del 
tempo in ogni punto della spaziol). E inoltre evidente che il tempo 
universale puo essere moltiplicato per una cost ante arbitraria, cioe, 
ammette una scelta arbitraria della sua unita di misura. 

Parlando rigorosamente, puo essere costante soltanto un campo 
creato da un corpo solo. In un sistema di pin corpi, la loro mutua 
attrazione gravitazionale genera un moto, in conseguenza del 
quale il campo creato da questi corpi non puo essere costante. 

Se il corpo che crea il campo e immobile (nel sistema di riferi
mento dove Ie gik non dipendono da XO), Ie due direzioni del tempo 
sono equivalenti. Con una scelta adeguata dell'origine del tempo 
si puo fare che in ogni punto l'intervallo ds non cambi cambiando 
segno a xo, e, di conseguenza, tutte Ie componenti goa del tensore 
metrico debbono essere identicamente nulle. Tali campi gravita
zionali costanti si chiamano statici. 

1) f: facile vedere che in questa trasformazione la metrica spaziale non 
varia, come era da aspettarsi. Infatti, facendo la sostituzione: 

XO ~ xO + I (Xl, X2, ,xli) 

dove I (xl, x 2, ,xli) e una funzione arbitraria, Ie componenti di gik si trasformano 
secondo Ie formule: 

ga/3-+ga/3+goo/, ai, /3+ goal, /3+go/3/, a, 

goa -- goa + goof, a, goo -- goo, 
dove I,a == aj/axa. f: evidente, inoltre, che il tensore tridimensionale (84,7) 
non cambia. 
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Tuttavia, l'immobilita di un corpo non e una condizione neces
saria perche il campo da esso creato sia costante. Per esempio, sara 
costante anche il campo creato da un corpo dotato di simmetria as
siale, che ruota uniformemente attorno al suo asse. In questo caso, 
pero, i due sensi del tem'po non sono pili equivalenti: cambiando di 
segno Ii tempo cambia di segno la velocita angolare di rotazione. 
Di conseguenza, in tali campi gravitazionali costanti (che chiamere
mo campi stazionari) Ie componenti goa del tensore metrico sono, in 
generale, differenti da zero. 

II significato del tempo universale in un campo gravitazionale 
costantee che l'intervallo di tale tempo tra due eventi in un punto 
coincide con quello tra qualsiasi altri due eventi in ogni altro 
punta dello spazio, rispettivamente simultanei (nel senso indicato 
nel § 84) con i primi due eventi. Ad intervalli di tempo universale XO 

identici corrispondono in diversi punti della spazio diversi inter
valli di tempo proprio T. La relazione (84,1) esistente tra essi puo 
essere scritta ora nella forma 

(88,1) 

applicabile a qualsiasi intervallo finito di tempo. 
In un campo gravitazionale debole, si puo utilizzare 1 'espressio

ne approssimata (87,12); la formula (88,1) da allora, con la stessa 
approssimazione: 

(88,2) 

In tal modo, il tempo proprio trascorre pili lentamente quanto 
piu piccolo e il potenziale gravitazionale nel punta dato dello spazio, 
cioe, quanta pili grande e il suo valore assoluto (pili avanti, nel § 99, 
verra dimostrato che il potenziale <p e negativo). Se di due orologi 
identici uno e stato per un certo tempo in un campo gravitazionale, 
questo orologio risultera in ritardo rispetto all' altro. 

Come abbiamo gia indicato, Ie componenti goa. del tens ore me
trico sono nulle in un campo gravitazionale statico. Cio vuol dire, 
tenendo conto dei risultati ottenuti nel § 84, che in un tale campo si 
possono sincronizzare gli orologi in tutto 10 spazio. 

Notiamo anche che in un campo statico I'elemento di distan
za spaziale e 

(88,3) 

In un campo stazionario, Ie goa. non sono nulle, e la sincronizza
zione simultanea degli orologi in tutto 10 spazio e impossibile. 
Poiche Ie gil!. non dipendono da xo, la formula (84,14) per la 
differenza dei tempi universali di due eventi simultanei aventi 
luogo in differenti punti della spazio puo essere scritta nella 
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forma 

LlxO = _ r goa. dx
a 

(88,4) 
J goo 

applicabile a due punti arbitrari sulla linea lungo la quale si est· 
gue la sincronizzazione degli orologi. Quando la sincronizzHzione 
e fatta su un contorno chiuso,'la differenza dei valori del tempo lInl· 
versa Ie che si rivelerebbe ritornando al punta di partenza e datil dol· 
l'integrale 

(88,5) 

esteso a questo contorno chiuso l ). 

Consideriamo la propagazione dei raggi di luce in un campo gra
vitazionale costante. Abbiamo visto nel § 53 che la frequenza del/II 
luce e uguale alIa derivata dell'iconale 'IjJ rispetto al tempo (con 
segno contrario). La frequenza misurata secondo il tempo universa
Ie xOlc e quindi uguale a Wo = -c8'IjJ/8x o. Poiche l'equazione dell'ico
nale (87,9) in un campo cost ante non contiene XO esplicitamente, 10 
frequenza W o, nella propagazione del raggio di luce, resta costante. 
Per quanto concerne la frequenza misurata secondo il tempo proprio, 
essa e uguale a W = -~/a'T; essa e differente nei diversi punti dello 
spazio. 

In forza della relazione 

si ha 

a\jJ a\jJ axo a\jJ c 
7h = axo - a;- = axO ViOo 

COo 
W= --=- . 

. VgOO 
(88,6) 

Di qui si deduce, per un campo gravitazionale debole, il valore 
approssimato: 

(88,7) 

Si vede che la frequenza della luce aumenta con il crescere del valore 
assoluto del potenziale del campo viceversa, cioe all' avvicinar
si ai cor pi che creano il campo; inversamente, quando un raggio si 
allontana da questi corpi, la frequenza della luce diminuisce. Se 
un raggio di luce, emesso in un punto dove il poten'/.iale gravitazio
nale e 'PI' ha in questo punto la frequenza w, aHora, arrivato al punto 

1) L'integrale (88,5) e identicamente nullo quando la somma gaodxa/goo 
e il differenziale tot/de di una certa funzione delle coordinate spaziali. Un 
tale caso significherebbe pero che abbiamo a che fare in effetti con un campo sta-
tico e che, con una trasformazione tipo x O -+ x'll + t (xa ), tutte Ie gao si possono 
annullare. 
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del potenziale CPa, esso avra la frequenza (misurata secondo il tempo 
proprio in questa punto) 

0) (1- ~) = co (1 + <PI - (jl2) • 
(jll c2 c2 

1--:;2 

Lo spettro di righe, emesso da qualsiasi atomo ch~ si trovi, per esem
pio, sui Sole, ha 10 stesso aspetto dello spettro emesso da atomi iden
tici sulla Terra. Se si osserva dalla Terra 10 spettro emesso da atomi 
sui Sole, allora, secondo quanto detto sopra, Ie sue righe risuiteran
no spostate rispetto aIle righe della stesso spettro emesso sulla Ter
ra. Ciascuna riga di frequenza co sara appunto spostata del val ore 
I1co definito dalla formula 

I1co = (jlt - (jlll co 
c2 ' 

(88,8) 

dove CPl e CPz sono i potenziali del campo gravitazionale rispettiva
mente nel punto d 'emissione e nel punta d 'osservazione dello spettro. 
Se si osserva sulla Terra uno spettro emesso dal Sole 0 dalle stelle, 
allora I CPt I > I CPIl I, e dalla (88,8) risulta che l1co < 0, cioe avvie
ne uno spostamento verso Ie piccole frequenze. II fenomeno descritto 
si chiama spostamento verso it rosso. 

L'origine di questo fenomeno si puo spiegare partendo diretta
mente da quanta e state detto a proposito del tempo universale. 
Poiche il campo e costante, I'intervallo di tempo universale, nel 
corso del quale un'oscillazione dell'onda luminosa si propaga da un 
punto dato della spazio ad un altro, non dipende da xo. E chiaro dun
que che il numero di oscillazioni aventi luogo nell'unita di tempo 
universale sara 10 stesso in tutti i punti del raggio. Un intervallo 
uguale di tempo universale corrisponde pero ad un intervallo di tem
po proprio tanto pili grande quanto maggiore e la distanza ehe ci 
separa dai corpi che creane il campo. Di conseguenza, la frequenza, 
cioe il numero di oscillazioni nell 'unita di tempo proprio, diminuira 
con l'allontanarsi della luce da queste masse. 

Quando una particella si muove in un campo costante, la sua 
energia definita come la derivata (-c 8S18xO) dell'azione ri
spetto al tempo universale si conserva, cio risuIta, per esempio, dal 
fatto che XO non entra esplicitamente nell'equazione di Hamilton
Jacobi. L'energia COS! definita e la comp<!nente temporale del qua
drivettore impulso Pit. = mcuk = mcgk!u t

• In un campo statico, 
ds2 = goo (dxO)2 - dlll, e per l'energia, che indichiamo qui con ~o, 
si ha: 

dxO dxO 
~ - mc2g - - mc2g 
0- 00 ds - 00 Vgoo (dxO)2-dl2 • 
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Introduciamo la velocita della particella: 
dl edl 

v=-=--:=-
ci1; -V goo dxO ' 

misurata in tempo proprio, doe dall 'osservatore che si trova nel 
punto dato. Per l'energia avremo allora: 

~ _ mel -V~ (88,9) 
0- V 1 v2 • 

eD 

Questa e la grandezza che resta cost ante durante il moto della parti. 
cella. 

E facile dimostrare che l'es:p-essione (88,9) dell'energia restu 
valida anche in un campo stazionario, se pero la velocita v e misura
ta in tempo proprio, indicato dall 'orologio sincronizzato lungo la 
traiettoria della particella. Se la particella parte dal punto A nel
l'istante di tempo universale XO ed arriva al punto infinitamente 
vicino B nell'istante XO + dxo, per determinare la velocita si dovra 
prendere non l'intervallo di tempo (XO + d,x0) - XO = d,xo, ma la 
differenza tra XO + d,x0 e l'istante XO - goa. dxa. che e simultaneo nel 

goo 
punto B con l'istante XO nel punto A: 

(xo+dxO)-- (:rfJ- goa. dxa) =dxo+ gOa dxa. 
goo goo 

Moltiplicando quest'ultimo per V goo/c, sil ottiene l'intervallo corri
spondente di tempo proprio, e quindi la velocita si scrive 

• 
edxa. va = . (88,10) Vii (dxO-ga dxa) , 

dove abbiamo introdotto Ie notazioni 

gOa h ga= - --, = goo goo 
(88,11) 

per il vettore tridimensionale,g (gia definito nel § 84) e per 10 scalare 
tridimensionale goo. Le componenti covarianti della velocita v 
quale vettore tridimensionale nello spazio di metrica i'af3 e il rispet
tivo quadrato di questo vettore sono interpretati come segue l ): 

Va = i'c&f\VI\ v2 = vava. (88,12) 

1) In seguito, spesso considereremo, accanto a 4-vettori e 4-tensori, anche 
vettori e tensori tridimensionali, determinati nella spazio di metrica 'Yap; tali 
sono, in particolare, i. vettori g e v gia introdotti. Mentre nel primo caso Ie 
operazioni tensoriali (compresi l'innalzamento e l'abbassamento degli indici) 
si fanno con l'aiuto del tensore metrico gik' nel secondo caso si ricorre al 
tensore 'Yap. A scanso di eventuali malintesi, indicheremo Ie grandezze tridimen
sionali con simboli che non si usano per Ie grandezze quadridimensionali. 
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Notiamo che con una tale definizione, l'intervallo as si esprime in 
funzione della velocita con una formula analoga a quell a ordinaria: 

ds2 = goo (dXO)2 + 2goa dxo dxa + gaf3 dxa dx f3 = 

= h (dxO- ga dxa)2- dZ2 = h (dxO-- ga dXa)2 ( 1- ~: ) . (88,13) 

Le componenti della quadrivelocita u i = dxilds sono: 

(88,14) 

Quanto all 'energia 

~o = mc2goiui = mc2h (UO- gaua) 

essa assume la forma (88,9) dopo la sostituzione (88,14). 
Nel caso limite di un campo gravitazionale debole e di piccole 

velocita, sostituendo nella (88,9) goo = 1 + 2<plc2 , si ottiene appros
simativamente 

2 mv2 

~o=mc +-2-+m<P, (88,15) 

dove mcp e 1 'energia potenziale della particella nel campo gravitazio
nale, risultato che e in accordo con la lagrangiana (87,10). 

PROBLEMI 

1. Determinare la forza agente su una particella in un campo gravitazionale 
cost ante. 

Soluzione. Le componenti utili di rkl sono date dalle seguenti espressioni: 

a 1. a r oo =2'h' , 

a h a 'a 1 'a r Of3 =2' (g; f3- gb )-2'gf3h' , (1) 

a a h 'a a 'a a 1 'a r f3'l'=A.f3'l'+2'[gll(g,;, -K;'l')+g'l'(gb -g;(3)]+2' gllg'l'h' • 

In queste espressioni, tutte Ie operazioni tensoriali (derivazione covariante, 
innalzamento ed abbassamento degli indici) sono fatte nello spazio a tre dimensioni 
di metrica 1'af3 e riguardano il vettore tridimensionale ga e 10 scalare tridimen
sionale h (88, 11); A~'l' e il simbolo di Christoffel tridimensionale formato con Ie 

componenti del tensore 1'af3 allo stesso modo come Ie r~l sono formate mediante 
Le componenti di gik; nei calcoli, sono state utilizzate Ie formule dalla (84,9) 
alla (84,12). 

Sostituendo la (1) nell'equazione del moto 

du
a 

a a f3 r a f3 'I' dS'= -foo (uO)2-2folluou - f3'l'u u 
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ed utilizzando Ie espressioni (88,14) per Ie componenti 
do po semplici trasformazioni otteniamo: 

della quadrivelocita, 

d va h;a Vh(gff\-gba)vf\ 

as y v
2 

2h (1-~) c 1-- 2 c2 c 

(2) 

La forza f agente sulla particella e Ia derivata del suo impulso p rispetto al 
'tempo proprio (sincronizzato), definita tramite il differenziale covariante tridi
mensionaIe: 

a y--V-2 Dpa Vr --v-2 d mva mvf\v'l' 
f =c 1----=c 1--- +t..a 

c2 ds c2 ds 1/1-~ 13'1' -. / 1'2 

r c2 V 1-"C2 

Dalla (2) ricaviamo quindi (abbassando per comodita l'indice a): 

fa= mc
2 

{ __ a_InVh+Vh(iJg/3_f)ga)~}, 

V v2 axa axa ax 13 c 
1--

c2 

oppure, con Ie notazioni vettoriali tridimensionali ordinarie1), 

f = /mc
2 

v
2 

{ - grad In Vii + Vk" [; rot g J } . 
}I 1-Ci 

(3) 

1) In coordinate curvilinee tridimensionali, un tensore unitario antisim
metrico e definito da 

dove e123 = e123 = 1, e per permutazione di due indici cambia di segno [cfr. la 
(83,13) e Ia (83,14»). Ne risulta che il vettore c = lab), definito come un vettore 
duale del tensore antisimmetrico cll'l' = aj3b'l' - a'l'b i3 , ha per componenti: 

Ca = ; yy ea ll'l'cf\'I' = yyeall\,allb", ca = ~ r ea f\Ycj3'1' = , ~- eaIlYaj}b'\'" 
2 vY V Y 

Al contrario: 

Ca j3= yy eaj3'1'cY, call = -VY eaf\yc'l'. 

In particolare, rot a va inteso nella stesso senso come vettore duale del 
Oaj3 {Jaa. d 

tensore all; a - aa;j3 = -- - -, In mo 0 che Ie sue componenti controva-
axa aXil 

rianti sono: 

1 ( {Jay aaj3 ) (rot a)a = __ eaf\y . -- _ -- • 
2 VY ilxI3 ilxY 

A questa proposito, ricordiamo anche che la divergenza tridimensionale del 
vettore e 

[cfr. la (86,9)]. 
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Notiamo che se il corpo e immobile, la forza che agisce su di esso (il }Jrimo 
termine nella (3» ha 'aHora un potenziale. Per velocita del mota piccole, il 
secondo termine nella (3) e della forma mcVii'[v rot g] analoga alIa forza di 
Coriolis che sarebbe generata (se non ci fosse il campo) in un sistema di coordi
nate rotante con la velocita angolare 

n = ; Vii rot g. 

2. Stabilire il principio di Fermat per la propagazione di raggi in un campo 
gravitazionale costante. 

Soluzione. Il principio di Fermat (vedi § 53) postula: 

l) J kadxa = 0, 

dove l'integrale e esteso al raggio, e l'espressione integranda deve essere 
scritta in funzione della frequenza roo. costante lungo il raggio, e dei i differen
ziali delle coordinate. Notando che ko = -il1p/8xO = roo/c, scriviamo: 

roo = ko =goik1 = gooko+ gOaka = h (kO-gaka). 
c 

Sostituendo questa espressione nella relazione kik i = gikkikk = 0, scritta 
nella forma 

si ottiene: 

~ ( ~o r -'\'a/3kak~=O. 
Poiche il vettore k a deve essere diretto lungo il vettore dxa , ne segue che 

ka=~ dxa 
c Vii dt ' 

dove dt (84,6) e l'elemento di distanza spaziale lungo il raggio. Per ottenere 
l'espressione di ka , scriviamo: 

donde 

ka=gaiki=ga0ko+gatlk/3= _ga roo -,\,a~k/3' 
c 

ka.= -'\'a/3 (ktl+~ gtl) = _~ ('\'a~ dx
tl 

+ga.). 
C C Vh dt 

Infine, moltirlicando per dxa , otteniamo il principio di Fermat nella forma 
(omettendo i fattore costante roo/c) 

A scanso di equivoci, per un confronto con Ie formule che sono applicate 
so vente aIle operazioni vettoriali tridimensionali in coordinate curvilinee orto
gonali (vedi, per esempio, vol. VIII, Elettrodinamica dei mezzi continui, appen
dice), ricordiamo che in queste formule con componenti del vettore s'intendono 
Ie grandezze VguA1 (=VA1Al), Vg2lA2, Vg33A3. 
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In un campo statico si ha semplicemente: 

6 J ;~h =0. 

Sottolineiamo che in un campo gravitazionale un raggio non si propaga lungo 
la linea piu breve nello spazio, percM quest'ultima sarebbe definita dal-

l'equazione {, J dl = O. 

§ 89. Rotazione 

Un caso particolare di campi gravitazionali stazionari e rappre
sentato dal campo che si crea passando ad un sistema di riferimento 
in rotazione uniforme. 

Per determinare l'intervallo ds, passiamo dal sistema immobile 
(inerziale) al sistema uniformemente rotante. Nel sistema immobile 
di coordinate r', q:>', z', t (utilizziamo Ie coordinate cilindriche spa
ziali) l'intervallo ha la forma 

(89,1) 

Siano r, q:>, z Ie coordinate cilindriche nel sistema rotante. Se l'asse 
di rotazione coincide con gli assi delle z e delle z', abbiamo allora 
r' = r, z' = z, q:>' = q:> + Qt, dove Q e la velocita angolare di rota
zione. Sostituendo nella (89,1), troviamo l'espressione cercata del
l'intervallo nel sistema di riferimento rotante: 

E necessario notare che l'uso del sistema di riferimento rotante 
e possibile soltanto per distanze uguali a c/Q. Dalla (89,2) si vede in
fatti che per r > c/Q la grandezza goo diventa negativa, cosa che 
non e ammissibile. L'impossibilita di utilizzare il sistema di rife
rimento rotante per grandi distanze e dovuta al fatto che la velocita 
di rotazione diventerebbe a tali distanze maggiore della velocita 
della luce; un tale sistema non puo essere percio realizzato da corpi 
reaH. 

Come in ogni campo stazionario, gli orologi non si possono sin
cronizzare univocamente in tutti i punti di un corpo rotante. Sin
cronizzando lungo un certo contorno chiuso, si ottiene, ritornando 
al punto di partenza, un tempo che differisce dal tempo iniziale per la 
grandezza (vedi la (88,5» 

llt = _..!.- k,goa. dxa- =...!.- ~ Qr2 d<p 
c 'j' goo c2 'j' Q2r2 

1---
c2 
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oppure, supponendo Qrlc ~ 1 (cioe la velocita di rotazione picco
la rispetto alla velocita della luce), 

12 J 212 /).t=-2 r 2 dcp=± -2 S, 
C C 

(89,3) 

dove S e l'area della proiezione del contorno su un piano perpendico
lare all' asse di rotazione (il segno + 0 - si sceglie a second a ('.he il 
contorno sia descritto nel senso orario 0 antiorario). 

Supponiamo ehe un raggio di luce descriva un contorno chiuso. 
Calcoliamo, limitandoci ai termini dell'ordine di vic, il tempo t 
trascorso tra la partenza del raggio e i1 suo ritorno al punto iniziale. 
La velocita della luce e, per definizione, sempre uguale a c, se il 
tempo e sincronizzato lungo la linea chiusa e se si usa in ogni punta 
il tempo proprio. Poiche la differenza tra il tempo proprio e il tem
po universale e dell'ordine di v2/c2 , si puo allora trascurare questa 
differenza calcolando I'intervallo di tempo t a meno delle grandez
ze dell'ordine di vic. Si ha dunque: 

t=~+~S 
c - c2 ' 

dove Lela lunghezza del contorno. Ne risulta che la velocita della 
luce, misurata come il rapporto Lit, e 

(89,4) 

Questa formula, come pure la formula dell'effetto Doppler in prima 
approssimazione, si deduce facilmente per via puramente classica. 

PROBLEMA 

Determinare l'elemento di distanza spaziale in un sistema di coordinate 
rotante. 

Soluzione. Le formule (84,6) e (84,7) ci permettono di trovare: 

r2 d<p2 
dl 2 = drS + dz2 + -_..!.......;:-r2 , 

1-122_ 
c2 

espressione che determina la geometria spaziale nel sistema di riferimento 
rotante. Notiamo che il rapporto fra la lunghezza della circonferenza nel piano 
z = cost ante (di centro sull'asse di rotazione) e il suo raggio r e 
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§ 90. Equazioni dell' elettrodinamica in 
presenza di un campo gravitazionale 
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Le equazioni del campo elettromagnetico della relativita ristretta 
si possono facilmente generalizzare in modo tale che esse siano 
applicabili a qualsiasi sistema quadridimensionale di coordinate 
curvilinee, cioe al caso in cui esista un campo gravitazionale. 

II tensore del campo elettromagnetico in relativita ristretta era 

definito come Fih = ~~~ - :::. E evidente che esso deve essere 

ora rlefinito rispettivamente come Fih = A h ; i-Ai; h. In forza 
della (86,12), si ha: 

(90,1) 

e, di conseguenza, la relazione tra F;I, e il potenziale A i non cambia. 
Ne risulta che Ie equazioni di Maxwell (26,5) 

(90,2) 

conservano la loro formal). 
Per poter scrivere Ie equazioni di Maxwell non omogeneo, bisogna 

preliminarmente definire la quadricorrente in coordinate curvili
nee. A questo scopo, procederemo esattamente come nel § 28. 
L 'elemento spaziale di volume, costruito con gli elementi di 
coordinate dx1 , dx2 , dx3, e Vi dV, dove y e il determinante 
del tensore metrico (84,7) e dV = dx1dx2dx3 (vedi la nota alIa pag.306). 
Introduciamo la densita di carica p secondo la definizione de = 
= pVy dV, dove de e la carica contenuta nell'elemento di volume 
VY" dV. Moltiplicando quest'ultima uguaglianza, da una parte e 
daU'altra, per dxi

, otteniamo: 

de dx i = p dx i Vy dx1 dx2 dx3 = ,; V _ g dO :x: 
v goo x 

(abbiamo utilizzato la formula -g = ygoo (84,10)). II prodotto 
V - gdQ e l'elemento di 4-volume invariante, cosicche la quadricor
rente sara definita dall 'espressione 

.1 pc dx i 
J =---.

Vgoo dxO 
(90,3) 

1) £ facile vedere che questa equazione puo essere anche scritta nella 
forma 

F ik; I+Fli; k+Fkl; i=O, 

donderisulta la sua covarianza. 
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(Ie dxi/dx° so no Ie velocita di variazione delle coordinate con il «tem
Po» xO, ma queste grandezze non formano da sole un quadrivettorel). 
La componente jO della quadricorrente, moItiplicata per V goo/c, 
e la densita di carica spaziale. 

Per Ie cariche puntiformi, la densita p si esprime mediante la 
somma di funzioni 6, analogamente alla formula (28,1). :E evidente 
che si dovra inoltre determinare queste funzioni nel caso di coordi
nate curvilinee. Intenderemo, come prima, 6 (r) come il prodotto 
6 (Xl) 6 (x2) 6 (XS); qualunque sia il significato geometrico delle coor
dinate Xl, X2, XS l'integrale si prende allora in dV(e non in Vy dV) 

ed e uguale all'unita: S 6 (r) dV = 1. 
Per una tale definizione delle funzioni 6, la densita di carica e 

e la quadricQrrente 

.i ~ eac .I: ( ) dx i 

] =!...J 1/-g u r - r a dxO • 
a 

(90,4) 

La conservazione della carica e espressa dall'equazione di continuita 
cbe differisce dalla (29,4) soltanto per sostituzione delle deriva
te ordinarie con quelle covarianti: 

.i 1 a (1/- .i) 0 
] ;i=--=--. r -gJ = 1/-g ax t 

(abbiamo utilizzato la formula (86,9». 

(90,5) 

In modo analogo si generalizzano ora Ie equazioni di Max
well (30,2); sostituendo in esse Ie derivate ordinarie con quelle 
covarianti, otteniamo: 

F ik 1 a (l/-Fik) 4~ ·i 
'k=--- r -g =--] . -v=g axk C 

(90,6) 

(abbiamo utilizzato la formula (86,10». 
Infine, Ie equazioni del moto di una particella carica in campi 

gravitazionale ed elettromagI!etico si ottengono s9stituendo il 
quadrivettore accelerazione dut/ds nella (23,4) con Dut/ds: 

Du i 
( du

i 
i k ') e Fik TnCcrs=mc /is+rkIU U =0 Uk. (90,7) 

PROBLEMA 
Scrivere Ie equazioni di Maxwell in un campo gravitazionale dato in forma 

tridimensionale {nello spazio a tre dimensioni di metrica y 13)' introdueendo 
i vettori tridimensionah E, D ed i tensori antisimmetrici tri~imensionali Ha.l' 
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ed Hafj definiti da: 
Ea =FOa , Ba/3 = Fa /3' 

Hap = VKOo FaP. 
(1) 

Da = _ ygOoFoa , 

Soluzione. Le grandezze intrQdotte 
denti. Sviluppando Ie uguaglianze 

nel modo indicato non sono indipen-

Foa = gOlgamF1m, Fap=galgpmFlm, 

introducendo inoltre il tensore metrico tridimensionale "a/3 = -ga/3 + hgag/3 
19 ed h sono ricavate dalla (88,11» ed applicando Ie formule (84,9) e (84,12), 
otteniamo: 

(2) 

Introduciamo i vettori B, H, duali dei tensori Ba/3 ed HaB secondo Ia definizione 

Ba = - 2 ~. eaf'>yBfl'l" Ha= -; Vyeafl'l'HII'I' (3) 

(cfr. la nota alla pag. 331; il segno meno e stato introdotto perche i vettori H 
e B coincidano in coordinate galileiane con l' ordinario vettore campo magne
tico). Si puo allora scrivere Ia (2) nella forma 

E H 
D= Vii +[Hg), B= Vii +[gE). (4) 

Introducendo Ie definizioni (1) nella (90,2), abbiamo Ie equazioni: 

aBa /3 aB'I'a aB/3'1' 
ax'l' + axP + axa =0, 

aBaf, + aEa _ aEfl =0 
axO axil axa 

oppure, passando alle grandezze duali (3): 

divB=O, rotE= -~.!.... (l/YB) 
c V" at 

(5) 

XO = ct; Ie operazioni rot e div sono definite nella nota alla pag. 331). Dalla 
90,6) in modo analogo ricaviamo Ie equazioni: 

oppure, in notazioni vettoriali tridimensionali: 

div D=4Jtp, 1 a (, /-) 4n 
rot H= './" -0 v" D +- 8, c V'\' t c 

(6) 

dove s e il vettore di componenti sa = p dxaldt. 
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Per completare il quadro, scriviamo anche l'equazione di continuita (90,5) 
nella forma (tridimensionale: 

~y ! <VYp)+divs=O. (7) 

Notiamo l'analogia (puramente formale) delle equazioni (5), (6) con Ie 
equazioni di Maxwell per il campo elettromagnetico nei mezzi materiali. In 
particolare, in un campo gravitazionale statico, i termini contenenti Ie derivate 
rispetto al tempo perdono -V:v. e la (4) si riduce aD = E/Vh, B = HIYh. 
Si pub dire che il campo gravitazionale statico agente suI campo elettromagnetico 
funge da un mezzo di permeabilitA elettrica e magnetica II = fA. = 1rVh.' 



Capitolo XI 

EQUAZIONI DEL CAMPO 
GRA VITAZIONALE 

§ 91. Tensore di curvatura 

Torniamo ora di nuovo al problema del trasporto parallelo 
dei vettori. Come gia e stato indicato nel § 85, nel caso generale di 
uno spazio quadridimensionale curvo, il trasporto parallelo 
infinitesimo di un vettore e definito come uno spostamento per il 
quale Ie componenti del vettore non variano in un sistema di coor
dinate che sia galileiano nell'elemento di volume infinitesimo dato. 

Se Xi = xi (s) e l'equazione parametrica di una curva (dove.s e 
la lunghezza d'arco misurata a partire da un punta dato), allora u' = 
= dxi/ds e il vettore unitario, tangente alIa curva. Se Ia curva con
siderata e una geodetica, allora lungo questa curva si ha Dui = O. 
Cio vuol dire che il vettore ui

, trasportato paralleIamente da un punta 
Xi sulla geodetica ad un punto xi + dx i sulla stessa geodetica, coin
cide con il vettore ui + dui

, tangente a questa curva nel punta Xi + 
+ dXi. Quindi nel trasporto parallelo Iungo una geodetica la tan
gen te non varia. 

D'altra parte, nel trasporto parallelo di due vet tori 1'« an
golo »), da loro formato, resta evidentemente invariato. Si puo dun
que affermare che nel trasporto parallelo di qualsiasi vettore 
Iungo una geodetica l'angolo tra questo vettore e la tangente alla 
curva rest a invariato. In altri termini, Ie componenti di un vettore 
Iungo Ia tangente aIle geodetiche, nel trasporto parallelo, restano 
invariate in tutti i punti. 

Un fatto fondamentale e che, in uno spazio curvo, traspnrto 
parallelo di un vet tore da un punta dato ad un altro porta a risulta
ti differenti se viene effettuato Iungo percorsi differenti. In par
ticolare, risulta che se si trasporta un vettore parallelamente a se 
stesso lungo un contorno chiuso, il vettore finale non coincidera 
con quello iniziale. 

Per spiegare questo fatto, consideriamo uno spazio curvo bidi
mensionale, doe una qualsiasi superficie curva. La figura 19 rappre
senta una parte di tale superficie, delimitata da tre linee geodetiche. 
Trasportiamo parallelamente il vettore 1 lungo iI contorno for
mato da queste curve. Dopo il trasporto sulla curva AB il vettore 1, 
mantenendo sempre cost ante I'angolo con questa curva, diventera 
in B il vettore 2. Dopo il traspo-rto lungo Be anaIogamente esso 

22* 
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diventera il vettore 3. Infine, partendo da C verso A lungo la curva 
CA e conservando cost ante l'angolo con questa curva, il vettore con
siderato diventera il vettore 1', che non coincidera con il vettore 1. 

Stabiliamo la formula genera Ie che determini la variazione di un 
vettore nel suo trasporto parallelo lungo una curva infinitesima 

Fig. 19 

chiusa. Questa variazione ~Ak puo essere scritta nella forma 
~ 6A k , dove l'integrale e preso su tutta la curva data. Sostituendo 
a lIAk l'espressione (85,5), abbiamQ: 

(91,1) 

il vettore A f scritto sotto il segno d'integrazione varia lungo il 
cammino d'integrazione. 

Per trasformare questa integrale, e necessario fare la seguente 
osservazione. I valori del vettore A I nei punti all'interno del contor
no non sono univoci: essi dipendono dal cammino percorso per arri
yare al punto dato. Tuttavia, come si vedra dai risultati ottenuti 
pili avanti, questa non univocita e del secondo ordine. Percio, non 
tenendo conto dei termini del secondo ordine - il che e un'appros
simazione sufficiente - si puo considerare che Ie componenti del 
vet tore A I nei punti all'interno del contorno infinitesimo sono 
determinate univocamente dai loro valori suI contorno stesso secon
do Ie formule 6A t = rllAndxt, cioe dalle derivate 

oAt rnA --= il n· ox l 
(91,2) 

Applicando ora il teorema di Stokes (6,19) all'integrale (91,1) 
e tenendo presente che la superficie delimitata dalla linea 
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ehiusa eonsiderata e una grandezza infinitesima I1jlm, otteniamo~ 

Sostituendo in quest 'ultima espressione i valori delle derivate, 
dedotti dalla (91,2) troviamo infine: 

I1Ak = ~ RiklmAil1/,m, 

dove R~'m e un tensore del quarto ordine: 

. i af~m af i, i n i n 
R klm=--,---a m +fnlfkm-fnmfkl. 

ax x 

(91,3) 

(91,4) 

II earattere tensoriale di R~'m risuIta dal fatto che nella (91,3) si 
ha a primo membro un vettore, cioe la differenza I1Ak dei valori 
di un vettore in uno stesso punto. II tensore R~'m si chiama tensore 
di curvatura 0 tensore di Riemann. 

E facile ottenere una formula analoga per un vettore controva
riante Ak. Notiamo a questo scopo che si ha 11 (AkBk) = 0 (poiche 
gli scalari non variano per trasporto paraUelo), dove Ek e un vet
tore covariante arbitrario. Tenendo conto della (91,3), abbiamo: 

11 (AkBk) = Akl1Bk + Bkl1Ak = ~ AkBiR\lmA/1m+BkI1Ak= 

= Bk ( I1Ak + ; AiRk;lml1pm) = 0, 

oppure, essendo il vettore Bk arbitrario: 

"'Ak _ 1 Rh. AiAf,m 
Ll - - '2 \1m Ll • (91,5) 

Se si prende la derivata eovariante seconda del vettore A I ri
spetto a 3!' ed a x', il risultato dipende, in generale, dall'ordine di 
derivazione, contrariamente a quello che avviene per Ie derivate 
ordinarie. RisuIta ehe la differenza Ai; k; - A i; I; Ik e determinata 
dallo stesso tensore di curvatura che abbiamo introdotto sopra. 
Si ha la formula 

(91,6) 

ehe pUG essere facilmente ricavata con un calcolo diretto in coordina
te loealmente geodetiche. Analogamente, per un vettore eontrova ... 
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riante l
) si ha 

(91,7) 

Infine, e facile ottenere formule analoghe per Ie derivate seconde 
dei tensori (il modo piu facile e di considerare, per esempio, un ten
sore della forma AiDk e di ricorrere quindi alle formule (91,6), (91,7)'; 
in virtu della loro linearitii, Ie formule ottenute sono ugualmente 
applicabili ad ogni tensore A ik). Per i tensori si ottiene: 

A ik; I; m - Aik; m; 1 = AinRnklm + AnkRnilm. (91,8) 

E evidente che nello spazio quadridimensionale piatto il tensore 
di curvatura e nullo. Infatti, nello spazio piatto si puo scegliere un 
sistema di coordinate dove r~l = 0 ovunque e, di conseguen
za, anche Rklm = O. In virtil del carattere tensoriale di Rl1m , 
queste grandezze sono nulle anche in qualsiasi altro sistema di coor
dinat.e. Cio e dovuto aI fatto che nello spazio piatto il trasporto 
parallelo di un vettore da un punto ad un altro e un'operazione uni
voca, e il vettore non varia quando si trasporta lungo una linea chi usa. 

Esiste anche il teorema inverso: se Rl1m = 0, 10 ~pazio quadridi
mensionale e piatto. Infatti in ogni spazio si puo scegliere un sistema 
di coordinate galileiane in una regione infinitesima data. Se R~lm = 
= 0, allora il trasporto parallelo e un'operazione univoca, e 
trasportando in questo modo il sistema galileiano dalla regione 
infinitesima data in tutte Ie altre regioni, si puo costruire un sistema 
galileiano in tutto 10 spazio, il che dimostra l'asserzione fatta. 

L' annullarsi del tensore di curvatura 0 meno e quindi un criterio 
sufficiente per stabilire se uno spazio quadridimensionale sia piatto 
o curvo. 

Facciamo la seguente osservazione: sebbene sia possibile in uno 
spazio curvo scegliere un sistema di coordinate localmente geodetiche 
(per un punto dato), il tensore di curvatura non si annulla affatto in 
questo punto (poiche Ie r~1 si annullano, rna non Ie derivate). 

PROBLEMA 

Determinare la 4-accelerazione relativa di due particelle che descrivonQ due 
geodetiche d'universo infinitamente vicine, 

Soluzione. Esaminiamo una famiglia di linee geodetiche che si distinguono 
per i valori di un parametro v; in altri termini, Ie coordinate di un punto d'universo 
si esprimono sotto forma di funzioni xi = xi(s, v) tali che per ogni v = co
stante sono l'equazione di una geodetica (dove s e la lunghezza dell'intervallo 
misurato lungo la linea a partire dal suo punto d'intersezione con una ipersu-

I) La formula (91,7) si deduce ~ure direttamente dalla (91,6) innalzando 
l'indice i ed utilizzando Ie proprieta di simmetria del tensore Rtk.lm (§ 92). 
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perficie data). Introduciamo il quadrivettore 

o ox i
" 0" 

'1]' = -riV uv == v'uV, 

che congiunge sulle geodetiche infinitamente vicine (che corrispondono rispet
tivamente ai valori del parametro v e v + fjv) i punti aventi valori identici di s. 

Dalla definizione di derivata eovariante e dall'uguaglianza oui/av = 
=ovi/as (dove ui = axi/ay) risulta ehe: 

u
i
; "v"=v\ "u" 

Consideriamo la derivata seconda: 

. D
2
v

i 
= i " I _ i " I _ i k I Ii" I 

d 2 - (v 0 "u )0 I U - (u 0 "v )0 I u - u 0 "0 IV u T U 0 "v 0 IU . 
S " " , , " 

(1) 

Applichiamo di nuovo la (1) al secondo termine, e nel primo termine cambiamo 
l'ordine delle derivazioni covarianti eon l'aiuto della (91,7); troviamo infine: 

D
2
v

i 
_ ilk m i " I ds2 --(u; IU); "v +u R m"lu v . 

II primo termine e nullo, poiche lungo Ie linee geodetiche Ui;IU l = o. Introdu
cendo il fattore costante fjv, troviamo infine l'equazione: 

D2'1]i 0 

--=R' u"ul'l]m ds2 "1m (2) 

(detta equazione di deviazione geodetica). 

§ 92. Proprieta del tensore di curvatura 

II tensore di curvatu1."a possiede delle proprieta di simmetria, 
ma per determinarle tutte conviene passare dalle componenti 
miste di Rklm a quelle covarianti: 

Ri"lm = ginR\lm. 

Per esse, con semplici trasformazioni, e facile ottenere la seguente 
espressione: 

Ri"lm=~ ( a2
gim + o2g"l _~_ o2g"m ) + 

2 ox" oxl ox i iJxm iJx" axm axi axl 

+ g np (r~lrfm - r~mrfz). (92,1) 

Da questa espressione si deducono immediatamente Ie pro prieta 
di simmetria seguenti: 

Riklm= -Rkilm= -Rikmz, 

R iklm = R lmik , 

(92,2) 

(92,3) 

cioe il tensore e antisimmetrico rispetto a ciascuna coppia degli 
indici ik ed lm, e simmetrico rispetto alIa permutazione di queste 
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due coppie tra di loro. In particolare, tutte Ie componenti di R iklm , 
diagonali per ogni coppia degli indici ik 0 1m, sono nulle. 

E facile provare inoltre che la somma ciclica delle componenti 
di R iklm., costituita da qualsiasi terna di indici, e nulla; per esempio, 

ltiklm + R imkl + RUmk = 0 (92,4) 

(Ie altre reiazioni di questa genere si ottengono automaticamente 
dalla (92,4), in virtu delle proprieta (92,2) e (92,3». 

Infine, dimostriamo la identitit di Bianchi: 

Rn
ikl ; m + Rn

imk; 1 + Rn
i1m; k = O. (92,5) 

E comodo verificare questa relazione in un sistema di coordinate 
localmente geodetiche. In virtu del earattere tensoriale della rela
zione (92,5), essa sara quindi valida in qualsiasi altro sistema. Deri
vando l'espressione (91,4) e ponendo quindi T~, = 0, troviamo ne] 
punto considerato: 

n iJRnikl a2r?1 a2r?k 
Rik1o m=--=-------

• axm axm axk iJxm axl 

Questa espressione permette di vedere ehe la (92,5) e veramente 
valida. 

Per contrazione del tensore di curvatura si puo formare un 
tensore di rango due. Tale contrazione puo essere fatta in un 
solo modo: la contrazione del tensore R ik1m degli indici i e k oppure 
1 ed m da zero, in virtu dell'antisimmetria rispetto a questi indiei, 
e la contrazione di ogni altra coppia dA sempre,a meno del segno, 
10 stesso risultato. Definiremo il tensore di Ricci Rik come segue l ): 

Rik = g,mRZimk = R' ilk. (92,6) 

In base alla (91,4) si ha: 
affk iJf~1 I m m I 

Rik=----k-+Tikr,m-Ti/r km (92,7) 
iJxl iJx 

La simmetria di questo tensore e evidente: 

Rill. = R ki • (92,8) 

lnfine, con una contrazione di Rik otteniamo l'invariante 

R = gill. Rill. = gilgkmRiklm, (92",9) 

detto curvatura sca1are dello spazio. 
Le componenti del tensore Rill. soddisfano l'identitA differenziale 

1) In alcuni testi di matematica si llsa anche un'altra definizione del tenso
re R ik : la contrazione di R iklm tra il primo e I 'ultimo indice. Questa definizione 
si distingue dalIa nostra per il segno. 
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che si ottiene per contrazione nella identita d"i Bianchi (92,5) delle 
coppie di indici ik ed 1m: 

RIm; I = ~ :!. (92,10) 

In virtu delle relazioni (92,2-4), non tutte Ie componenti del 
tensore di curvatura sono indipendenti. Determiniamo quindi it 
numero di componenti indipendenti. 

La definizione del tensore di curvatura, data dalle formule 
riportate, si riferisce ad uno spazio di un numero qualsiasi di dimen
sioni. Esaminiamo innanzitutto uno spazio a due dimensioni, cioe 
una superficie ordinaria; indichiamo allora (a differenza delle gran
dezze quadridimensionali) il tensore di curvatura con P abe e il ten
sore metrico con I'a b, dove gli indici a, b, ... prendono i valori 1, 2. 
Poiche in ogni coppia ab e cd i due indici debbono avere valori 
differenti, e evidente che tutte Ie componenti del tensore di curva
tura differenti da zero 0 coincidono tra di loro, 0 si distinguono per 
il segno. Si ha quindi una sola componente indipendente, per esempio 
Pl2n . E facile trovare che la curvatura scalare e quindi uguale a 

P - 2Pl11!2 I' == II I'ab I = I'UI'2Z- (1'IZ)2. (92,11) - y , 

La grandezza P/2 coincide con la curvatura di Gauss della superficie 
K: 

P i --K--2 - - PiPZ ' 
(92,12) 

dove PI e pz sono i raggi principali di curvatura della superficie nel 
suo punto dato (ricordiamo che PI e pz sono considerati di segno 
identico se i corrispondenti centri di curvatura giacciono da una 
stessa parte rispetto alIa superficie, e di segno differente se i centri 
di curvatura giacciono da parti opposte della superficie; nel primo 
caso K> 0, nel secondo K < 0)1). 

Passiamo al tensore di curvatura di uno spazio a tre dimensioni; 
indichiamo questo tensore COn Pa.flVll e il tensore metrico COn I'a.fl, 
dove gli indici a, ~, ... assumono i valori 1, 2, 3. Le coppie di 
indici a~ e 1'15 figurano soltanto in tre combinazioni differenti: 23, 
31, 12 (la permutazione degli indici nella coppia cambia soltanto 

1) E facile ottenere la formula (92,12) scrivendo l'equazione della superficie 
2 2 

in prossimita del punto dato (x = y = 0) nella forma z = -2
x + -2Y • Allora 
Pi Pll 

il quadrato dell'elemento di lunghezza e: 
dl2= (1+ x: ) dx2+ (i+ y: ) dy2 + 2~ dxdy. 

PI PI PiPz 
Calcolando PU1, nel punto x = y = 0 secondo la formula (92,1) (nella quale 
sono necessari soltanto i termini contenenti Ie derivate seconde di 'fa.fl)' si ottiene 
la formula (92,12). 
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il segno della componente del tensore). Poiche il tensore Pa6v6 e 
simmetrico rispetto alla permutazione di queste coppie, si hanno 
soltanto 3 ·2/2 = 3 comp.onenti indipendenti con differenti coppie 
di indici, nonche 3 componenti con coppie identiche. L'identita 
(92,4) non aggiunge niente di nuovo a queste restrizioni. In tal 
modo, in uno spazio tridimensionale il tensore di curvatura ha sei 
componenti indipendenti. Lo stesso numero di componenti ha il 
tensore simmetrico P a6 • Di conseguenza, a part ire daUe relazioni 
lineari Pa6 = gV6 P va66 , tutte Ie componenti del tesnore P a6v6 si 
possono esprimere mediante P a 6 e il tensore metrico ya 6 (vedi il 
problema 1). Se si prende un sistema di coordinate localmente 
cartesiano, si puo allora, con una rotazione appropriata, ridurre il 
tensore P a 6 ai suoi assi principali1). Ne risulta che la curvatura di 
uno spazio tridimensionale e determinata in ogni punto da tre 
grandezze2). 

Passiamo infine allo spazio quadridimensionale. In questo caso, 
Ie coppie di indici ik ed lm costituiscono Ie seguenti combinazioni: 
01, 02, 03, 23, 31, 12. Ci so no quindi 6 componenti di R ik1m con 
coppie di indici identiche e 6 ·5/2 = 15 componenti con coppie di 
indici diverse.Queste ultime, pero, non sono an cora tutte indipen
denti: Ie tre componenti, aventi i quattro indici diversi, sono legate, 
in base alIa (92,4) dall'identita 

ROt23 + R0312 + R 0231 = O. (92,13) 

Dunque, nelIo spazio quadridimensionale il tensore di curvatura 
ha in tutto 20 componenti indipendenti. 

Se si prende un sistema di coordinate, galileiano in un punto dato 
e si considerano Ie rotazioni di questo sistema (in modo tale che 
i valori di gik non cambino nel punto considerato), si puo allora 
ottenere che sei componenti del tensore di curvatura si annullino 
(sei e il numero delle rotazioni indipendenti di un sistema di 
quattro coordinate). Ne risulta che, nel caso generale, la curvatura 
dello spazio quadridimensionale e determinata in ogni punto da 
14 grandezze. 

1) Notiamo che per calcolare effettivamente gli autovalori del tensore 
Pa6' non c'e bisogno di passare ad un sistema di coordinate, localmente carte
siano. Questi valori si possono determinare come radici ')." dell'equazione 
I Pa6 - ')."l'a6 I = O. 

2) Conoscendo il tensore Pa6v6, si pUO determinare la curvatura di Gauss K 
di qualsiasi superficie nello spazio. Si ha che se xl, x2 , x3 e un sistema di 
coordinate ortogonali, allora 

K = P 1212 

1'111'22- ('\'12)2 

e la curvatura di Gauss di un« piano» perpendicolare (in un punto dato) 
all'asse X3; per « piano» s'intende una superficie formata dalle linee geodetiche. 
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Se Ru, = 01), aHora, in un sistema di coordinate arbitrarie, il 
tensore di curvatura ha in tutto 10 componenti indipendenti. Si 
puo aHora, con una trasformazione appropriata delle coordinate, 
ridurre il tensore R ik 1m (nel punto dato dello spazio quadridimensio
nale) ad una forma « canonica » nella quale tutte Ie sue componenti 
sono espresse, nel caso generale, da 4 grandezze indipendenti; in 
casi particolari, questo numero puo essere persino minore. 

Se invece Rik =1= 0, quanto detto si riferira al tensore di curva
tura diminuito di un termine che si esprime mediante Ie compo
nenti di R ik . Consideriamo il tensore2) 

1 1 
Cik1m = R ik1m - '[ Ri/gkm +"2 Rimgkl + 

111 
+"2Rklgim-"2Rkmgil+ffR (gilgkm- g'mgkl). (92,14) 

E facile vedere che questo tensore possiede tutte Ie proprieta di 
simmetria del tensore R ik1m , e per contrazione di una coppia 
di indici (il 0 km) da zero. 

Mostriamo in che modo e costruita la classificazione dei vari 
ti pi possibili della forma canonica del tensore di curvatUl:a se R tk = 0 
(A. Z. Petrov, 1950). 

Supponiamo che la metric a nel punto dato della spazio quadri
dimensionale sia in coordinate galileiane. Rappresentiamo l'insieme 
delle 20 componenti indipendenti del tensore R ik1m come un insieme 
di tre tensori tridimensionali definiti nel modo seguente: 

(92,15) 

(ea II" e il tensore unitario antisimmetrico; poiche la metrica tridi
mens ion ale e cartesiana, non c'e bisogno di fare distinzione tra gli 
indici superiori ed inferiori nella sommatoria). I tensori Aall e Call 
sono simmetrici per definizione; H tensore Ba II e asimmetrico, e Ia 
sua traccia e nulla in base alla (92,13). Per esempio, secondo 
Ie definizioni (92,15) abbiamo: 

Bu=Rot23' B2f=Ro13h B3f=RoU2, CU=R2323, ••• 

1) Vedremo pill avanti (§ 95) che di questa proprieta gode il tensore di cur
vatura di un campo gravitazionale Del vuoto. 

2) Questa espressione complicata puo essere scritta in modo pill conciso: 
1 

C iklm = Riklm -R1[igk]m +Rm[igk]l+g Rgl[igk]m' 

dove Ie parentesi quadre esprimono 1 'antisimmetrizzazione rispetto agli in
dici in esse compresi: 

II tensore (92,14) e detto tensore dt Weyl. 
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Si vede facilmente che Ie condizioni R km = gilR/klm = 0 sono 
equivalenti aIle seguenti relazioni tra Ie componenti dei tensori 
(92,15): 

(92,16) 

Introduciamo in seguito il tensore simmetrico complesso 

Daf> = -}- (Aaf> +2iBaf>- Caf» = Aaf>+ iBaf>. (92,17) 

Una tale unificazione di due tensori reali tridimensionali Aaf> e 
Ba a in un tens ore complesso corrisponde esattamente all 'unificazione 
(vista nel § 25) dei due vettori E ed H in un vettore complesso F, 
mentre la relazione che ne seguetraDa f> e il4-tensore Rtklm corrisponde 
alIa relazione tra Fe il 4-tensore F tk • Ne segue che Ie trasformazioni 
quadridimensionali del tensore R tk lm sono equivalenti aIle rotazioni 
complesse tridimensionali del tensore Daa. 

Rispetto a queste rotazioni si possono determinare gli autovalori 
di A = A' + iA" e gli autovettori na (in generale, complessi) come 
soluzioni del sistema di equazioni 

Dar.nf> = Ana' (92,18) 

Le A sono invarianti caratteristici del tensore di curvatura. Poiche 
la traccia Daa = 0, e nulla anche la somma delle radici dell'equazio
ne (92,18): 

A(ll + A(2) + A(S) = O. 

A seconda del numero di autovettori indipendenti na si ottiene 
la seguente' classificazione di casi possibili della riduzione del ten
sore di curvatura ai tipi canonici I, II, III di Petrov. 

I) Ci sono tre auto vet tori indipendenti. I loro quadrati nana. 
sono differenti da zero, e il tensore Da.!! e con esso A all , Ba.1I si riduco
no, con una rotazione appropriata, alIa forma diagonale: 

A(t)' 0 
o ) A.,~ (~ A(2)' o , 

0 _/,,<1)' _A(2)' 

A (1)" 0 
o ) 

(92,19) 

B.,~ (~ A(2)" o . 
0 _A(1)" _A(2)" 

II tensore di curvatura ha allora 4 invarianti indipendenti1). 

1) n caso degenere. in cui ').,(1)' = ').(2J', ').,(1)" = ",(2)", e detto di tipo D. 
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Gli invarianti complessi).,(1) e ).,(2) si esprimono algebricamente 
mediante gli scalari complessi 

I 1 (R R ik1m oR Riklm) ,i = 48 tklm - t tklm , 

I 1 (R R'mprR ik + oR R'mprR* ik) 
2 =00 tklm pr t iklm pr, (92,20) 

dove con 1 'asterisco e segnato il tensore duale: 

Calcolando II ed 12 con l'aiuto della (92,19), otteniamo: 

Ii = ! ().,(1)2 + ).,<2)2 + ).,<1)).,(2)), 12 = ~ ).,(1»).,<2) ().,<1> + ).,<2». (92,21) 

Queste formul~ permettono di calcolare ).,U), ).,(2) a partire dai valori 
di R ik 1m in qualsiasi sistema di riferimentoo 

II) Ci sono due autovettori indipendenti. II quadrato di uno 
di essi e nullo, e, di conseguenza, esso non puo essere preso come dire
zione rli un asse eoordinatoo Tuttavia, si puo supporre che esso giaccia 
nel piano Xl, x 2 ; si ha allora n 2 = inI , na = 00 Le equazioni 
(92,18) danno rispettivamente: 

da cui 

La grandezza complessa )., = ).,' + i).," e uno scalare e non puo essere 
cambiata. Per quanta concerne ~, si puo attribuire a questa gran
dezza, mediante rotazioni complesse, un valore qualsiasi (diffe
rente da zero); non sara quindi restrittivo considerarla reale. Otte
niamo allora la seguente forma canonica dei tensori Aa.p e Ba.p: 

).,' ~ 

Aa,p = (~ ).,' 

o 0 

o ) o , 
-2).,' 

).,"-~ 0 

Ba.r. = ( 0 ).," + ~ 
o 0 

~ ). (92,22) 
-2)"" 

In questo caso ci sono in tutto i due invarianti ).,' e ).,". In base 
alIa (92,21), si ha allora II = ).,2, 12 = ).,3, cosicche I~ = I:. 

III) C'e un solo autovettore il cui quadrato e nullo. Tutti 
gli autovalori di)., sono uguali e, di eonseguenza, nulli. Le soluzioni 
delI'equazione (92,18) si possono ridurre alIa forma Dn = Du = 
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= D12 = O,D13 = JL, D23 = ill , in modo che 

° ° A~~G ° ~) , B~-G 0 D· (92,23) 

0 JL 

In questo caso, il tensore di curvatura non ha nessun invariante, 
e si ha una situazione singolare: 10 spazio quadridimensionale e curvo 
ma non esistono invarianti in grado di misurarne la curvatura1). 

PROBLEMI 

1. Esprimere il tensore di curvatura Pally/} deUo spazio tridimensionale 
mediant~ il tensore di rango due Pall. 

Soluzione. Cerchiamo Pa /3y/} nella forma 

P ally/} = Aayl'/3/} - Aa61'lly + A/36l'ay - A/3vl'aO, 

che soddisfa Ie condizioni di simmetria; Acx t\ e qui un tensore simmetrico il cui 
legame con Pat! viene determinato contraendo rispetto agli indici (X e l' ne11'
espressione seritta. Procedendo in questo modo troviamo: 

1 
P cxll = Al'all+ Acxll' ACX!3 =Pall--:r Pl'a~, 

e infine: 
P 

P allvO =Pcxyl'!36 -Pcx61'!3y +Pllol'cxy -Pllyl'a6 +""2 (l'cx61'Ily-l'ayI'1l6). 

2. Calcolare Ie componenti dei tensori R iklm ed R ik in una metrica in cui il 
tensore gik e diagonale. 

Soluzione. Scriviamo Ie componenti non nulle del tensore metrico nella 
forma 

Calcolando secondo III formule (92,1), si ottengono Ie seguenti espressioni per Ie 
componenti non nulle del tensore di curvatura: 

2F 
Rlilk=eze Z (Fz, kFk. i+Fi. kFZ. i-Fz. iFZ. k-FZ. i. k), i =1= k =1= l, 

2F 2F. 
RZili=eze Z (F i• iFl. i-Fr. i-Fl. i. i)+eie I (Fl.zFi.z-Ff.z-

i =1= 1 

(non c'e sommatoria rispetto agli indici ripetuti!). Gli indici preceduti 
da una virgola significano Ia derivazione ordinaria rispetto alIa coordinata corri
spondente. 

1) La stessa situazione si verifica nel caso degenere II per ') . .: = A.. = 0 
(detto di tipo N). 
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Contraendo una coppia di indici del tensore, otteniamo: 

Rik= ~ (F1,kFk.i+Fi,kFI,t-F',tFI,k-F',;,k), i=/=k, 
I*i, k 

Rii= ~ [Fi, iFz, ;-Fl,i-Fz,;, i+ 
14d 
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+eiele2(Fi-FI) (F
" 

IF;, I-Fl, I- F ;, /, /-Fi, I ~ Fm , I)] . 
1n'1= t, I 

§ 93. L'azione per un campo gravitazionale 

Per trovare Ie equazioni che determinano il campo gravitazionale, 
e necessario determinare preliminarmente l' azione S g per questo 
campo. Si ottengono allora Ie equazioni cercate facendo variare la 
somma delle azioni del campo e delle particelle materiali. 

L'azione S g' analogamente all' azione per un campo elettroma
gnetico, deve essere espressa sotto forma di un integrale scalare 

J G V -g dQ esteso a tutto 10 spazio rispetto alle coordinate spaziaIi 

e collocato tra due valori dati rispetto alla coordinata temporale 
xO. Partiremo dal fatto che Ie equazioni del campo gravitazionale 
devono contenel'e derivate dei « potenziali» del campo di ordine 
non superiore a due (analogamente aIle equazioni del campo elettro
magnetico). Poiche Ie equazioni del campo si ottengono facendo va
riare l' azione, e necessario allora che l' espressione integrand a G 
contenga derivate di gik di ordine non superiore ad uno; quindi, 
G non deve contenere che il tensore gik e Ie grandezze r~/. 

Tuttavia, non si puo costruire uno scalare con Ie sole grandezze 
g;k e r~I' Cio e evidente gia dal fatto che tutte Ie grandezze r~1 in 
un punto dato si possono annullare con una scelta opportuna del si
stema di coordinate. Esiste nondimeno uno scalare R - la curva
tura dello spazio quadridimensionale - in cui compaiono il ten
sore gik con Ie sue derivate prime e seconde; queste ultime 
pero entrano in R sol tanto linearmente. In virtu di questa 

linearita, si puo trasformare l'integrale invariante J R Y -gdQ, 

applicando il teorema di Gauss, nell'integrale di un'espressione 
che non contenga piu derivate seconde. Si puo cioe rappresentare 
l'integrale nella forma 

J RV -gdQ= J GY -gdQ+ S a(~~Wi)'dQ, 
dove G contiene solamente il tensore gik e Ie sue derivate prime, e 
dove l'espressione integranda del secondo termine si presenta come 
divergenza di una grandezza Wi (il calcolo e fatto piu dettaglia
tamente alIa fine del paragrafo). In virtu del teorema di Gauss, si 
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pub trasformare questa secondo integrale in un integrale esteso alla 
ipersuperficie che delimita il volume quadridimensionale all'interno 
del quale sono calcolati i due altri integrali. Quando si fa variare 
I'azione, Ia variazione del secondo integrale e nulla, perche, in base 
al principio di minima azione_ Ia variazione del campo e nulla 
sulla frontiera della regione d'integrazione. Possiamo dunque scri,
vere: 

tJ J R1( -gdQ = 6 J GY -gdQ. 

Abbiamo a primo membro uno scalare; l'espressione a secondo mem
bro e percio pure uno scalare (la grandezza G di per se non e, na
turalmente, uno scalare). 

La grandezza G soddisfa la condizione posta sopra, poiche contiene 
solamente gilt e Ie sue derivate prime. Possiamo dun que scrivere: 

68g = - 1~:k 6 J GY -gdQ= - 1~:k 6 J R Y -gdQ, (93,1) 

dove k e una nuova costante universale. Analogamente a quanto 
e stato fatto nel § 27 per l' azione del campo elettromagnetico, si 
pUG vedere che la cost ante k deve essere positiva (vedi la fine di questa 
paragrafo) . 

La costante k e detta costante gravitazionale. Le dimensioni di 
k si determinano dalla (93,1). L'azione ha Ie dimensioni 
g ·cm2 'S-l1); ponendo che tutte Ie coordinate abbiano la dimen
sione em e che Ie gilt siano adimensionali e, di conseguenza, R abbia 
la dimensione cm-2 , troviamo che k ha dimensioni cm3 .g-1 ·c-2 • 

II suo valore numerico e 
(93,2) 

Notiamo che avremmo potuto porre k uguale all'unita (0 ad un 
altro numero adimensionale). In questa caso, pero, avremmo de
finito 1 'unita di massa2). 

Calcoliamo infine la grandezza G nella (93,1). Dall'espressione 
(92,7) per Rilt si ottiene: 

Y -gR= V _ggikRik = 

_ l/-g {gik ar~k gik ar~1 +gtkr! rm gikr'!1rl} - r - ---a;l- a;;;- ,It 1m - tl km 

1) Con la lettera g si indica qui l'unita di massa equivalente al grammo; la 
lettera s signifiea seeondi. 

2) Se si pone k = c2, la massa e misurata aHora in em, e si ha 1 em = 
= 1,35.1028 g. 

b luogo della grandezza k, si usa tal volta 
8nk x=-- = 1,86.10-27 cm.g-1, 
c2 

ehe si ebiama eostante gravitazionale di Einstein. 
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Per i primi due termini a secondo membro abbiamo: 

,/- ." or~" a 1r-·" I I a 1r--·" y _ggt __ =_ (y _ggt ri,,)-rik _ (y _gg1 ), 
ox l oxl ox l 

,r-- ill or~1 a ,r-- ill I I a --. 
y -gg 0;;;-= ax" (y -gg ril)-ril axil. (V _ggt"). 

Trascurando Ie derivate totali, troviamo: 

V -gG= rf'm _0_ (V _ggill.)_r~,,_o_ (V _ggik)_ 
ox" oxl 

- (rYz'rkm - r!"rrm) gill. V - g. 
Le formule (86,5-8) ci permettono di stabilire che i primi due 
termini a secondo membro sono uguali al prod otto di V -g per 

2rl ri mil rm ri III rl rm ill ill lmg - im IIlg - ill lmg = 
= gill (2rJnllr/i - r~rfll. - rfll.r~) = 2gill. (rr;rkm - r~"r~) . 

Abbiamo infine: 
(93,3) 

Le grandezze che determinano il campo gravitazionale sono Ie 
componenti del tensore metrico. Percio, nel principio di minima 
azione per un campo gravitazionale sono appunto Ie grandezze gill. 
da far variare. Ma e necessario fare qui la seguente osservazione 
importante. Non possiamo pili affermare che in un campo reale l'in
tegrale dell'azione abbia un minimo (e non semplicemente un 
estremo) rispetto a tutte Ie variazioni possibili di gill' Cio e dovuto 
al fatto che non tutte Ie variazioni di gill corrispondono alIa variazione 
della metrica della spazio-tempo, doe alla variazione reale del campo 
gravitazionale. Le componenti di gill cambiano gia per una semplice 
trasformazione delle coordinate relativa al passaggio da un sistema 
di riferimento ad un altro in uno stesso spazio-tempo. Ogni 
trasformazione delle coordinate di questo genere rappresenta, 
in generale, un insieme di quattro (il numero delle coordinate) 
trasformazioni indipendenti. Per escludere tali cambiamenti delle 
gill, non legati alla variazione della metrica, si possono imporre 
quattro nuove condizioni ed esigere che queste condizioni restino 
soddisfatte nella variazione. Di conseguenza, nella sua applicazione 
al campo gravitazionale il principio di minima azione afferma solo 
che Ie gill si possono vincolare a condizioni restrittive tali che 
I' azione abbia un minimo quando si fanno variare Ie gilll). 

1) Sottolineiamo, peri), che quanto detto non influisce sulla deduzione delle 
equazioni del campo a partire dal principio di minima azione (§ 95). Queste 
equazioni si ottengono gia solo esigendo che l'azione abbia un estremo (annul
lando cioe la sua variazione prima), e non necessariamente un minimo. 
Ne risulta che per stabilire queste equazioni si possono far variare tutte Ie 
componenti di gill indipendentemente. 
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Tenendo conto di queste osservazioni, dimostriamo ora che 
Ia costante gravitazionale deve essere positiva. Partendo dalle 
quattro condizioni restrittive indicate, esigiamo che Ie tre compo
nenti goa si annullinG e che il determinante I ga a I, costituito con 
Ie componenti ga a, sia costante: 

goa = 0, I gal'> 1= costante, 
in virtu dell'ultima di queste condizioni, avremo: 

a agal'> a 
g flifiO = 8xO I ga(3/ = 0. 

Ci interessano qui soltanto i termini nell'espressione dell'integrale 
dell'azione che contengono Ie derivate delle gik rispetto ad X O (vedi 
pag. 98). Un semplice caicolo fatto con la (93,3) mostra che tali 
termini in G sono 

_...!.. oogaflgVO 8ga 'l 8gl'>O 
4 g 8xO 8xO • 

E facile vedere che questa grandezza e definita negativa. Infatti, 
scegliendo un sistema di coordinate spaziali che siano cartesiane 
nel punta dato dello spazio e nell'istante dato di tempo (in modo 
che ga a = gall = - «Sa a), otteniamo: 

_...!.. 00 ( 8gaa )2 
4 g 8xO , 

e poiche gOO = 1/goo > 0, il segno di questa grandezza risuita evi
dente. 

Facendo variare abbastanza rapidamente Ie cost anti gaa con 
il tempo XO (tra i due estremi d'integrazione rispetto a d,x0), si puo 
rend ere la grandezza - G arbitrariamente grande. Se la cost ante k 
fosse negativa, l'azione diminuirebbe all'infinito (prendendo valori 
negativi arbitrariamente grandi) e quindi non potrebbe avere un 
minimo. 

§ 94. Tensore energia-impulso 

Nel § 32 abbiamo ottenuto una regoia generale per il calcolo del 
tensore energia-impulso di ogni sistema fisico la cui azione abbia la 
forma dell'integrale (32,1) nella spazio quadridimensionale. In 
coordinate curvilinee questo integrale deve essere scritto nella 
forma 

(94,1) 

(in coordinate galileiane g = - 1 ed S diventa J A dV dt). L'inte
grazione e fatta in tutto 10 spazio (tridimensionale) e tra due istanti 
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dati, ClOe nella regione infinita dello spazio quadridimensionale 
compresa tra due ipersuperfici. 

Come abbiamo gia indicato nel § 32, il tensore energia-im
pulso definito dalla formula (32,5) non e, in generale, simmetrico 
come dovrebbe esserio. Per renderlo simmetrico, bisogna aggiun
gere all'espressione (32,5) un termine opportunamente scelto 

della forma 0:' 'Ijliklt dove 'Ijlikl = - 'Ijl'k'· 

Indicheremo ora un a1tro procedimento per calco1are il tensore 
energia-impulso che present a il vantaggio di fomire immediata
mente un'espressione simmetrica. 

Passiamo nella (94,1) dalle coordinate xi alle coordinate x" = 
= xi + Si, dove Si sono picco1e. In questa sostituzione, Ie compo
nenti gik si trasformano secondo la legge 

g'ik (x'l) _ glm (Xl) ox'i ox'k = glm (6; + ~i ) (6!a + osl< ) ~ 
- oxl oxm oxl oxm 

~ gill (xl) + gim :;: + g'" ~: • 

II tens ore g'ik e qui funzione di x'l, e il tensore gil< funzione delle 
vecchie coordinate Xl. Perche tutti i termini si esprimano come 
funzioni delle stesse variabili, sviluppiamo Ie g'fl< (Xl + Sl) in serle 
di potenze di Sl. Inoltre, trascurando i termini di ordine superiore 
in Sl, nei termini contenenti S', in luogo di g'f", possiamo scrivere 
gik. Troviamo dunque: 

g'fk (x') = gik (x') _ S' ogil< + gil OSk + g'" osj . 
Ox' Ox' Ox' 

E facile vedere, con una verifica diretta, che gli u1timi tre termini 
del secondo membro si possono scrivere come 1a somma Sl;" + s"; i 

delle derivate controvarianti di Si. Cosi, troviamo infine la legge di 
trasformazione di gik nella forma 

g'lk = gil< + 6gik , 6gill = Sf; " + 6"; I. (94,2) 

Abbiamo allora per Ie componenti covarianti: 

gik = gik + 6gik , 6g'k = - k ,,- 61<; I (94,3) 

(in modo che 1a condizione gi/g'kl = 6t sia rispettata sino al 
primo ordine)l). 

Poiche l' azione 8 e uno scalare, essa non varia per una trasfor
mazione delle coordinate. D'a1tra parte, 1a variazione 68 dell'azione 

1) Notiamo che Ie equazioni 
Sl; "+Sk; i ... O 

definiscono Ie trasformazioni infinitesime delle coordinate che non cambiano 
la metrica. Esse sono dette equaziont dt Killtng. 

23· 
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per trasformazione delle coordinate puo essere scritta nella 
forma seguente. Supponiamo che, come nel § 32, Ie q esprimano Ie 
grandezze che determinano un sistema fisico la cui azione e 8. Per 
trasformazione delle coordinate Ie grandezze q variano di 6q. 
Calcolando 68, si puo pero fare a meno dei termini legati aIle 
variazioni delle q. Tutti questi termini si eliminano infatti recipro
camente in virtu delle « equazioni del moto » del sistema fisico, per
che queste equazioni si ottengono appunto annullando la variazione 
di S rispetto alle grandezze q. E sufficiente dunque scrivere sol
tanto i termini legati alla variazione delle gik' Utilizzando, come 
al solito, il teorema di Gauss e ponendo sulla frontiera d'integrazione 
6gik = 0, troviamo 68 nella formal) 

6S =+ i { ov=gA 
6g

ik + oV-gA ogik } 6-- dQ= 
ogik ogik oxl 

0--
oxl 

=+ i { oV-gA a a v=< A } ~gik dQ. 
ogik ox l og,k 

0--
oxl 

Ponendo 

1. -V- a -v=-g A a oV-gA (94,4) "2 -gTik= 
ogih ax! ogik a--

ax! 

B8 assume la forma2) 

68=- Tik{jg' -gdQ= -- T 6gik -gdQ 1 J 'k V- 1 J ik V-
2c 2c 

(94,5) 

(notiamo che gih{jg!k = - glk6giR ,e, di conseguenza, T ih6gik = 
~ k = - TikBg'). Sostituendo qui a Bg' l'espressione (94,2), otteniamo, 

1) E necessario sottolineare che la notazione introdotta qui per Ie derivate 
rispetto alle componenti del tensore simmetrico gik ha, in un certo senso, un 
carattere simbolico. Pill precisamente, Ie derivate oFlogik (F e funzione di gik) 

hanno senso nella misura in cui esprimono il fatto che dF = !F dgik. 
ugik 

Tuttavia, nella somma :::oaF dgik i termini contenenti i differenziali dgih di 
ugik 

ciascuna componente con i =1= k entrano due volte. Di conseguenza, se avessimo 
derivato un'espressione concreta F rispetto ad una componente determinata gik 
con i =1= k, avremmo ottenuto due volte cio che indichiamo con of/ogih , 
E necessario tener conto di questa osservazione quando si attribuiscono valori 
determinati agli indici i, k nelle formule contenenti Ie derivate rispetto aIle gih' 

2) Nel caso considerato, Ie dieci grandezze {Jgik non sono indipendenti in 
quanto derivano da una trasformazione delle coordinate, che sono in tutto 
quattro. Percio, l'uguaglianza 68 = 0 non significa affatto che Tik = Of 
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tenendo conto della simmetria del tensore Til .. : 

68= ic J Tik(Si;k+Sk;i)Y -gdQ=+ J TtkSi;kY -gdQ. 

Trasformiamo ora questa espressione nel seguente modo: 
1 r k· -V- 1 k . .. r-68 =7 J (TiSt);k -gdQ-7 Ti;kSt Y -gdQ. (94,6) 

11 primo integrale puC! essere scritto con l' aiuto della (86,9) nella 
forma 

1 r a ,f- k . c J axk (y -gTiSt)dQ 

e trasformato in integrale di ipersuperficie. Poiche suIle frontiere 
d'integrazione Ie Si sono nulle, questa integrale e nullo. 

Troviamo dunque, annullando 68: 

68 = -+ J TtkSiV -gdQ=O. 

Poiche Ie Si sono arbitrarie, ne segue che 

T~; k = O. (94,7) 

Confrontando questa equazione con l'equazione (32,4) fJTiklfJxk = 0 
ottenuta in coordinate galileiane, vediamo che il tensore Tik, defi
nita dalla formula (94,4), deve essere identificato con il tensore 
energia-impulso, a meno di un fattore costante. E facile verifi
care, applicando, per esempio, la formula (94,4) al campo elettro
magnetico dove 

A 1 F Fik 1 F F il..km 
= - 16n ik = - 16n ik lmg is , 

che questo fattore e uguale all'unita. 
La formula (94,4) permette quindi di calcolare il tensore ener

gia-impulso derivando A rispetto aIle componenti del tensore metrico 
(ed aIle loro derivate). Inoltre, il tensore Tik si ottiene direttamente 
in forma esplicitamente simmetrica. La formula (94,4) e comoda 
per il calcolo del tensore energia-impulso non soltanto in presenza 
di un campo gravitazionale, ma anche in assenza di tale campo, 
allorche il tensore metrico non ha un senso intrinseco e il passaggio 
a coordinate curvilinee e fatto formalmente, come una tappa inter
media per il calcolo di Tik' 

L'espressione (33,1) del tensore energia-impulso del campo elet
tromagnetico deve essere scritta in coordinate curvilinee nella 
forma 

(94,8) 
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Per quanto concerne i corpi macroscopici, il tensore energia
impulso e lcfr.la (35,2)1: 

T'k = (p + e) U,Uk - pg'k' (94,9) 
Notiamo che la componente Too e sempre positiva1): 

Too~O (94,10) 

(la componente mista T~ non ha, in generale, un segno determinato). 

PROBLEMA 

Studiare casi possibili di riduzione a forma canonica di un tensore sim
metrico di rango due. 

Soluzione. Ridurre un tensore simmetrico Aik agli assi principali vuol dire 
trovare gli «autovettori, ni per i quali si lia 

Aiknk = An,. (1) 

I corrispondenti valori principali A si ottengono rispettivamente 
dell'equazione di quarto grado: 

I Aik -1.gik 1=0 

come radici 

(2) 

e sono gli invarianti del tensore. Sia Ie grandezze A., sia i loro autovettorl 
possono essere complessi. (e sottinteso che Ie componenti del tensore Aik so no 
reali). 

Partendo dalle equazioni (1) e facile mostrare che i due vettori n~lI ed 
",(I), corrispondenti a due differenti valori 1.(1) e 1.(8" sono ortogonali: 

,,<p,,(2)i = O. (3) 

In particolare, se l'equazione (2) ha radici complesse coniugate A e A.. alIe quali 
corrispondono i vettori complessi coniugati n, ed nt, si deve avere allora 

",ni·=O. (4) 

II tensore A ik si esprime mediante i suoi autovalori e gli autovettori me
diante la formula 

A '" , ",nk Ik=..:::J"'-
nzni 

(5) 

(a condizione che almeno una delle grandezze nznz non sia nulla; vedi in segllito). 
A seconda dill carattere delle radici dell'equazione (2) possono aver luogo 

tre casi: 
I) Tutti i quattro valori principali A sono reali. Sono reali anche i vettori ni. 

Poiche quest'ultimi sono mutuamente ortogonali, tre di essi debbono avere 
una direzione spaziale ed uno quella temporale (possiamo normalizzarle 

1) Abbiamo infatti Too = eu~ + p (u~-goo). II primo termine e eviden
temente positivo. Nel secondo termine scriviamo invece: 

g dzO+g dza. 
Uo=goouO+goa.ua.= 00 ds Oa. 

e dopo una semplice trasformazione otteniamo gooP (dl/ds)', dove dl e l'elemento 
di dlstanza sJlaziale (84,6); ne risulta che il secondo termine in Too e pure posi
tivo. £ facile verificare questo anche per il tensore (94,8). 
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rispettivamente con Ie condizioni nznZ F= -1 ad nznz = 1). Prendendo per 
direzioni degli assi coordinati Ie direzioni di questi vettori, it tensore si riduce 
alIa forma 

(
~(O) 

Aik= o 
o 

o 0 
-A(i) 0 

o -1..(2) 

o 0 

o ) o 
o . 

-1..(3) 

(6) 

II) L 'equazione (2) ha due radici reali (1..(2), 1..(8» e due radici complesse 
coniugate (A' ± iA'I). Scriviamo i vettori complessi coniugati ni ed nT, corri
spondenti alle due ultime radici, nella forma ai ± ibi; poiche essi sono deter
minati soltanto a meno di un fattore complesso arbitrario, si possono nor
malizzare con la condizione nini = nTni * = 1. Tenendo conto anche della (4). 
troviamo per i vettori reaH at> bi Ie condizioni: 

aiai + bibi = 0, aibi = 0, aiai - bibi = 1, 
da cui a,ai = 1/2, b,b i = -1/2, cioe uno di guesti vettori e temporale e l'altro 
spaziale 1). Orientando gli assi coordinati lungo i vettori ai, bi , n(l)i, n(8)1, 

nduciamo il tensore £in base ana (5)) alIa forma 

A" 
-A' 

o 
o 

o 
o 

-1..(2) 

o 

(7) 

III) Se il quadrato di uno dei vettori nO e nullo (nznZ = 0), questo vettore 
non puo essere scelto come direzione di un asse coordinato. Si puo, tuttavia, sce
gliere uno dei piani xoxa. in maniera tale che in esso giaccia il vettore nl. Sup po
niamo che tale piano sia x°xl. Risuita allora dalla condizione nznZ = 0 che 
nO = n1, e dalle equazioni (1) si ha: 

donde 
Aoo+Aoi=A, AiO+AU= -A, 

Aoo=A+,.... Att = -A+J4, AOi= -J4. 

dove Jl e una grandezza non invariante che cambia per rotazioni nel piano x°xl; 
si puo sempre renderia reale con una rotazione opvortuna. Orientando gli assi 
xl, :r;8 lungo gli altri due vettori (spaziali) n(l)i, n(~)i, riduciamo il tensore aHa 
forma 

Aik=('+{ -A:" -L ~). 
o 0 0 -1..(3) 

(8) 

Questo caso corrisponde all'uguaglianza di due radici (},(O), },(1» dell 'equazione (2). 
Notiamo che per il tensore fisico energia-impulso T'k di un sistema materiaIe 

che si muove a velocita minori della velocita della Iuce puo verificarsi solo il 
primo caso; cio e dovuto al fatto che ci deve essere un tale sistema di riferimento 

1) Poiche soltanto uno dei vettori puo essere tem~rale, ne risulta che 
l'equazione (2) non puo avere due coppie di radici complesse coniugate. 



360 CAPITOLO XI 

dove il flusso di energia del sistema, cioe Ie .componenti Tao, e nullo. Per 
quanto concerne il tensore energia-impulso delle onde elettromagnetiche, ha 
luogo il terzo caso con A, = 1..(2) = 1..(3) = 0 (vedi pag. 115); si puo dimostrare 
che se COS! non fosse ci sarebbe un sistema di riferimento dove il flusso di 
energia sarebbe maggiore del prodotto della densita di energia per c. 

§ 95. Equazioni di Einstein 

Possiamo passare ora alIa deduzione delle equazioni del campo 
gravitazionale. Queste equazioni si ricavano dal principio di 
minima azione 6 (8m + 8 g = 0), dove 8 g ed 8 m rappresentano rispetti
vamente I'azione del campo gravitazionale e della materia. Facciamo 
variare il campo gravitazionale, doe Ie grandezze gil .. 

La variazione di 68 g e data da: 

65 R V -gdQ=6 5 gikRik V -gdQ= 

= J (Rik V _g6gik+Rikgik{jV _g+gikV -g{jRik)dQ. 

Sostituendovi, tenendo conto della (86,4), 

{j V - g = - 1 6g = _i.. V - g gik{jgik, 
2V-g 2 

troviamo: 

{j 5 RV -gdQ= 

= 5 (Rik -fgikR )6lhV -gdQ+ 5 lk{jRih V -gdQ. (95,1) 

Per calcolare 6R ih , notiamo che, sebbene Ie grandezze ql non 
costituiscano un tensore, Ie loro variazioni {jr~l sono un 
tensore. Infatti, r~IAkdxl e la. variazione di un vettore per tra
sporto parallelo [vedi la (85,5)] da un punto P in un altro punto 
infinitamente vicino P'. Ne risult~ che 6r~IAhdx' e la differenza 
tra due vettori ottenuti per trasporto parallelo (rispettivamente 
aIle r~, non variate e variate) dal punto P nello stesso punto P'. 
Poiche Ia differenza di due vettori nella stesso punto e un vettore, 
segue che 6q, e un tensore. 

Ricorriamo ad un sistema di coordinate localmente geodetiche. 
Allora, in questa punto tutte Ie f1, sono nulle. Servendoci dell' espres
sione (92,7) di Rik, otteniamo (tenendo presente che ora Ie derivate 
prime di gih sono nulle): 

gih6Rik = gik {_a_ {jrfh __ a_ {jr~l} = 
axl axh 

_ ih _a_ {jr! _ il _a_ {jr1! _ awl 
- g axl lh g axl lh - axl ' 
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dove 
WI = gik6r~k - gil6r~k' 

Poiche Wi e un vettore, possiamo scrivere la relazione ottenuta in un 
sistema arbitrario di coordinate nella forma 

gik6Rik = F. _8_ (11 _gw1) 
-g axl 

[sostituendo owllaxl con W~I ed utilizzando la (86,9)1. Di conseguenza, 
il secondo integrale del secondo membro nella (95,1) e 

r gik6R ik V _ g dQ = r a y=g wi dQ 
J J axl 

e, secondo il teorema di Gauss, puo essere trasformato in un integrale 
di Wi sulla ipersuperficie che l'acchiude tutto il 4-volume. Questo 
termine pero scompare, perche la variazione del campo agli estremi 
d'integrazione e nulla. La variazione 68 g e dunque1) 

c
3 r ( 1 ) 'kV-68g = - 16nk J Rik-TgikR 6g' -gdQ. (95,2) 

Notiamo cheseavessimoassunto come azione del campo l'espres
sione 

c3 r V-8 g =-"""I"6nk J G -gdQ 

avremmo ottenuto, come e facile vedere, 

68 = __ C3_~ {a(G y=g) __ a_ a(G y=g)} 6 ikdQ. 
g 16nk agik axl agik g 

8--
axl 

Confrontando questa espressione con la (95,2), troviamo la seguente 
relazione: 

'k 2 g,k - -v=g agik 8x l 
R. _~ . R- 1 {8(Gy=g) __ a_ 8(G "\leg) }. 

8gik 
8--

8xl 

(95,3) 

1) Notiamo qui la seguente circostanza curiosa. Se si calcolasse la varia

zione 6) RY -gdQ [con Rik ricavato dalla (92,7)], considerando Ie r~l come 

variabili indipendenti e Ie gik come costanti e se si applicassero in seguito Ie 
espressioni (86,3) delle r~l' si otterrebbe, come e facile vedere, identicamente 
zero. Viceversa, si potrebbe determinare il legame tra Ie r: l e il tensore 
metrico, chiedendo I'annullamento di questa variazione. 
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La variazione dell'azione della materia, in base alla (94,5), si 
puo scrivere 

(95,4) 

dove Ttfl. e il tensore di energia-impulso della materia (compreso 
il campo elettromagnetico). L'interazione gravitazionale entra in 
gioco solamente per corpi di massa sufficientemente grande (per il 
fatto che la costante gravitazionale e piccola). Per questa nella 
studio del campo gravitazionale si ha a che fare in generale con 
corpi macroscopici. Ne risulta che per Ttfl. bisogna usare di solito 
l'espressione (94,9). 

Dal principio di minima azione 6Sm + 6S g = 0 deduciamo 
quindi: 

c
3 J ( 1 8nk) Ok V---- Rtk--gikR---Tik 6g1 -gdQ=O 1~k 2 ~ , 

donde, tenendo conto che Ie 6gik sono arbitrarie, 

R 1 8nk 
tfl.-Tgifl.R=crTifl., (95,5) 

oppure, per Ie componenti miste, 

R7 - -} <'5~ R = 8~k 1'~ ° (95,6) 

Queste sono Ie equazioni del campo gravitazionale, equazioni fonda
me.ntali della relativita generale. dette anche equazioni di Einstein. 

Contraendo gli indici i e k nella (95,6), troviamo: 

(95,7) 

(T = Tt). Ne risulta che Ie equazioni del campo si possono scrivere 
anche nella forma 

(95,8) 

Le equazioni di Einstein non sono lineari. Percio il principio di 
sovrapposizione non e valida per i campi gravitazionali. Questo prin
cipio e valido soltanto in modo approssimato per campi gravitazio
nali deboli dove Ie equazioni di Einstein possono essere lineari 
(tali sono, in particolare, i campi gravitazionali nel limite classico, 
newtoniano; vedi § 99); 
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In uno spazio vuoto si ha Till. = 0, e Ie equazioni del campo gra
vitazionale si riducono alle equazioni 

Rill. = O. (95,9) 

Ricordiamo che cio non significa affatto che uno spazio-tempo vuoto 
sia piatto: per affermare questa e necessaria una condizione pili 
forte e cioe R ill. 1m = o. 

II tensore energia-impulso del campo elettromagnetico possiede 
la proprieta che Tl = 0 [vedi (33,2)1. Ne risulta, tenendo conto della 
(95,7) che in presenza del solo campo elettromagnetico, senza massa 
alcuna, la curvatura scalare dello spazio-tempo e nulla. 

Come sappiamo, la divergenza del tens ore di energia-impuiso 
e nulla: 

Tf; 11.=0. (95,10) 

Di conseguenza, deve essere nulla anche la divergenza del primo 
membro dell'equazione (95,6). Cio segue direttamente dall'identita 
(92,10). 

In tal modo, Ie equazioni (95,10) sono contenute, di fatto, nelle 
equazioni di campo (95,6). D'altra parte, Ie equazioni (95,10), espri
mendo Ie leggi di conservazione dell'energia e dell'impulso, con
tengono in se Ie equazioni del mota del sistema fisico al quale si 
riferisce il tensore energia-impulso considerato (cioe Ie equazioni 
del mota delle particelle materiali 0 la second a coppia di equazioni 
di MaxweJl). Quindi, Ie equazioni del campo gravitazionale conten
gono in se anche Ie equazioni della materia stessa che genera questa 
campo. Ne risulta che la distribuzione e il moto della materia che 
genera il campo gravitazionale non possono essere dati arbitraria
mente. Al contrario, essi debbono essere determinati (risolvendo Ie 
equazioni del campo per condizioni iniziali date) contemporanea
mente al campo stesso creato da questa materia. 

Sottolineiamo Ia differenza di fondo tra questa situazione e quella 
che abbiamo avuto per il campo elettromagnetico. Le equazioni 
di questo campo (equazioni di Maxwell) contengono solamente l'equa
zione di conservazione della carica totale (equazione di continuita), 
ma non Ie equazioni del mota delle cariche stesse. Di conseguenza, 
la distribuzione e il mota delle cariche possono essere dati arbitra
riamente, purche Ia carica totale resti costante. Questa distribuzione 
data delle cariche determina allora, mediante Ie equazioni di Max
well, il campo elettromagnetico da esse creato. 

Bisogna tuttavia precisare che, per determinare completamente 
la distribuzione e il mota della materia in un campo gravitazionale, 
si deve aggiungere aIle equazioni di Einstein I 'equazione di 
stato della materia (non contenuta nelle equazioni del campo), 
cioe un 'equazione che lega la pressione e la densita. Questa 
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equaziQne deve essere data contemporaneamente aIle equazioni 
del campo 1). 

Sulle quattro coordinate Xi si pUG operare una trasformazione 
arbitraria. Questa trasformazione permette di scegliere arbitraria
mente quattro tra Ie dieci componenti del tensore gik' Souo percio 
indipendenti soltanto' sei grandezz~ gil .. Inoltre, Ie quattro compo
nenti del quadrivettore velocita u\ che entrano nel tensore ener
gia-impulso, sono legate daIla relazione UiUi = 1, in modo che 
solo tre di esse sono indipendenti. Di conseguenza, ci sono, come 
era Iogico da aspettarsi, dieci equazioni del campo (95,5) per diec~ 
grandezze incognite: sei componenti di gik, tre componenti di ut 

e la densita della materia e/c2 (ola sua pressione p). Per un 
campo gravitazionale nel vuoto restano solamente sei grandezze 
incognite (Ie componenti di gik), e diminuisce rispettivamente il 
numero delle equazioni indipendenti del campo: Ie dieci equazioni 
Rik = 0 sono legate dalle quattro identita (92,10). 

Notiamo qualche particolarita strutturale delle equazioni di 
Einstein. Esse rappresentano un sistema di equazioni differenziali 
alle derivate parziali del secondo ordine. Tuttavia, delle equazioni 
non fanno parte Ie derivate rispetto al tempo di tutte e 10 Ie compo
nenti di gik' Infatti, dall'espressione (92,1) risulta che Ie derivate se
conde rispetto al tempo sono contenute s.oItanto nelle componenti 

Roa.o~ del tensore di curvatura mediante il termine - ~ g~~ (iJ 

punto significa derivazione rispetto ad Xo); quanto aIle derivate 
seconde delle component! goa. e goo del tensore metrico, esse sono 
completamente assenti. E chiaro dunque che il tensore R ik , ottenuto 
per contrazione dal tensore di curvatura, e con esso anche Ie equa
zioni (95,5) contengono Ie derivate seconde rispetto al tempo soItanto 
di sei componenti spaziali ga.~' 

E facile anche vedere che queste derivate entrano soItanto nelle 
equazioni 

(95,11) 

Per quanto concerne Ie equazioni perle componenti ~ e ~, cioe 

RO_.!. R = &tk TO 
o 2 c4 0' (95,12) 

esse contengono sol tanto Ie derivate prime rispetto al tempo. E 

1) L 'equazione di stato Iega infatti non due, ma tre grandezze termodina
miche, per esempio Ia pressione, Ia densita e Ia temperatura della materia. 
Nelle applicazioni alla teoria della gravitazione, questa circostanza pera non 
ha, di solito, un'importanza sostanziale, percM Ie equazioni di stato appros
simate utilizzate qui non dipendono dana temperatura (tali sono, per esempio, 
Ie equazioni p = 0 per una materia rarefatta, I'equazione uitrarelativistica 
p = e/3 per una materia fortemente compressa, ecc.). 
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facile verificarlo osseruando che nella costruzione delle grandezze 

R~ ed Rg - ~ R = i (Rg - R~), dedotte da Riklm per contra
'zione, Ie componenti tipo Roa.o/3 non figurano. Cii> risulta pili 
·chiaramente dall'identita (92,10), scritta nella forma 

( R? -...!.. 6~R) = - ( Rf - .!.. 6f R) 2;0 2;a 
(95,13) 

(i = 0, 1, 2, 3). Le derivate di ordine pili elevato rispetto al tempo, 
contenute nel seconuo membro di questa uguaglianza, sono Ie derivate 
seconde (che entrano nelle grandezze R~, R). Poiche Ia (95,13) e 
un'identita, ne segue che iI primo membro deve pure contenere Ie 
deri vate rispetto al tempo non superiori al secondo ordine. Una deriva
zione rispetto al tempo e pera gia presente in esso in modo esplicito; 

di conseguenza, Ie espressioni stesse R~ - ~ 6~R possono contenere 

Ie derivate rispetto al tempo non superiori al primo ordine. 
Inoltre, i primi membri delle equazioni (95,12) non contengono .. . 

neppure-Ie derivate prime goa. e goo (bens! solo Ie ga.(3)' Infatti, 
tra tutte Ie r i kl queste derivate contengono soltanto Ie r a.,oo 
e r 0.00, e quest. 'ultime grandezze entrano, a Ioro volta, soltanto 
nelle componenti del tensore di curvatura tipo R oa.o/3, Ie quali, 
come gia sappiamo, non sono presendi nei primi membri delle 
equazioni (95,12). 

Se ci interessa Ia soluzione delle equazioni di Einstein per con
dizioni iniziali date (rispetto al tempo), sorge naturale Ia domanda: 
per quante grandezze si possono dare arbitrariamente Ie distribuzioni 
spaziali iniziali? 

Le condizioni iniziali delle equazioni del secondo ordine deb bono 
comprendere Ie distribuzioni iniziali sia delle grandezze stesse da 
derivare che delle Ioro deri'vate prime rispetto al tempo. Tuttavia, 
poiche nel dato caso Ie ~quazioni contengono Ie derivate seconde 
soltanto di sei ga./3, ne s~gue che non si possono dare arbitraria-

mente tutte Ie gill. e gill. nelle condizioni iniziali. Dunque, si 
possono dare (oltre alIa velocita e Ia densita della materia) i valori . 
iniziali delle funzioni ga.(3 e ga/3, e quindi, a partire dalle 4 equazioni 
(95,12) si determinano i valori iniziali ammissibili gOa e goo; nelle 

equazioni (95,11) rimangono ancora i valori iniziali arbitrari goa.' 
II numero delle condizioni iniziali COSl date contiene peri> anche 

funzioni il cui carattere arbitrario e dovuto semplicemente alIa 
scelta arbitraria del 4-sistema di coordinate. Tuttavia, ha un signi
ficato reale fisico solo il numero di funzioni arbitrarie « fisicamente 
differenti » che non pui> ormai essere ridotto mediante la scelta del 
sistema di riferimento. Da considerazioni fisiche si vede facilmente 
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che questa numero e uguale a 8: Ie condizioni iniziali debbono dare 
la distribuzione della densita della materia e di tre componenti 
della sua velocita, nonche ancora di quattro grandezze che defini
scono il campo gravitazionale libero (non legato alla materia) (vedi 
pili avanti § 107); Ie condizioni iniziali di un campo gravitazionale 
libero nel vuoto debbono dare soltanto Ie ultime quattro grandezze. 

PROBLEMA 

Scrivere Ie equazioni di un campo gravitazionale costante esprimendo tutte 
Ie operazioni di derivazione rispetto aIle coordinate spaziali sotto forma di 
derivate covarianti ne110 spazio di metrica 'Vall (84,7). 

Soluzione. Introduciamo Ie notazioni goo = h, gOa = -hga (88,H) e la 
velocita tridimensionale va. (88,10). In seguito, tutte Ie operazioni di innalzamen
to e di abbassamento degli indici e di derivazione covariante so no relative a110 
spazio tridimensionale di metrica 'Vall sui vettori tridimensionali ga' va. e sullo 
sealare tridimensionale h. 

Le equazioni cercate debbono essere invarianti nella trasformazione 

xa. __ xa., xO -+ xo+ I (xa.), (1) 

la quale conserva la pro prieta del campo di essere stazionario. Data una tale 
trasformazione, e facile vedere che (vedi la nota alla pag. 325) ga -+ ga. - iJ/liixa. 
e che 10 scalare h e il tensore 'V~Il=-gall+hgagll non variano. e dunque chiaro 
che Ie equazioni cercate, una volta espresse mediante 'Va.~' h e gcx.' possono contene
re ga sol tanto in forma di combinazione delle defIvate che dia un tensore 
antisimmetrico tridimensionale: 

iigll aga. 
1a.Il=gll;a.-ga.;P= axa. - axP , (2) 

invariante rispetto a11a trasformazione indicata. Tenendo presente q:uesta cir
costanza, si possono semplificare essenzialmente i calcoli ponendo (dopo aver 
calcolate tutte Ie derivate che entrano in Rill.) ga = 0 e ga;1l + gll;a. = 0 1). 

I simboli di Christoffel sono: 

r a. -.!.. h; a. 
00- 2 ' 

r a. _ 1 h PI a. h 0; 1 .0; 
0;0 -2h"h;a.+T g a.1l+···, r op =2 Ip -2 gil'" , 

o 1 ( aga agll ) 1 V 
ro;p= -T axP + axO; -2h (go"'; p+glJh; o;)+g'l'~a.p+".' 

r~'I'=A.~'I'- ~ (gll/..,a.+g'l'/Ila.) + ... 

1) Per evitare possibili ambiguita, sottolineiamo che il procedimento esposto 
per semplificare i calcoli, pur fornendo Ie giuste equazioni del campo, sarebbe 
madeguato per il calcolo delle componenti del tensore Rill. come tali, perch8 
esse non sono invarianti rispetto aHa trasformazione (1). I primi membri delle 
equazioni (3), (4), (5) contengono Ie componenti del tensore di Ricci alIe quali 
sono effettivamente uguali Ie espressioni scritte. Queste componenti sono inva
rianti rispetto alla trasformazione (1). 
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I termini omessi (sostituiti qui con puntini di sospensione) sono quadratici 
rispetto alle componenti del vettore ga': questi termini si annullano allorche 
poniamo, fatte derivazioni in Rill (92,7), ga = O. I calcoli sono fatti utiliz
zando Ie formule (84,9), (84,12) e (84,13); A6v sono i simboli di Christoffel tridi, 
mensionali costruiti con la metrica 'Yap. 

II tensore Till e calcolato secondo la formula (94,9) con u i ricavate daHa 
(88,14) (ponendo semJ>re ga = 0). 

Dopo tutti i calcoli necessari dalla (95,8) si deducono Ie seguenti equazioni: 

(3) 

(4) 

(5) 

Qui pall e un tensore tridimensionale costruito con Ie Yap, esattamente come 
Rill e formato con Ie gill1). 

§ 96. Pseudotensore energia-impulso 
del campo gravitazionale 

In ass~nza di un campo gravitazionale la legge di conservazione 
dell 'energia e dell'impulso della materia (e del campo elettro
magnetico) e espressa dall'equazione 

aTililaxli = O. 

La generalizzazione di questa equazione al caso in cui e presente 
un campo gravitazionale e rappresentata dall'equazione (94,7) 

(96,1) 

1) Analogamente, Ie equazioni di Einstein possono essere scritte anche ne) 
caso generale di una metrica che dipende dal tempo. Esse avranno allora, accanto 
aile derivate spaziali, anche Ie derivate rispetto al tempo delle grandezze 
'\'a , g~, h. Vedi A. L. Zelmanov Atti (Doklady) delI'Accademia delle Scienze 
dell 'UHSS 107, 815 (1956). 
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Tuttavia questa equazione non esprime nessuna legge di conserva
zione di grandezze fisiche1). Cio e dovuto al fatto che in un campo 
gravitazionale si deve conservare non il 4-impulso della sola mate
ria, ma il 4-impulso della materia e del campo gravitazionale; 
quest'ultimo non e contenuto nell'espressione di T~. 

Per determinare il 4-impulso conservativo totale del campo gra
vitazionale e della materia che in esso si trova, procederemo come 
segue (L. D. Landau, E. M. Lifsic, 1947)2). Scegliamo un sistema 
di coordinate in maniera tale da annulIare, in un punto dato 
dello spazio-tempo, tutte Ie derivate prime di gilt rispetto aIle 
coordinate (Ie gilt non debbono avere necessariamente valori 
galileiani). AHora, in questo punto, il secondo termine dell 'equa
zione (96,1) si annulla, e nel primo termine si puo quindi portare 
V -g fuori dal segno di derivazione, in modo che alla fine rest a 

_o_TR:-O 
OX It t - , 

0, in componenti controvarianti, 
_0_ Tilt=O. 
ox It 

Le grandezze Tilt, che soddisfano identicamente questa equazione, 
si possono scrivere nella forma 

Tilt = _0_ T)iltl 
ox l ' 

dove T) ikl sono grandezze antisimmetriche rispetto agli indici k, l: 
T)ikl = _T)ilk. 

II. procedimento per ridurre di fatto Tik a ques.ta forma non e diffi
cHe. A questo scopo, partiamo dalle equazioni di campo 

Tilt=~ (Rih._~ giltR) 
8nk 2 ' 

1) In effetti, l'integrale i T~V - g dSIt si conserva soltanto se e valida 

V-It 
la condizione 0 o-;,.g Ti = 0, e non la (96,1). E facile verificare questo facendo 

in coordinate curvilinee gli stessi calcoli, che sono stati fatti in coordinate 
galileiane nel § 29. E comunque sufficiente notare che questi calcoli hanno un 
carattere puramente formale, non legato alle proprieta tensoriali delle rispettive 
grandezze, COSt come la dimostrazione del teorema di Gauss ha in coordinate 
curvilinee la stessa forma (83,17) che in coordinate cartesiane. 

2) Si potrebbe pensare di applicare al campo gravitazionale la formula (94,4), 
sostituendo in essa A = -c4G/16nk. Sottolineiamo, pero, che questa formula 
si riferisce solamente ai sistemi fisici descritti dalle grandezze q, differenti 
dalle gilt; essa non e dunque applicabile al campo gravitazionale definito dalle 
grandezze gilt come tali. Notiamo, a questo proposito, che sostituendo nella 
(94,4) G con A, si otterrebbe semplicemente zero, come do risulta direttamente 
dalla relazione (95,3) e dalle equazioni del campo nel vuoto. 
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mentre per Ril!. secondo la·(92,1) abbiamo: 

Rill. =.!. im..kp 'n { olgZp + 02gmn 
2 g IS g oxm oxn ox' ozP 

(ricordiamo che tutte Ie nl!. nel punto considerato sono nulle. Dopo 
semplici trasformazioni, i1 tensore Til!. puo essere ridotto alIa forma 

Til!. 0 {C4 1 0 ) ( il!. 1m il..km)} 
= ox' 1611k (-g) oxm [( -g g g -g IS ] • 

L'espressione compresa tra parentesi graffe, antisimmetrica 
ri.syetto agli indici k. I, rappresenta cio che abbiamo indicato con 
'1")111.. Poiche Ie derivate prime di gil!. sono nulle nel punta con
siderato, il fattore 11 (-g) puo essere porta to fuori dal segno di 
derivazione f}/f}x'. Introduciamo Ie notazioni 

h ikl = _0_ ,,}klm 
i}xm (96,2) 

(96,3) 

dove Ie grandezze hikl sono antisimmetriche rispetto agli indici k, l: 

Si puo allora scrivere 
i)hil!.l = ( _ g) Til!.. 
oxl 

(96,4) 

Questa relazione, dedotta supponendo f}gik/f}x l = 0, non ha pm 
luogo quando si passa ad un sistema di coordinate arbitrario. Indi-

ohil!.l . 
chiamo la differenza -axr - (-g) r\ che nel caso generale non e 
nulla, con (-g) til!.. Si avra allora, per definizione: 

( _ g) (Till. + til!.) = Ohil!.l • (96,5) 
oxl 

Le grandezze til!. so no simmetriche rispetto agli indici i, k: 

t~=~i. (96,~ 

Questo. segue direttamente da~la loro definizione, poiche sia il ten
sore rl!. che I~ derivate f}h~kl/f}xl sono grandezze simmetriche1). 

Esprimendo rl!. mediante R1R. secondo Ie equazioni di Einstein, 
otteniamo I'identita 

( _ ) {~(Ril!._.!. ikR) +t'I!.} = ohikl 
g 811k 2 g oxl ' (96,7) 

1) £ state per questo cha nell'espressiona di Til!. abbiamo portato (-g) fuori 
dal segno di derivazione rispetto ad xl. Viceversa, Ie ohil!.l/oxl a, di conseguenza, 
til!. non sarabbaro simmetriche rispetto ad i, k. 
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dalla quale si possono t:icavare, do po un calcolo assai laborioso, Ie 
seguenti espressioni di ttk: 

t ik _ e
4 {(2rn rP rn rP _ rn rP ) (gil..km gikgZm) + - 16nk 1m np- Ip mn In mp g-

+ gilgmn (r~pr~n + r~nrfp- r!prfm- r~mr~p) + 
+ iflgmn (r;pr~n + r:nnrfp - r~prrm - r;mr~p) + 

+ gZmgnp (rinr~p- rimr!p)}, (96,8) 

oppure, mediante Ie derivate delle componenti del tensore me
trico: 

Ok e4 { 0 0 k 1 Ok (-g)t' =-- g11< glm _gtl 9 m +_g' gZmgln gPm _ 
16nk • I • m • I • m 2 • p • n 

dove gik = V -gik
, eo la notazione «, i» indica la derivazione 

ordinaria rispetto ad x'. 0 

La proprieta essenziale delle grandezze ttk e che esse nc;m costitui
scono un tensore; cio e evidente gUt dal fatto che Ie 8htkl18xl sono 
derivate ordinarie e non covarianti. Tuttavia, Ie tik si esprimono 
mediante Ie grandezze rll , e quest 'ultime si comportano come un 
tensore per trasformazioni lineari dell~ coordinate (vedi § 85); 
10 stesso si puo quindi 0 dire ~nche delle ttk. Dalla definizione (96,5) 
segue che la somma T1k + ttk soddisfa identicamente Ie equazioni 

(96,10) 

Cio vuol dire che vale la legge di conservazione delle grandezze 

Pi=+ J (_g) (Tik+tik)dSk. (96,11) 

In assenza di un campo gravitazionale, in coordinate galileiane 

si ha tik = 0, e l'integrale scritto sopra diventa : J TikdS k , doe 

iI 4-impulso della materia. Di conseguenza, Ie grandezze (96,11) 
debbono essere identificate con iI 4-impulso totale della materia 
e con il campo gravitazionale. L'insieme delle grandezze tik e 
detto pseudotensore energia-impu[so del campo gravitazionale. 

L'integrazione nella (96,11) puo essere estesa ad ogni ipersu
perficie infinita che racchiude 1 'intero spazio tridimensionale.

o 

Se si prende per tale ipersuperficie XO = costflnte, si puo scrivere pt 
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nella forma di un integrale spaziale triplo: 

pi = + J (-g) (TiD + t iO) dV. (96,12) 

Ha un'importanza essenziale il fatto che il 4-impulso totale della 
materia e del campo si esprima in forma di integrali delle grandez
ze (-g) (Tik + tik) simmetriche rispetto agli indici i, k. Cio signi
fica che si conserva il 4-momento angolare definito come segue 
(vedi § 32)1): 

Mik = J (Xi dpk - xR. dpi) = 

=+ J [Xi (Tkl +tkl) -xk (Til + til)] (-g) dSl• (96,13) 

In tal modo, in relativita genera Ie si conserva anche il momento 
angolare totale di un sistema isolato di gravi ed, inoltre, come 
prima, si pno dare la definizione di centro di massa in moto uni
forme. Quest'ultimo fatto e dovuto alIa conservazione delle compo
nenti MOa (efr. § 14) espressa dall'equazione 

XO J (Tao + tao) ( - g) dV - J xrx. (TOO + tOO) ( - g) dV = costante, 

in modo che Ie coordinate del"tentro di massa sono date dalla for
mula 

xa = ~ xa (TOO + tOO) ( - g) dV 

~ (TOO+t OO) (-g) dV 
(96,14) 

Scegliendo un sistema di coordinate che sia iner~iale nell' ele
men to di volume dato, si possono annullare tutte Ie 'ttk in qualsiasi 

'punto dello spazio-tempo (perche si annullano contemporanea
mente tutte Ie grandezze r~l)' D'altra parte, si possono avere t ik 

.differenti da zero anche in uno spazio piatto, cioe in assenza di un 
campo gravitazionale, ricorrendo semplicemente a coordinate cur
vilinee in luogo di queUe cartesiane. In ogili caso, non ha 

1) Bisogna notare che 1 'espressione ottenuta per il 4-impulso della materia 
e del campo non e affatto l'unica possibile. Al contrario, si possono scegliere 
con infiniti modi (vedi, per esempio, il problema alIa fine di questo paragra
fo) espressioni tali che, in assenza di un campo, si riducono a Tik e 
danno grandezze conservate se integrate in dSk' Tuttavia la nostra scelta e 
1 'unica per cui 10 pseudotensore energia-impulso del campo contenga soltanto 
Ie derivate prime delle gik (condizione assai naturale dal punto di vista 
fisico) ed e 1 'unica per cui esso sia simmetrico, il che permette di formulare 
la Iegge di conservazione del momenta angolare. 

24* 
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senso parlare di una localizzazione determinata dell 'energia del 
campo gravitazionale nello spazio. Se il tensore Tik a nullo in un 
certo punta d'universo, questa proprieta si rivela in ogni sistema 
di coordinate, e si puo allora dire che in questa punta non c'a ne 
materia, ne campo elettromagnetico. Al contrario, dal fatto che 10 
pseudotensore sia nullo in un sistema di riferimento non segue affatto 
che esso sia nullo in un altro sistema di riferimento, e percio non 
ha senso parlare di energia gravitazionale localizzata in una certa 
regione. Cio a in pieno accordo con il fatto che si puo, con una 
scelta adeguata delle coordinate, «annullare» il campo gravi
tazionale nell'elemento di volume dato, ed inoltre, in forza di 
quanto e stato detto sopra, anche 10 pseudotensore t ik in questo 
elemento. 

Quanto aIle grandezze pi - quadrivettore impulso della mate
ria e del campo - esse hanno un significato ben determinato: risulta 
infatti che esse non dipendono dalla scelta del sistema di riferimento 
proprio nel senso richiesto dalle considerazioni d' ordine fisico. 

Delimitiamo attorno aIle masse considerate una regione della 
spazio sufficientemente grande perche si possa trascurare, fuori di 
essa, il campo gravitazionale. Nello spazio-tempo quadridi
mensionale, questa regione descrive un «canale» nel corso del 
tempo. Il campo non esiste al di fuori di questo « canale », cosicche 
10 spazio quadridimensionale a ivi piatto. Ne risulta che nel calcolo 
dell 'energia e dell'impulso del campo bisogna scegliere il sistema 
quadridimensionale di coordinate in modo tale che esso sia galileiano 
al di fuori del « canale» e che tutte Ie tiB siano nulle. 

Naturalmente, il sistema di riferimento non e definito univoca
mente da questa condizione: esso puo essere scelto arbitrariamente 
all'interno del « canale ». In accordo con il significato fisico delle 
grandezze pi risulta pero, che quest'ultime non dipendono assoluta
mente dalla see Ita del sistema di coordinate all'interno del « canale ». 
Consideriamo infatti due sistemi di coordinate che siano differenti 
all'interno del «canale» e coincidenti fuori di esso con uno stesso 
sistema galileiano, e confrontiamo i valori pi e p'i del quadrivettore 
impulso in questi due sistemi in determinati istanti di « tempo» 
XO ed x'o. Introduciamo il terzo sistema di coordinate che coincida 
all'interno del «canale» con il primo sistema alI'istante xO, con 
il secondo sistema all'istante x'o e con 10 stesso sistema galileiano 
fuori del «canale». In base alIa legge di conservazione del
l'energia e delI'impulso, Ie grandezze pi sono costanti (dpi/dxo = 0). 
Cio si verifica nel terzo sistema di coordinate, come pure nei primi 
due. Ne risulta che pi = P'i, come dovevasi dimostrare. 

Abbiamo accennato prima che Ie grandezze t ik sono dotate di pro
prieta tensoriali per trasformazioni lineari delle coordinate. Di 
conseguenza, Ie grandezze pi costituiscono un quadrivettore per 
tali trasformazioni, e in particolare, per Ie trasformazioni di Lorentz 
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ehe trasformano un sistema di riferimento galileiano all'infinito 
in un al tro1). 

II 4-impulso pi puC) essere anche espresso sotto forma di un inte
grale esteso ad unasuperficietridimensionaleall'infinitocheracchiuda 
«tutto 10 spazio». Sostituendo la (96,5) nella (96,11), troviamo: 

pi =~ 5 iJh
ikl 

dS • 
C iJxl k 

Si puC) trasformare questo integrale in un integrale esteso a una 
superficie ordinaria con l'aiuto della (6,17): 

pi =_1_ k. hikl dt:l' (96,15) 
2c 'j' 

Se nella (96,11) si prende per regione d'integrazione la ipersuperficie 
XO = costante, la superficie d'integrazione nella (96,15) e una 
superficie puramente spaziale1): 

Pi=+~hiOadta. (96,16) 

Per dedurre una formula analoga per il momento angolare, sosti
tuiamo la (96,5) nella (96,13) e rappresentiamo hikl nella forma (96,2). 
Integrando poi « per parti )}, troviamo: 

Mik =.!. 5 (Xi iJ2",klmn _xk iJ2",ilmn ) dS = 
c iJxm iJxn iJxm iJxn Z 

= _1_ 5 (Xi iJ",klmn _Xk iJ",ilmn ) 
2c iJxn iJxn dtfm -

_-.!... 5 (6 i a",klmn _ 6k iJ",ilmn ) dS = 
c m iJxn m iJxn I Z 

= 2
1
c J(xihklm-xkhilm)dtrm-+ J iJ!n ('}..klin_')}lkn)dSz• 

Dalla definizione delle grandezze ').. iklm si vede facilmente che 
'}..ilkn_ '}..hlin = '}..ilnk. 

1) Pili rigorosamente parlando, secondo la definizione:(96,11), pi e un quadri
vettore soltanto per trasformazioni lineari e con determinante uguale a 1; tali 
sonoanche Ie trasformazioni di Lorentz, Ie sole a presentare un interesse fisico. 
Se si ammettono anche trasformazioni con determinante differente dall 'unita, 
bisogna allora introdurre nella definizione di pi il valore di g all'infinito, scri-
venda nel primo membro della (96,11) V _gooPi in luogo di pi. 

2) dlhl e l'elemento « normale» della superficie, legato all'elemento 

« tangenziale » dlik mediante la (6,11): dIrk = ~ e;k'mdl'm. Sulla superficie che 

delimita la ipersuperficie perpendicolare all 'asse xO so no differenti da zero solo 
Ie componenti dl'm con 1, m = 1,2,3; di conseguenza, dirk ha solo Ie componenti 
per cui uno dei due indici i eke nullo. Le componenti dlta sono Ie compo
nenti dell'elemento tridimensionale di una superficie ordinaria, che indicheremo 
semplicemente con dla' 
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Dunque l'ultimo integrale avente per elemento d'integrazione dS, 
e uguale a 

..!. r o",ilnk dS = ~ J ')}lnk df* • 
c J oxn I 2c In 

Infine, scegliendo di nuovo una superficie d'integrazione puramente 
spaziale, otteniamo 

Mik = + J (xihkoa -x"h iOa + 'A ioak) df a. (96,17) 

PROBLEMA 

Trovare l'espressione per il4-impulso totale della materia e del campo gravi
tazionale ricorrendo alIa formula (32,5). 

Soluzione. In luogo della (32,1) in coordinate curvilinee si ha 

S = J A V - g dV dt 

e, di conseguenza, per ottenere una grandezza conservativa bisogna sostituire 

nella (32,5) A con A V -g, il 4-impulso assume allora la forma 

1 e J ' .LJ ox' oq(/) 
p. =-.!.. i [-A Y _g t'\~+ '" Oq(~) 0 (y=g A) ] dS,,_ 

0-
ox" 

Applicando questa formula alIa materia per la quale Ie grandezze q<l) sono diffe
renti da gik, si puo portare Y - g fuori dal segno di derivazione, e l'espres
sione integranda risulta uguale a v=gT~, dove T~ e il tensore energia
impulso della materia. Se invece la formula scritta e applicata ad un campo 

gravitazionale, e necessario porre A = -1::k G, e la componenti gik del tensore 

metrico so no Ie grandezze q(/). Percio il 4-impulso totale del campo e della 
materia e 

1 J k, /- c3 J [ Y- k ag 1m a (G "V=g) 1 Pi=- T· v -gdS,,+-- G -gt'\. --- dSk' 
e' 16nk 'axi ag1m 

a-
oxk 

Utilizzando per G la (93,3), si puo ridurre questa espressione aHa forma 

I a(gm"Y-g)]} 
fml . -~ <lS". 

ox' 
II secondo termine tra parentesi graffe e il 4-impulso del campo gravitazionale 
in assenza di materia. L' espressione integrand a non e simmetrica rispetto 
agli indici i e k, e di conseguenza, non permette di formulare la legge di conser
vazione del momento angolare. 
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§ 97. Sistema di riferimento sincrono 

Come gia sappiamo dal § 84, la condizione che permette di sin
cronizzare gli orologi in differenti punti dello spazio consiste nell'an
nullarsi delle componenti goa. del tensore metrico. Se inoltre goo = 1, 
Ia coordinata temporale XO = t rappresenta il tempo proprio in 
ciascun punto della spaziol) . Chiameremo sincrono un sistema di 
riferimento che soddisfa Ie condizioni 

goo = 1, goa. = 0, (97,1) 

L 'elemento d'intervallo in un tale sistema e dato dall 'espressione 
ds2=dt2-1'a~dxadxfl, (97,2) 

dove Ie componenti del tensore della metrica spaziale coincidono 
(a mello del segno) con Ie componenti ga.(3: 

1'a~= -ga.fl· (97,3) 
Nel sistema di riferimento sincrono Ie linee di tempo sono Ie 

geodetiche dello spazio quadridimensionale. lnfatti, il quadrivettore 
u i = dxi/ds, tangente alIa linea d'universo xl, X2, x3 = costante, ha per 
componenti ua = 0, UO = 1 e soddisfa automaticamente Ie equazio
ni delle geodetiche: 

du
i ri k I ri ° --;tS"+ kl U U = 00 = , 

perche, in base aIle condizioni (97,1), i simboli di Christoffel 
r~o' rgo sono identicamente nulli. 

E facile vedere anche ehe queste linee sono normali aIle ipersu
perfici t = cost ante. lnfa.tti, il quadrivettore nermale ad una tale 
ipersuperficie ni = at/ax' ha per componenti covarianti na. = 0, 
no = 1. Le componenti controvarianti, tenendo conto delle condi
zioni (97,1), sono rispettivamente na.. = 0, nO = 1, cioe coincidono 
con Ie componenti del quadrivettore u\ tangenti aIle !inee di tempo. 

Viceversa, si puo ricorrere a queste pro prieta per la costru
zione geometrica di un sistema di riferimento sincrono in ogni spazio
tempo. A questo scopo, seegliamo per superficie iniziale una iper
superficie del denere spazio, cioe una ipersuperficie la cui 
normale in ogni punto abbia la direzione temporale (giaccia cioe 
all'interno del cono di luee con vertice in questo punto); tutti gli 
elementi d 'intervallo su una tale ipersuperficie sono del genere spazio. 
Costruiamo quindi la famiglia di !inee geodetiche normali a questa 
ipersnperficie. Assumendo ora queste linee geodetiche come linee 
coordinate del tempo, prendendo come la coordinata temporale t la 
lunghezza s della geodetica calcolata a partire dalla ipersuperficie 
iniziale, si ottiene un sistema di riferimento sincrono. 

1) In questo paragrafo poniamo c = 1. 
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E chiaro che tale costruzione, e quindi la seelta di un siste
ma di riferimento sinerono, sono sempre possibili. Questa 
scelta non e ancora univoca. La metrica (97,2) ammette qual
siasi trasformazione delle coordinate spaziali ehe lasci invariato il 
tempo, cosa ehe corrisponde all 'arbitrio nella scelta della ipersu
perficie iniziale nella eostruzione geometrica indicata. 

Analitieamente, la trasformazione che permette di passare ad 
un sistema di riferimento sinerono puo essere realizzata, in linea 
di principio, per mezzo dell 'equazione di Hamilton-Jacobi. Questo 
metodo e basato suI fatto che Ie traiettorie di una particella in un 
campo gravitazionale sono esattamente linee geodetiche. 

L'equazione di Hamilton-Jacobi per una particella (di massa 
uguale all 'unita) in un campo gravitazionale si scrive 

(97,4) 

(abbiamo indicato qui l' azione con T). II suo integrale totale ha la 
forma 

(97,5) 

dove f e una funzione delle quattro coordinate xi e di tre parametri 
~ct; consideriamo la quart a cost ante A come una funzione arbitraria 
delle tre 6ct. Da questa rappresentazione di T si possono ottenere 
Ie equazioni della traiettoria della particella annullando Ie derivate 
(h/a~ct, cioe 

af OA 
asct = - asct • (97,6) 

Per ogni insieme di val~ri dei parametri ~ct, i secondi membri delle 
equazioni (97,6) hanno determinati val~ri costanti, e la linea d'uni
verso definita da queste equazioni e una delle traiettorie possibili 
della particella. Prendendo per nuove coordinate spaziali Ie ~ct, che 
restano cost anti lungo Ie traiettorie, e per coordinata temporale " 
otteniamo il sistema di riferimento sincrono; Ie equazioni (97,5) 
e (97,6) determinano il passaggio cercato dalle vecehie coordinate 
alle nuove. In effetti, in una tale trasformazione, Ie linee del 
tempo diventano automaticamente geodetiche, ed esse risultano inol
tre normali alle ipersuperfici T = costante. Quest'ultima circostanz.3 
e evidente da una analogia meccanica: il quadrivettore - aT/aX" 
normale alIa ipersuperiieie, coincide in meccanica con il 4-impulso 
della particella, e la sua direzione coincide quindi con quella della 
sua 4-velocita ui, cioe con il quadrivettore tangente alla traiettoria. 
Infine, la validita della eondizione goo = 1 e evidente dal fatto 
che la derivata -dT/ds dell'azione lungo la traiettoria e la massa 
della particella, che abbiamo supposta uguale all'unita; percio 
I d./ds I = 1. 
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Scriviamo Ie equazioni di Einstein nel sistema di riferimento 
sincrono, separando in esse Ie operazioni di derivazione -spaziale 
da quelle di derivazione temporale. 

Poniamo 
iJ'yall 

~afl = at (97,7) 

per Ie derivate rispetto al tempo del tensore metrico tridimensionale; 
queste grandezze costituiscono un tensore tridimensionale. 
Tutte Ie operazioni di spostamento degli indici nel tensore tridimen
sionale xa fl e Ie sue derivazioni covarianti verranno eseguite nella 
spazio tridimensionale di metrica l'alll ). Notiamo che la somma x~ 
e la derivata Iogaritmic8. del determinante l' = Il'a fl I - g: 

a_ aflaYafJ_~ 
Xa -1' at - at In 1'. 

Per i simboli di Christoffel troviamo Ie espressioni: 

r80 = r~o = rg" = 0, 

(97,8) 

(97,9) 

dove A~'I' sono i simboli di Christoffel tridimensionali dedotti daI 
tensore l'a fl. I calcoli fatti secondo Ia formula (92,7) danno Ie seguenti 
espressioni per Ie componenti del tensore di Ricci R ik : 

R iaa illa R i(fJ fJ) 
00= -2:Tt x a-4" x"xll' oa=2: Xii; ll-xll; a , 

(97,10) 
Rafl = Pall + ; ! Xall+! (Xa(3X~-2X~XIl'l'). 

Pall e qui il tensore tridimensionale di Ricci costruito mediante Ie 
l'a 130 esattamente come R ik e costruito con Ie gill; 1 'innalzameoto 
dei suoi indici sara fatto in seguito median tela metrica tridimensio
nale l'all. 

Scriviamo Ie equazioni di Einstein in componenti miste: 

Rg = - ~ :e x~- ! x~x~ = 8nk (T8- ~ T), (97,11) 

R~ = ; (xg; [3-X~; a) =8nkTg, (97,12) 

R~=-P~-2~Y! ("VYx~)=8nk(T~-~6~T). (97,13) 

1) Cio non riguarda, naturalmente, Ie operazioni di spostamento degli 
indici nelIe componenti spaziali dei 4-tensori Rik' Tik (vedi Ia nota alIa pag. 329). 
COS!, Tg deve essere considerato sempre come gll'l'T'I'a + gllOToa , che nel 

nostro caso si riduce a gll'l' Tva e si distingue per il segno da I'll" Tva. 
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La pro prieta caratteristica dei sistemi di riferimento sincroni 
e che essi non sono stazionari: in un tale sistemail campo gravita
zionale non puo essere costante. Infatti, in un campo cost ante si 
avrebbe xall = O. Tra l'altro, in presenza della materia, I'annulla
mento di tutte Ie Xa Il sarebbe comunque in contraddizione con l'equa
zione (97,11) (con il secondo membro differente da zero). In uno 
spazio vuoto, invece, partendo dalla (97,13) avremmo trovato che 
tutte Ie P a f3 e, di conseguenza, tutte Ie componenti del tensore di 
curvatura tridimensionale Pall ,6 si annullano, cioe che il campo 
non esiste affatto (nel sistema sincrono con una metrica spaziale 
euclidea 10 spazio-tempo e piatto). 

Nello stesso tempo Ia materia che riempie 10 spazio non puo 
generalmente trovarsi in quiete rispetto ad un sistema di rife
rimento sincrono. Cio e evidente dal fatto che Ie particelle di 
materia sottoposta all' azione delle forze di pressione non si muovono 
generaImente Iungo Ie linee geodetiche d 'universo; quanta alla 
linea d 'universo di una particella in quiete, essa e Ia linea del tempo, 
geodetica neI sistema sincrono. Un 'eccezlOne e fatta dal caso della 
materia « incoerente » (p = 0). Le particelIe, non interagendo tra 
di Ioro, si muovono Iungo Ie linee geodetiche d 'universo; in questo 
caso Ia condizione di sincronismo del sistema di riferimento non 
e quindi in contraddizione con Ia proprieta di muoversi solidalmente 
con la material). Per altre equazioni di stato una situazione anaIoga 
puo verificarsi soItanto in casi particolari, cioe quando in tutte 
o in alcune direzioni e assente il gradiente della pressione. 

Dall'equazione (97,11) si puo dedurre che il determinante -g = y 
del tensore metrico nel sistema di riferimento sincrono deve necessa
riamente annullarsi per un valore finito del temro t. 

Notiamo a questo proposito che l'espressione del secondo membro 
di questa equazione e positiva per quaIunque distribuzione di 
materia. Infatti, per il tensore energia-impulso (94,9) nel sistema 
di riferimento sincrono abbiamo: 

TO _ .i.. T = .i.. ( + 3 ) + (p + e) v
2 

° 2 2 B P 1-v2 

1) Anche in questo caso periJ, per poter scegliere un sistema di riferimento 
sinerono in moto soli dale con la materia, e necessario ancora che la materia si 
muOva « senza rotazioni ». Nel suddetto sistema di referimento Ie componenti 

controvarianti della 4-velocita sono UO = 1, ua = 0. Se inoltre il sistema e sin
crono, anche Ie componenti covarianti so no Uo = .1, U a = 0, e, di conseguenza, 
il suo 4-rotore e 

au; aUI> 0 
Ui'h-uh' i==-----: = . , , axk ax t 

Ma questa uguaglianza tensoriale deve essere aHora valida per qualsiasi altro 
sistema di riferimento. Di qui ricaviamo la condizione rot v = Opel' Ia velocita 
tridimensionale v nel sistema sincrono. 
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(Ie componenti della 4-velocita sono ricavate dalla (88,14»; questa 
grandezza e evidentemente positiva. Lo stesso e valido anche per 
il tensore energia-impulso del campo elettromagnetico (T = 0, 
Tg e la densita positiva di energia del campo). Dalla (97,11) rica
viamo quindi: 

Ro 1 a a. 1 f3 a. ° - o=2"at xa.+ T Xa.Xf3-< (97,14) 

(il segno d'uguaglianza si ha nello spazio vuoto). 
Partendo dalla disuguaglianza algebrica1) 

a. f3 1 ( a.)2 
Xf3 Xa. >3 Xex. 

si puo scri vere la (97,14) nella forma 

a ex. 1 ( a)2/0 Ttxa+lf Xa ..:::::,. 
da cui 

(97,15) 

Supponiamo, ad esempio, che in un certo istante si abbia x~ > O. 
Allora, aI decrescere di t la grandezza 1Ix~ decresce, avendo 
sempre la derivata finita (non nulla); ne segue che essa deve annuIlar
si partendo da valori positivi) dopo un tempo finito. In altri 
termini, x~ si riduce a +00, e poiche x~ = a In y/at, cio significa 
che il determinante y si annulI a (rna, come cio risulta dalla disu-
guaglianza (97,15), non pili rapidamente di t6 ). Se invece si ha x~ < 0 
in un istante iniziale, si otliene 10 stesso ri suI ta to considerando 
tempi t crescenti. 

Tuttavia, questo risultato non dimostra affatto che sia presente 
inevitabilmente una vera singolarita fisica nella metrica. Una 
singolarita fisica e soltanto quella, di cui e dotato 10 spazio
tempo come tale, non legata al carattere del sistema di riferimento 
seelto (1a singolarita deve essere caratterizzata dal fatto che Ie 
grandezze scalari: densita di materia, invarianti del tensore 
di curvatura, diventano infiniti). Quanto alla singolarita del sistema 
di riferimento sincrono, risulta che in realta essa e fittizia e puo 
essere eliminata passando ad un altro sistema di riferimento (non 
sincrono). La sua origine e evidente da semplici considerazioni 
geometriche. 

Abbiamo visto prima che la costruzione di un sistema sinerono 
si riduce alla costruzione di una famiglia di linee geodetiche, ortogo
nali ad una ipersuperficie del genere spazio. Le geodetiche di una 

1) B facile verificare questa disuguaglianza riducendo il tensore x~ (ad ogni 
istante) alIa forma diagonale. 
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famiglia arbitraria si intersecano generalmente tra loro sulle iper
superfici inviluppo, cioe sugli analoghi quadridimensionali delle 
superfici caustiche dell'ottica geometrica. E l'intersezione delle 
linee coordinate che fa apparire una sing!llarita nella metrica in 
un sistema di coordinate dato. Si ha quindi una ragione geometrica 
percbe compaia una singolarita legata alle proprieta specifiche del 
sistema sincrono e che quindi non ha un significato fisico. Una 
metrica arbitraria dello spazio quadridimensionale ammette, in 
generale, 1 'esistenza di famiglie di linee geodetiche del genere tempo 
non intersecantisi tra loro. L'annullarsi del determinante l' nel 
sistema sincrono significa che Ie pro prieta di curvatura della spazio
tempo reale (non piatto), ammesse dalle equazioni del campo ed 
espresse dalla disuguaglianza Rg ~ 0, escludono la possibilita che 
esistano tali famiglie, nOnostante Ie linee del tempo si intersechino 
necessariamente tra loro in qualsiasi sistema di riferimento sin
crono l ). 

Come abbiamo gill. indicato prima, il sistema di riferimento sin
crono puo nella stesso tempo essere in moto solidale con la materia 
incoerente. In questo caso, la densita della materia diventera 
infinita sulla caustica come conseguenza .dell 'intersezione delle traiet
torie d 'universo delle particelle, che coincidono con Ie linee del 
tempo. E chiaro, pero, che questa singoolarita della densita verra 
eliminata con 1 'introduzione di una pressione della materia arbitraria
mente piccola rna differente da zero, e percio questa singolarita non 
ha un significato fisico. 

PROBLEM! 

1. Trovare la forma dello sviluppo delle equazioni del campo gravitazio
nale nel vuoto in proesimitA di un punto non singolare, regolare rispetto al 
tempo. 

1) Per la costruzione analitica della metrica in prossimita di singolarita 
fittizia nel sistema di riferimento sincrono vedi E. M. Lt/sic, V. V. Sudakov, 
1. M. Khalatnikov, IETF 40, 1847 (1961). II carattere generale della metrica e 
evidente da considerazioni geometriche. Poiche l'ipersuperficie caustica contiene 
gli intervalli del genere tempo (elementi di lunghezza delle geodetiche del 
tempo nei punti di contatto con la caustica), essa non e del genere spazio. Inoltre, 
sulla caustica si annulla uno dei valori principali del tensore metrico 1'0;/3 per 
il fatto che si annulla la distanza (6) tra due geodetiche vicine intersecantisi 
nel punto di contatto con la caustica. L 'annullarsi di 6 e llroporzionale alla 
distanza (1) dal punto d'intersezione. Di conseguenza, il valore principale del 
tensore metrico ed anche il determinante 1', si annullano come 12. 

II sistema sincrono puo anche essere costruito in modo tale che Ie linee del 
tempo si intersechino su una varieta avente un minore numero di dimensioni 
della ipersuperficie, cioe su una superficie bidimensionale, che si chiama 
superficie focale di una corrispondente famiglia di geodetiche. La costruzione 
analitica di una tale metrica e stata dimostrata da V. A. Belinski, I. M. Kha1at
nikov,IETF 49, 1000 (1965). 
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Soluzione. Prendendo convenzionalmente il punta temporale in questione 
per origine dei tempi, cercheremo i'afl sotto forma 

1'afl=aafl+tbafl+t2cafl+"" (1) 
dove aafl' bafl , cafl sono funzioni delle coordinate spaziali. II tensore inverso, 
nella stessa approssimazione, e 

1'a~ = aafl_ tbaj'l + t2 (baVb~ _ cafl), 

dove aCZ/l e il tensore inverso di aafl e dove l'innalzamento degli indici negli altri 
tensori e fatto mediante attfl• Abbiamo quindi: 

xafl = ba {3 + 2tca fl, 'X~ = b~ + t (2c~ - ba'l'bflv). 

Le equazioni di Einstein (97,11), (97,12) e (97,13) ci danno Ie seguenti relazioni 

R o 1 bflba O=-c+"4 a ~=O, (2) 

0_ 1 ~ 
Rtt -2" (ba ; f:l-b; tt)+ 

+t [ -c; tt+ ~ (b~b~); tt+c~; ~+ ! b~b; f:l- ~ (b~b~); ~ ] =0, (3) 

(4) 

(b == b~, C == c~). Le derivazioni covarianti si fanno qui nello spazio tridimen
sionale di metrica att {3; la stessa metrica determina il tensore Pa {3' 

Tenendo conto della (4), i coefficienti cafl sono determinati completamente 
in funzione dei coefficienti aa{3 e bafl . La (2) ci da quindi la relazione 

p+ ! b2 _ ! b~b~=O. (5) 

Dai termini di ordine zero nella (3) ricaviamo: 

b~ ... =b. tt. .... . (6) 

Per quanto concerne i termini ~t in questa equazione, essi si annullano iden_ 

ticamente utilizzando Ie (5) e (6) [e la identita P~; ~ = ~ P; a; cfr. la (92,10)). 

CosI, Ie 12 grandezze aQ:fl' bafl sono legate tra di loro da una relazione (5) 
e da tre relazioni (6), in modo che restano otto funzioni arbitrarie delle tre coor
dinate spaziali. Tre di queste funzioni sono legate alla possibilita di trasforma
zioni arbitrarie delle tre coordinate spaziali, e una alIa scelta arbitraria della 
ipersuperficie iniziale nella costruzione del sistema di riferimento sincrono. 
Restano, come era logico, (vedi la fine del § 95), quattro funzioni arbitrarie 
{( fisicamente rilevanti •. 

2. Calcolare Ie componenti del tensore di curvatura Riklm in un sistema di 
riferimento sincrono. 

Soluzione. Con l'aiuto dei simboli di Christoffel (97,9) otteniamo secondo la 
formula (92,1): 

1 
Rafl'l'O= -Pa{3'1'O+4' (xaO'X{3'1'-xtt 'l'x{30), 

1 
ROa {3v = 2' (xav; 1'1- 'Xafl; v), 

1 () 1 'I' 
ROao{3 = 2' Tt xafl -4' xtt'l'xf:l' 
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dove Paf3yO e il tensore di curvatura tridimensionale corrispondente alIa metrica 
tridimenslOnale spaziale 'l'af3' 

3. Trovare la forma generaledi una trasformazione infinitesima cha non 
modifichi il carattere sincr()no di uti riferimento. 

Soluzione. La trasformazione si scrive 

t _ t + qJ (xl, ,x2, x3), ,xa._ ,xa.+ sa. (,xl, .x2, XS, t), 

dove qJ, sa. sono grandezze piccole. La validita della condizione goo = 1 e assi
curata daIl'indipendenza di qJ da t, mentre per la validita della condizione 
gOa = 0 debbono essere soddisfatte Ie equazioni 

8sf3 8qJ 
'l'exf3 i}t= 8xa. ' 

donde 

sa. = 8qJ \ 'l'a.~ dt+ F (xl ,x3, ,x3)c 
8x f3 J (1) 

dove F sono pure grandezze piccole (che costituiscono il vettore tridimensio
nale f). II tensore metrico spaziale 'l'af3 si trasforma secondo Ie formule: 

'l'a.f3 - 'Va.f3+ ~a.; ~+ s~; a.-CjlXa./l (2) 

[6 facile verificarlo partendo dalla formula (94,3)]. 
Come c 'era da aspettarsi, la trasformazione contiene quattro funzioni arbi-

trarie (piccole) delle coordinate sp2~iali qJ, fa.. 

§ 98. Rappresentazione quaternaria delle 
equazioni di Einstein 

La determinazione delle componenti del tensore di Ricci (e quindi 
la deduzione delle equazioni di Einstein) per una metric a di tipo 
speciale richiede in generale calcoli assai laboriosi. Per questo 
assumono importanza vari accorgimenti che permettono in certi casi 
di semplificare i cal coli e di rappresentarne il risultato in forma 
pili chiara. Uno di questi accorgimendi e l'espressione quaternaria 
del tensore di curvatura. 

Introduciamo l'insieme di quattro quadrivettori di riferimento 
linearmente indipendenti ela) (numerati con l'indice a) e subordinati 
alIa sola condizione 

eta)e(b)i = 'I1ab. (98,1) 

dove 'I1ab e una matrice simmetrica cost ante data di segnatura +-
-; indichiamo la matrice inversa di 'I1ab con 'I1

ab 
('I1

ac
'l']cb = 6g)1). 

1) In questo paragrafo Ie prime lettere dell'alfabeto a, b, c . .. ver
ranno usate come indici che enumerano i vettori di riferimento; per gIi indici 
tensoriali quadridimansionali verranno usate, come sempre, Ie lettere i, k, l, ... 
Nei testi scientifici si usa scrivere gli indici di riferimento con lettere (0 cifre) 
comprese tra parentesi. Per non appesantire eccessivamente Ie formule, scrive
remo Ie parentesi soItanto laddove gli indici di riferimento sono presenti contem-
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Introduciamo, insieme. con la quaterna dei vettori eta» la quat ern a 
dei vettori reciproci e(a)\ (enumerati con gH indici di riferimento supe
riori) che sono determinati dalle condizioni 

(a) i Jla (98 2) e\ e(b) = Ub, , 

ewe ciascuno dei vettori e~a) e ortogonale ai tre vettori elb) se b =f= a. 
Moltiplicando 1 'uguaglianza (98,2) per efap otteniamo (e~a) e~a» X 
X elb) = e~b); ne risulta che sono automaticamente soddisfatte, con Ie 

(98,2), anche Ie uguaglianze 
(a) k Jlk 

ei eta} = Ui. 

Moltiplicando i due membri delI'uguaglianza ela)eWi 
1') be , otteniamo: 

i (be ) JIb eta) T) e(c)i = ua; 

confrontando con la (98,2), troviamo che 

(98,3) 

= 'lac per 

(b) bc (c) (98 4) ei = 'l e(e)it e(b)i = T)bcet • , 

In tal modo, l'imalzamento e I' abbassamento degli indici di rife
rimento viene effettuato con Ie matrici 'lbC e 'YIbc. 

l'utilita dei vettori di riferimento cosl introdotti e nel fatto che 
essi permettono di esprimere il tensore metrico. Infatti, secondo Ia 
definizione del Iegame tra Ie componenti covarianti e controvarianti 
di un quadrivettore, si ha e~a) = gile(a)l; moltiplicando questa 
uguaglianza per e(a)k ed utilizzando Ie (98,3) e (98,4), troviamo: 

(98,5) 

II quadrato delI'elemento di intervallo con il tensore metrico (98,5) 
assume Ia forma 

(98,6) 

Quanto alIa matrice 'YIab data arbitrariamente, 1a sua scelta pili 
naturale e nella forma « galileiana» (cioe una matrice diagonale 
di elementi 1, -1, -1, -f); i vettori di riferimento sono ortogonali 
in base alla (98,1)]; uno di essi e del genere tempo, gli altri 
tre sono del genere spaziol). Sottolineiamo pero che una tale 

poraneamente agli indici tensoriali quadridimensionali, e li ometteremo neUe 
grandezze che per definizione hanno solamente gli indiCi di riferimento (per 
!lsempio, 'lJab e pili avanti 'l'abc' "'abc). Si sottintende ovunque la sommatoria sugli 
indici di riferimento (come anche su quelli tensoriali) ripetuti due voIte. 

1) Scegliendo Ie forme lineari dx(a) = ei.(a)dxi per segmenti degli assi coordi
nati nell 'elemento dato della spazio qual1ridi~ensionale (e prendendo Ie 'lJab 
« galileiane »), riduciamo quindi la metrica in questo elemento alIa forma gali
leiana. Sottolineiamo ancora una volta che Ie forme dx(a) non sono, in generale. 
differenziali tot ali di funzioni delle coordinate. 
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scelta non e affatto necassaria e che sono possibili delle situazioni 
in cui, per alcune ragioni (per esenpio, per proprieta di simmetria 
della metrica), e opportuno scegliere una quaterna no~ ortogonale1). 

Le componenti quaiernarie del quadrivettore A' (ed analoga
mente dei 4-tensori di qualsiasi rango) sonG determinate come 
Ie sue « proiezioni » sui quadrivettori di riferimento: 

iI. i . iI A(a) (a)Ai abA 
..<:O.(a) = e(art, = e, = 1] (b). (98,7) 

viceversas 
A (a)A Ai i A(a) (98 8) i = ei (a), = e(a) • , 

Introduciamo allo stesso modo Poperazione di derivazione « Iungo 
1a direzione a»: 

i 8<p 
<P, (a) = e(lI) 8xi • 

Introduciamo Ie grandezze di cui avremo bisogno in seguitoll) 
i II 

l'acb = e(a)i; lIe(b)e(C) 

e Ie loro combinazioni lineari 
Aabc = l'abc -l'acb = 

i II i II 
= (e(lI)i; 11- e(a)lI; f) e(b)e(c) = (e(a)i, ,,- e(a)lI, i) e(b)e(c). 

(98,9) 

(98,10) 

L'ultima uguaglianza nella (98,10) deriva dalla (86,12); notiamo 
che Ie grandezze J.abc si caicolano con una semplice derivazione dei 
vet tori di riferimento. L 'espressione inversa l'abc in funzione di 
Aabe e: 

(98,11) 

Queste grandezze sonG dotate della proprieta di simmetria: 

1'1100 = -l'bac, Aabc = -J.llcb. (98,12) 

II nostro compito e di determinare Ie componenti quadridimen
sionali del tensore di curvatura. A questo scopo bisogna partire 
dalla definizione (91,6) applicata alle derivate covarianti dei vettori 
di riferimento: 

1) La scelta opportuna della quaterna puo essere suggerita dalla riduzione 
preliminare di ar aHa forma (98,6). CosI, aH'espressione di ds2 nella forma 
(88,13) corrispondono i vettori di riferimento 

e~O)=(Vh, _ Vhg). e~a)=(O, e(a», 

dove 1 scelta di e<a) dipende dalla forma spaziale dZ2. 
') .Ge grandezze i'abc sono dette coejjicienti di rotazione dt Ricci. 
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oppure 

R(a)(b) (e) (d) = !e(a)i; 11; l- e(a)i; l; 11) etb)e~c)eld). 
Questa espressione si scrive facilmente mediante Ie grandezze Yabc. 
Scriviamo 

(b) (e) 
e(a)i; k = Yabcei ek , 

e dopo la successiva derivazione covariante Ie derivate dei vettori 
di riferimento si esprimono di nuovo nello stesso modo; inoltre, la 
derivata covariante della grandezza scalare Yabc coincide con la 
sua derivata ordinaria l ). Si ottiene infine: 

R(a) (b) (c) (d) = Yabc, d- Vabd, c + 
+ Vab, (V' cd-V' de) + Va'cV' bd - ValdV' be' (98,13) 

dove, in base alla regola generale, si ha yabc = l1
ad

Vdbc ecc. 
La contrazione in questo tensore di coppia di indici a, C 

da Ie componenti quaternarie cercate del tensore di Ricci; scrivia
mole espresse in funzione delle grandezze Aabe: 

R(a)(b) = -; (Aab,c c+ Aba~ c+Acca,b+Accb,a+ 

+ AedbAcda + ACdb Adca- ; AbcdAacd+Accd Aabd+AccdAbad). (98,14) 

Infine, notiamo che Ie costruzioni esposte non sono di fatto legate 
in alcun modo al carattere quadridimensionale della metrica. Per 
questo i risultati ottenuti si possono applicare anche al calcolo dei 
tensori tridimensionali di Riemann e di Ricci nella metrica a tre 
dimensioni. E naturale allora che in luogo della quaterna dei quadri
vettori di riferimento avremo una terna di vettori tridimensionaIi, 
e la matrice l1ab dovra avere la segnatura +++ (incontreremo una 
tale applicazione nel § 116). 

1) A titol0 d'informazione riportiamo Ie espressioni, trasformate in modo 
analogo, delle derivate covarianti di 4-vettori e 4-tensori arbitrari: 

A i 11 A A(d) 
i; ke(a)e(b) = (a), (b) + "dab, 

A (It 1 A +A (d) +A (d) 
ill; le(a)e"(b)e(c) = (a), (b), (c) (b) "dac (a) "dbc' ecc. 
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CAMPO DEI GRA VI 

§ 99. Legge di Newton 

Eseguiamo nelle equazioni di Einstein il passaggio al limite 
della meccanica non relativistica. Come e statoindicato nel § 87, Ia 
ipotesi cbe Ie velocita di tutte Ie particelle siano piccole esige 
nello stesso tempo cbe il campo gravitazionale stesso sia debole. 

L'espressione della componente goo del tensore metrico (I'unica 
di cui avremo bisogno) nel caso limite considerato e stata trovata nel 
§ 87: 

2<p 
goo = 1 +7 

Possiamo inoltre, utilizzare per Ie componenti del tens ore energia
impulso I 'espressione (35,4) T~ = /lC2UiU", dove /l e Ia densita di 
massa del corpo (Ia somma delle masse a riposo delle particelle neI
l'unita di volume; p~r brevita, omettiamo I'indice zero di /l). Nel
la quadrivelocita u' si devono trascurare tutte Ie componenti 
spaziali, Iasciando soltanto quella temporale, poiche ancbe il moto 
macroscopico e supposto, naturalmente, Iento. In altri termini, 
dobbiamo porre ua. = 0, UO = U o = 1. Di tutte Ie componenti di 
T~ resta quindi 

T~ = /lc2• 

Lo scalare T = T: sara uguale alla stessa grandezza /lc2. 
Scriviamo Ie equazioni di Einstein nella forma (95,8): 

R" - 81tk (T~ 1 S:~T) . 
i -cr '-T u, , 

per i = k = ° abbiamo: 

Ro 41tk 
o=C2 /l. 

(99,1) 

Come e facile vedere, tutte Ie altre equazioni nell 'approssimazione 
considerata sono delle identita. 

Calcolando R~ secondo la formula genera Ie (92,7), si vede cbe 
i termini contenenti i prodotti delle gr.andezze t~l sono comunque 
infinitesimi del secondo ordine. Per quanto riguarda i termini con
tenenti Ie derivate rispetto ad XO = ct, essi sono piccoli (rispetto ai 
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termini contenenti Ie derivate rispetto alle coordinate XCZ ), perche 
contengono potenze ulteriori di 1Ic. Resta in definitiva R:=Roo=o 
r~vaza.. Sostituendo 

r~o ~ _.!. g«~ iJgOO =..!. ~ 
2 iJxa. c2 iJxa. , 

troviamo: 

Cosicche Ie equazioni di Einstein danno: 

~cP = 4nk/-L. (99,2) 
Questa e l'equazione del campo gravitazionale in meccanica non 

relativistica. Per Ia sua forma, essa e completamente analoga all 'equa
zione di Poisson (36,4) per il potenziale elettrico, con Ia differenza 
che in Iuogo della densita di carica c'e ora il prodotto di -k per 
densita di massa. Possiamo dun que scrivere la soluzione generale 
dell 'equazione (99,2), per analogi a con la (36,8), nella forma 

r J.LdV cp=-k J7l . (99,3) 

Questa formula determina, nell 'approssimazione non relativistica l 
il potenziale del campo gravitazionale di qualsiasi distribuzione 
di massa. 

In particolare, per il potenziale del campo di una particella di 
massa m si ha: 

(99,4) 

e, di conseguenza, la forza F = - m' ::' agente in questa campo 
su un'altra particella (di massa m') e 

kmm' 
F=--w- o 

Questa e la nota legge d' attrazione di Newton. 

(99,5) 

L'energia potenziale di una particella in un campo gravitazionale 
e uguale al prodotto della sua massa per il potenziale del campo, ana
logamente a come l'energia potenziale in un campo elettrico e uguale 
al prodotto della carica per il potenziale di questo campo. Per ana
Iogia con Ia (37,1), 1 'energia potenziale di qualsiasi distribuzione 
di massa avra l'espressione 

U = ~ 5 fLCP dVo (99,6) 

Per il potenziale newtoniano di un campo gravitazionale costante, 
distante dalle masse che creano questo campo, si puo scrivere uno 

25· 
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sviluppo in serie analogo a quello che e stato ottenuto nei §§ 40 e 
41 per il campo elettrostatico. Prendendo il centro di massa dei 

gravi come origine delle coordinate, 1 'integrale ~ f.Lr dV, analogo del 

momento di dipolo di un sistema di cariche, si annulI a identicamente. 
Cosicch6, a differenza del campo elettrico, nel campo gravitazionale 
si puC> sempre eliminare il « termine di dipolo ». Di conseguenza, 10 
sviluppo del potenziale cp ha la forma 

(
M 1 82 1 ) 

cp= -k Ro+6Da~ aXaiJX", Ro + .,. , (99,7) 

dove M = J f.L dV e la massa tot ale del sistema e dove Ie grandezze 

Da~ = J /.t (3xax [3 - r26a~) dV (99,8) 

si possono chiamare il ten.<:ore momento del q1.ladrupolo delle masse l
). 

Esse sono legate al tensore ordinario dei momenti d'inerzia 

J a~ = J f.L (r26a~ - xax~) dV 

dalle relazioni evidenti 

Da~ = J .."..,,6a.1l- 3J all. (99,9) . 
La determinazione del potenziale newtoniano per una distribu

zione di massa data costituisce l' oggetto di una parte intera della 
fisica matematica; 1 'esposizione dettagIiata di questo argomento esula 
dal tema del presente volume. Ci limiteremo a riportare qui soltan
to Ie formule del potenziale del campo gra vitazionale creato da 
un corpo ellissoidale omogeneo. 

Supponendo che l'ellissoide sia dato dall'equazione 
x2 y2 z2 
-+-+-=1 a>b>e, (99,10) a2 b2 c2 , 

il potenziale del campo in un punto arbitrario x, y, z fuori dal corpo 
e dato dalla seguente formula 

co r ( x2 y2 Z2) ds 
<p = - nf.Labek J 1-a2+ s - b2+s - c2+s If; , (99,11) 

i 
Rs = V (a2 + s)(b2 + s)(e2 + s) 

dove ~ e la radice positiva dell'equazione 

X2 y2 Z2 ...... 

a2+s +b2+s + c2+s-1. (99,12) 

1) Scriviamo qui tutti gli indici a, ~ in basso, senza fare una distinzione tra 
Ie componenti covarianti e controvarianti, poiche si suppone che tutte Ie opera
zioni siano eseguite nella spazio newtoniano (euclideo) ordinario. 
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II potenziale del campo all'interno dell'ellissoide e dato dalla for
mula 

00 

fn= -nHabck 1-----------J ( Xi yS :2) ds 
'Y r a2+s b2+s c2+s Rs' (99,13) 

o 
che si distingue dalla (99,11) per il fatto che illimite inferiore e nullo; 
notiamo che questa espressione e una funzione quadratica delle coor
dinate x, y, z. 

L 'energia gravitazionale del corpo, conformemente alla (99,6), si 
ottiene integrando l'espressione (99,13) nel volume dell'ellissoide. 
Questa integrazione e elementare1) e dB.: 

00 

= 3km
2 J [.?.sd (_1 ) -~~J 

8 5 Rs 5 Rs 
o 

(m = ;n abcf.l e la massa totale del corpo) ; integrando per parti il 

primo termine, si ottiene infine: 
00 

U = - 3~~2 J !: . (99,14) 
o 

Tutti gli integrali che entrano nelle formule dalla (99,11) alIa 
(99,14) si riducono ad integrali ellittici di prima e di seconda specie. 
Per gli ellissoidi di rotazione. questi integrali si esprimono median
te funzioni elementari. In particolare, l'energia gravitazionale di 
un ellissoide di rotazione schiacciato (a = b > c) e: 

u=- 3km
2 

c 
5 Va2 c2 arc cos a ' (99,15) 

e per un ellissoide di rotazione allungato (a > b = c) si ha: 
3km2 a 

U = - Arch -. (99,16) 
5 Vall c2 c 

Per la sfera (a = c) ambedue Ie formule danno il val ore U = -
- 3 km2/5a che puo essere naturalmente ottenuto in modo 
elementare2). 

1) L'integrazione dei quadrati X2, J/!l. j :2 si semplifica facendo la sostituzione 
x = ax', y = by', : = cz' che riduce l'integrazione nell'ellissoide ad una inte
grazione in una sfera di raggio unitario. 

8) Per il potenziale di una sfera omogenea di raggio a si ha: 

cp= -2dJ' (al - ~ ). 
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PROBLEMA 

Determinare Ia configurazione d'equilibrio di una massa grave omogenea 
di Iiquido rotante uniformemente come un unico insieme. 

S oluzione. La condizione d' equilibrio si otti ene imponendo che sulIa:superficie 
del corpo Ia somma del potenziale gravitazionale e del potenziale delle forze 
centrifughe sia costante: 

Q2 
q>- ""2 (x2 + y2) = costante 

(Q e Ia velocita angolare di rotazione; l'asse di rotazione e diretto Iungo l'asse 
delle z). La forma cercata rappresenta un ellissoide di rotazione schiacciato. Per 
determinare i parametri, sostituiamo ta (99,13) nella condizione d'equilibrio 
ed eliminiamo Z2 con I'aiuto della equazione (99,10): si ottiene alIa fine 

00 00 

(XZ+yZ)[ r ds _~_~r tis ] -costane 
J (a2+s)2 VC2+S 21tllka2c a2 J (a2+s) (C 2+S)3/2 -
o 0 

da cui risulta che I'esllressione tra Ie parentesi quadre deve esser £nulla. Integran
do si ottiene infine l'equazione: 

(a2+2c2)c arccos~-~=~=25 (~)l/S M21l1/3 (!...}4/3 
(a2- c2)312 a a2_c2 2nkll 6 3 m1o/sk a 

(M = ; ma2Q e il momenta angolare del corpo rispetto all'asse delle z), che 

determina il rap porto dei semiassi cia quando e data M 0 Q. La dipendenza del 
rapporto cia da M e univoca; cia decresce in modo monotono al crescere 
di M. 

RisuIta pero, che Ia forma simmetrica trovata e stabile (rispetto a lliccole 
perturbazioni) solamente ~er i valori di M non troppo grandi. Essa perde Ia sta
bilita per M = 0,24 kIf m6/31l-1J6 (allora cia = 0,58). Quando M continua 
a crescere, Ia figura d'equilibrio diventa allora un ellissoide a tre assi con i rap
porti bla e cia decrescenti progressivamente (rispettivamente da 1 e da 0,58). 
A sua volta, questa forma diventa instabile per M = 0,31 klJ2m5/3/l -1/6 (con 
a : b : c = 1 : 0,43 : 0,34) 1). 

§100. Campo gravitazionaZe a simmetria centrale 

Consideriamo un campo gravitazionale dotato di simmetria 
centrale. Un tale campo puo essere generato da una qualsiasi distri
buzione a simmetria centrale della massa; e naturalmente sottinteso 
che deve essere a simmetria centrale non soltanto la distribuzione, 
ma anche il moto della materia, cioe la velocita in ogni punto deve 
essere radiale. 

La simmetria centrale del campo significa che la metrica 
dello spazio-tempo, ClOe I 'espressione dell'intervallo as, 
deve essere identica in tutti i punti equidistanti dal centro. In uno 

1) Si possono trovare note bibliografiche su questi problemi nel libro: 
H. Lam b, Idrodinamit:a, cap. XII. 
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spazio euclideo questa distanza e uguale al raggio vettore; ma in uno 
spazio non euclideo, come e 10 spazio in presenza di un campo gravita
zionale, non esiste una grandezza che abbia tutte Ie pro prieta del 
raggio vettore euclideo (simultaneamente uguale alIa distanza dal 
centro e al quoziente per 2n della Iunghezza della circonferenza). 
Per questo la scelta del «raggio vettore» e ora arbitraria. 

Se si ricorre a coordinate spaziali « sferiche »r, e, q>, l'espressione 
pin generale a simmetria centrale di dsz e 

ds2 = h (r, t) drz + k (r, t) (senze.d<p\! + dell) + 
+ l (r, t) dt2 + a (r, t) drdt, (100,1) 

dove a, h, k, l sono funzioni del « raggio vettore » r e del « tempo» t. 
Poich6 Ia scelta del sistema di riferimento e arbitraria in relativita 
generale, possiamo ancora eseguire sulle coordinate qualsiasi 
trasformazione che non alteri la simmetria centrale di ds2

; questa 
significa che possiamo trasformare Ie coordinate ret per mezzo 
delle formule 

r = 11 (r', t'), t = 12 (r', t'), 

dove 11 ed 12 so no funzioni arbitrarie delle n\love coordinate r' e t'. 
Sfruttando questa possibilita, scegliamo la coordinata r e il 

tempo t in maniera tale che il coefficiente a (r, t) di dr dt 
nell'espressione per ds\! si annulli e, che il coefficiente k (r, t) 
sia semplicemente uguale a _r21). Quest 'ultima condizione 
significa che il raggio vettore r e determinato in modo tale che la 
lunghezza della circonferenza di centro nell' origine delle coordinate 
sia uguale a 2nr (1' elemento d' arco della circonferenza nel piano 
e = n/2 e uguale a dl = rd q». Risulta pin comodo scrivere Ie 
grandezze h ed l in forma esponenziale, rispettivamente come -e'}, 
e e2e'Y, dove'). e v sono funzioni di ret. Si ottiene quindi per ds2 Ia 
seguente espressione: 

ds2 = eVe2 dtZ- rZ (dS2+ senze.d<pZ) -e'}, drz. (100,2) 

Se si suppone che xo, xl, x2, x3 rappresentino rispettivamente Ie 
coordinate et, r, e, <p, si hanno quindi per Ie componenti non nulle del 
tensore metrico Ie espressioni: 

goo=ev, gu= -e\ g22= _r2, g33= -r2 senZ e. 
E evidente che 

gOO = e-v, gU = _ e-\ g22 = _ r-z, g33 = _ r-2 sen-2 e. 

Questi valori permettono di calcolare facilmente con la formula 
(86,3) Ie grandezze rkl. II calcolo fornisce Ie seguenti espressioni 

1) Queste condizioni non determinano ancora univocamente la scelta della 
coordinata temporale: essa puC> essere ancora sottoposta a qualsiasi trasforma
zione della forma t = t (t'), non contenente r. 
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(l'apice indica la derivazione rispetto ad r, e il punto su una lettera 
la derivazione rispetto act): 

1 'A' 0 v' r l1 ="'"2' riO =2' r:a= -sen ecos e, 

r 2 ra f 
12= la=-' r 

r; = ctg e, rgo = ~ , 

r!o= ~, r~3= -rsen2 ee-A. 

(100,3) 

Tutte Ie altre componenti di r~l (tranne quelle che si distinguono 
daUe componenti scritte per permutazione degli indici k ed l) b'Jno 
nulle. 

Per scrivere Ie equazioni, bisogna calcolare mediante la for
mula (92,7) Ie componenti del tensore R~. Dopo semplici calcoli 
abbiamo Ie seguenti equazioni: 

(100,4) 

(100,5) 

(100,6) 

(100,7) 

(Ie altre componenti dell 'equazione (95,6) si annullano identica
mente). Le componenti del tensore energia-impulso si possono 
esprimere con l'aiuto della formula (94,9) mediante la densita di 
energia e della materia, la sua pressione p e la velocita radiale v. 

Le equazioni dalla (100,4) alIa (100,7) sono integrabili nel caso 
assai importante di un campo a simmetria centrale nel vuoto, cioe 
al di fuori delle masse che 10 generano. Ponendo il tens ore energia
impulso uguale a zero, otteniamo Ie seguenti equazioni: 

e-A -+- --=0 (
V' 1) 1 
r r2 r2 , 

(
'A' f 1 

e-A ---) +-=0 r r2 r2 ' 

(100,8) 

(100,9) 

(100,10) 
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(si puc. omettere la quarta equazione, cioe I'equazione (100,5) perche 
essa e una conseguenza delle prime tre). 

Vediamo dalla (100,10) che '" non dipende dal tempo. Somman 
do Ie equazioni (100,8) e (100,9), troviamo ",' + v' = 0, 
cioe 

'" + 'V = f (t) (100,11) 

dove f (t) e funzione solo del tempo. Scegliendo perC. I'intervallo 
ds2 nella forma (100,2), ci siamo riservati la possibilita di una tra
sformazione arbitraria del tempo nella forma t = f (t ' ). Una tale 
trasformazione significa aggiungere a v una funzione arbitraria del 
tempo; essa permette inoltre di ridurre sempre a zero f (t) 
nella (100,11). Dunque, senza Il~ssuna restrizione si puc. porre 
'" + v = 0. Notiamo che un campo gravitazionale a sim
metria centrale nel vuoto diventa automaticamente statico. 

L'equazione (100,9) si integra facilmente e da: 

-~ _ '11_ 1 + costante e -e - . r 
(100,12) 

Come doveva essere, all'infinito (r -+ 00) si ha e-~ = eV = 1, cioe 
la metrica diventa automaticamente galileiana nelle regioni lontane 
dai gravi. La cost ante si esprime facilmente mediante la massa 
del corpo se si pone la condizione che a grandi distanze, dove il 
campo e debole, sia valida la legge di Newton1). Si deve avera 
precisamente goo = 1 + 2<plc2

, dove il potenziale <p e uguale alla 
sua espressione newtoniana (99,4): <p = - kmlr (essendo m la massa 
totale del corpo che crea il campo). Ne segue cost ante =- 2kmlc2

• 

Questa grandezza ha la dimensione di lunghezza e 81 chiama raggio 
gravitazionale del corpo e si indica con r g: 

2km 
rg=~. (100,13) 

In tal modo, troviamo infine la metrica spazio -temporale nella 
forma 

ds2 = ( 1-2.. ) c2 dt2- r2 (sen2 8 d<p2 + d82) _ drS 
r 1-2.. 

(100,14) 

r 

Questa soluzione delle equazioni di Einstein e stata trovata nel 
1916 da K. Schwarzschild. Essa determina completamente il campo 

1) Per il campo in una cavita sferica in una distribuzione a simmetria
centrale della materia si deve avere costante = 0, perche in caso contrario la 
metrica avrebbe una singolarita per r = O. Cosi, la metrica in una tale cavita 
diventa automaticamente galileiana, cioe nella cavita il campo gravi
tazionale e nullo (come pure nella teoria newtoniana). 
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gravitaziona!e nel vuoto, creato da qualsiasi distribuzione a simme
tria centrale delle masse. Sottolineiamo che questa soluzione e valida 
non soltanto per masse a riposo, bensl anche per masse in mota 
purche il moto sia dotato della necessaria simmetria (per esempio, 
Ie pulsazioni simmetriche rispetto al centro). Notiamo che la metrica 
(100,14) dipende solamente dalla massa totale del grave, come nel 
problema analogo della teoria newtoniana. 

La metrica spaziale e determinata dall'espressione dell'elemento 
di distanza spaziale: 

rg 
1--

r 

(100,15) 

II significto geometrico della coordinata r e dovuto al fatto che 
nella metrica (100,15) la lunghezza della circonferenza di centro 
nel centro del campo e uguale a 2nr. La distanza tra due punti r1 ed 
r2 giacenti su uno stesso raggio e data dall'integrale 

(100,16) 

Si vede, inoltre, che goo ~ 1. Conformemente alla formula 
(84,1), si ha dT = V goodt, l'espressione che determina il tempo 
reale; ne segue che 

dT-<'dt. (100,17) 

II segno d 'uguaglianza ha luogo all'infinito dove t coincide con il 
tempo reale. In tal modo, a distanze finite dalle masse si verifica un 
« rallentamento » del tempo rispetto al tempo che si misura all'infinito. 

Infine, diamo un 'espressione approssimata di ds2 a grandi distanze 
dall 'origine delle coordinate: 

ds2 = ds~- 2c~~ (dr2 + CZ dt2
). (100,18) 

U secondo termine rappresenta una piccola correzione alla metrica 
galileiana ds~. A grandi distanze daUe masse che creano il campo, 
ogni campo e con buoila approssimazione a simmetria centrale.Di conse
guenza, la (100,18) determina la metrica a grandi distanze da qual
siasi sistema di corpi. 

Si possono formulare anche delle considerazioni di carattere 
genera Ie su un campo gravitazionale a simmetria centrale all'interno 
dei gravi. Dalla equazione (100,6) si vede che per r -+ ° 
anche '}.. deve annullarsi, almeno come r2; nel caso contrario il secon
do membro di questa equazione diventerebbe infinito per r -+ 0, 
cioe Tg avrebbe un punto singolare in r = 0. Integrando formal
mente l'equazione (100,6) con la condizione limite'}.. I r=O = 0, si 
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ottiene: 
r 

A = -In ( 1 - 8c~~ S Tgr2 dr) . (100,19) 
o 

Poiche si ha, in base alIa (100,10), Tg = e-vToo ~ 0, ne 
segue che A ~ 0, cioe 

e" ~ 1. (100,20) 
Sottraendo poi mebro a membro I'equazione (100,6) dalI'equa

zione (100,4), si ottiene: 

( va) 
-" (e+p) 1+2" 

_e _ (v' + A') = 8nk (TO _ Tl) = C ~o 
r c40 f v2 ~t 

1--
c2 

ClOe v' + A' ~ 0. Per r -+ 00 (lontano dalIe masse), Ia metrica 
diventa galileiana, cioe v -+ 0, 1.-+ 0. Dalla condizione v' + 
+ A' ~ ° risulta percio che in tutto 10 spazio 

v + '}" ~ 0. (100,21) 

Poiche A ~ 0, ne segue che 'V ~ 0, cioe 

eV ~ 1. (100,22) 

Le disuguagIianze ottenute mostrano che Ie pro prieta (100,16) 
e (100,17) della metrica spaziale e della misura del tempo in un 
campo a simmetria centrale nel vuoto sono valide anche per il campo 
all'interno dei gravi. 

Se il campo gravitazionale e creato da un corpo sferico di « rag
gio» a, per r > a si ha Tg = 0. Per punti r> a la formula 
(100,19) da alIora: 

a 

A=-ln(1- ~~~ J Tgr2 dr). 
o 

D'altra parte, si puo applicare qui l'espressione (100,14) rela
tiva a] vuoto, secondo Ia quale 

1.= - In ( 1 _ ~km ) • 
c2r 

Confrontando Ie due espressioni, troviamo la formula 
a 

431 r TO 2 d m=C2" J or r, 
o 

(100,23) 

che determina la massa tot ale del corpo mediante il tens ore 
energia-impulso. In particolare, per Ia distribuzione statica della 
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materia nel corpo ~i ha T~ = e, in modo che 
a 

m = :~ J er2 dr. (100,24) 
o 

Notiamo che l'integrazione e fatta in 41tr2dr, mentre 
l'elemento di volume spaziale nella metrica (100,2) e dV = 
= 41tr2e'A/2dr, dove secondo la (100,20) e'A/2 > 1. Questa differenza 
esprime il difetto di massa gravitazionale del corpo. 

PROBLEMI 

1. "Trovare gli invarianti del tensore di curvatura per la metrica di Schwarz
schild (100,14). 

Soluzione. Il calcolo secondo la (92,1) con Ie rkz ricavate dalla (100,3) 
(oppure secondo Ie formule stabilite nel problema 2 del § 92) dll i seguenti 
valori non nul'li delle componenti del tensore di curvatura: 

rg 
R0101 =-;a , 

R - RI313 _ rg R 2323 = -rrgsen28. 
1212- sen2e - 2 (r-rg) , 

Per gli invarianti 11 ed 12 della (92,20) troviamo: 

( 
rg )2 

11 = 2r3 ' ( 
rg )3 

/2=- --2r3 

(i prodotti contenenti il tensore duale Riklm sono identicamente nulli). Il tensore 
di curvatura si riferisce al tipo D di Petrov (con gli invarianti reali AP) = 
= A(2) = -rg/2r'). Notiamo che gli invarianti di curvatura hanno una sin go
larita solo nel punto r = 0, anzicM nel r = r g. 

2. Determinare la curvatura spaziale per la stessa metrica. 
Soluzione. Le componenti del tensore spaziale di curvatura PG~Vo possono 

essere espresse mediante Ie componenti del tensore Pg.~ (e il tensore 'l'Gtl), cosic
cM sara sufficiente calcolare solo il PG~ (vedi il problema 1 del § 92). II tensore 
PG~ si esprime mediante 'l'G~' nello stesso modo come Rtk si esprime mediante 
~ik. Uti.lizzando i valori di YG~ ricavati dalla (100,15), dopo i necessari calco
Ii ottemamo: 

e rg rg 
P e = P: = 2r3' P~ = --;:3 

e P~ = 0 per a =I=~. Notiamo che P~, P: > 0, P~ < 0 e P == P~ = o. 
Applicando la formula stabilita nel problema 1 del § 92 troviamo: 

P rere = (P~ + P~) YrrYoo = - P:YrrYee, 

Pr.pr.p= -p~YrrY.p.p, Pe.po.p= -p~YoeY.p.p, 

Di qui segue (vedi la nota aHa pag. 346) che, per i « piani, perpendicolari 
ai raggi, la curvatura di Gauss e 

Pe.po.p 
K=---·--P~>O 

YooY.p.p 
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(cia significa che per triangoli piccoli tracciati su un settore del « piano» in 
prossimitii. della sua intersezione con il raggio perpendicolare la somma degli 
angoli e maggiore di tt). Per quanto riguarda i «plani,. passanti per il centro, 
la curvatura di Gauss e K < 0; cia vuol dire che la somma degli angoli di trian
goli piccoli tracciati nel piano e inferiore a tt (sottolineiamo tuttavia che que
st'ultima proprietii. non si riferisce ai triangoli che racchiudono il centro: la 
somma degli angoli per un tale triangolo e maggiore di 1£). 

3. Determinare la forma della superficie di rotazione la cui geometria 
e identica a quella del « piano. passante per l'origine delle coordinate di un 
campo gravitazionale a simmetria centrale nel vuoto. 

Soluzione. La geometria di una suverficiej di rotazione z = z (r) (in coor
dinate cilindriche) e determinata dall elemento di lunghezza 

dI2=dr2+dz2+ r 2 dq>2 =dr2 (1 +z'2)+r2 dq>2, 

Confrontando con l'elemento di lunghezza (100,15) nel « piano» 8 = tt/2 
dr2 

dZ 2=r2 dq>2+ , 

1-~ 
r 

troviamo: 

( 
rg )-1 

1+Z'2= 1--
r
- , 

da cui 

Per r=rg questa funzione ha una singolaritii.: un punto di diramazione. 
Questa circostanza e dovuta al fatto che la metrica spaziale (100,15) ha effetti
vamente, a differenza della rnetrica spazio-temporale (100,14), una singolaritii. 

per ~e=p;3prietii. geometriche dei « piani » passanti per il centro, indicate nel 
problema precedente, si possono trovare anche considerando la curvatura del 
modello qui ottenuto. 

4. Trasformare l'intervallo (100,14) in maniera tale che la metrica spaziale 
nelle nuove coordinate abbia la forma conforme-euclidea (cioe d[2 sia 
prop orzionale alIa sua espressione euclidea). 

Soluzione. Ponendo 

( 
rg )2 

r=p 1+ 4p , 

dalla (100,14) ricaviamo: 

dS2=[ 1--~--' ,'dt'- (1+ ~ )' (dp'+p''''+p'"n'9.0'). 
1+~ _ 4p_ 

Le coordinate p, 8, q> sono dette coordinate sferiche isotrope; esse possono essere 
sostituite anche con Ie coordinate cartesiane isotrope x, y, z. In particolare, 
a grandi distanze (p:} rg) si ha approssimativamente: 

ds2= (1- r: ) c2dt2- (1+ r: ) (dx2+dy2+dzB). 

5. Trovare Ie equazioni di un campo gravitazionale a simmetria centrale 
nella materia e in un sistema di riferimento in mota solidale con la materia. 
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Soluzione. Utilizziamo Ie due trasformazioni possibili delle coordinate r, 
t nell'elemento d'intervallo (100,1) al fine di annullare il coefficiente a (r, t) 
di dr dt e la velocita radiale della materia in ogni punto (Ie altre componenti 
della velocita mancano completamente in virtu della simmetria centrale). 
Dopo di che sulle coordinate ret si J.luo inoItre eseguire ancora una trasforma· 
zione arbitraria della forma r = r (r'), t = t (t'). 

Indichiamo la coordinata radiale e il tempo scelti in questo modo con R 
e'1', e i coefficienti h, k, 1 rispettivamente con -e"', -ell, eV (A, Il' V sono fun
zioni di R e '1'). Per I'elemento d'intervallo si ha allora: 

d,s2 = c2evd'1'2 _ e"'dRI - ell (dS2 + sen2 S d<pZ). (1) 

Le componenti del tensore energia-impulso nel sistema di riferimento in moto 
solidale sono: ' 

Tg=8, TI=T~=Ti= -po 
Dopo necessari cal coli si ottengono Ie seguenti equazioni di campol): 

_ 8nk Tl- 8nk p_ 
c4 l-C4 -

1 '" ( 1l'2 ) ( • • 1· . 3·) =Z"e- T+Il'v' _e-v 1l-Z"!lv+'4 1l2 _e-J,L. (2) 

8nk 8nk 1_, --- T~=--p=- e ,.. (2V"+V'2+2,,"+1I'2_II'A' -v'A' +II'V')+ c4 c44 rr r r 

1 •.•.•• . • • ••• 
+'4 e-v (AV+ IlV-AIl-2A- A2 -21l-1l2), (3) 

8nk TO 8nk -1 ( "+ 3 '2 ll'A') + cr o=cr 8 = -e Il "41l --2-

+ ~ e-v ( i~+ ~2 ) +e-J,L, (4) 

8nk 1 •• • • cr Tb=O='2 e-A (21l' +Illl' -All' -V'Il) (5) 

(l'apice indica la derivazione rispetto ad R, il puntosulla lettera la deriva
zione rispetto aCT). 

Alcune relazioni generali per A, Il' v possono essere facilmente trovate 
partendo dalle equazioni :r~." = 0 contenute nelle equazioni del campo. Utiliz
zando la formula (86,11), tr~viamo Ie due equazioni 

• • 28 
A+21l=-p+8' 

2p' 
'V'=---. 

P+8 
(6) 

Se p e nota come funzione di 8, Ie equazioni (6) si integr:ano nel modo seguente; 

A+21l= -2 r ~ +fdR), V= -2 r d+P +/2 ('1'), (7) 
JP+8 J p 8 

dove Ie funzioni A (R) ed 12 ('1') possono essere scelte a.rbi~rariamente, perche so po 
possibili, come abbiamo indicato sopra, Ie trasformazlolll della forma R = R (R ). 
'1' = '1' ('1"). • . I t· 

6. Trovare Ie equazioni che determinano '?-Il c~mpo ~avitazIOna e sta ICO 
nel vuoto generato da un corpo a simmetria asslale ImmobIle (H. Weyl, 1917). 

1) Le componenti di Rjk si possono calcolare direttamente, come e stato 
fatto nel testo, oppure secondo Ie formule ottenute nel problema 2 del § 92. 
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Soluzione. Cerchiamo l'elemento statico d'intervallo in coordinate cilin
driche spaziali ,xl = cp, ,x2 = p, ,x3 = z nella forma 

ds2 = e"c2dt2 _ i»dcp2 _ ell (dp2 + dz2), 

dove 1:, co, fl sono funzioni di p e z; una tale rappresentazione fissa la scelta delle 
coordinate a meno dij una trasformazione del tipo p=p (p', z'), z=z (p', .I') che 
moltiplica per un fattore comune la forma quadratica dp2 + dz2• 

DaIle equazioni 

R8= ! e-Jl [2", p, p+", p ('Y, p+ co, p)+ 2\1, %, % +v, % (v, %+co, %)] =0, 

Rl = ! e-JI [2co, p, p + co, !> (v, p+ co, p) + 2co, %, %+co, z<v, %+co, %)] =0 

(dove gli indici, p e, z indicano la derivazione rispetto ape z), prendendone la 
,somma, troviamo: 

dove e posto 
V+OO 

p'(p, z)=e-2-. 

In tal modo, p' (p, z) e una funzione armonica delle variabili p, z. In base 
alle note proprieta di tali funzioni, cio significa che esiste una funzione coniugata 
armonica z' (p, z) tale che p' + iz' = t (p + iz), dove t e una funzione analitica 
della variabile complessa () + iz. Se prendiamo ora p', z' come nuove coordinate, 
si avra aHora, in virtu della trasformazione conforme p, z -+ p', z', 

ell (dp2+dz2) = ell' (dp'2+dz'2), 

dove fl' (p', .I') e una nuova funzione. AHo stesso tempo si ha eOO=p'2e-"; ponen
do co + v = l' e omettendo tutti gli apici, scriviamo ds2 nella la forma 

ds2 = eVc2 dt2_p2e- v dcp2-eY-v (dp2 + dz2). (1) 

Scrivendo per questa metrica Ie equazioni Rg = 0, RI- Ri = O,R~ = 0, tro
viamo: 

! ~ (p :~ ) + ::~ =0, . 

:=p:~:;, ~=~[(~t-(:)2l 

(2) 

(3) 

Notiamo che la (2) ha la forma dell'equazione di Laplace in coordinate cilindri
che (per una funzione non dipendente da 1jJ). Risolta questa equazione, la fun
zione l' (p, z) e definita completamente dalle equazioni (2) e (3). Lontano dal 
corpo che crea il campo Ie funzioni v e l' debbono tendere a zero. 

§ 101. Mota in un campo gravitazionale 
a simmetria centrale 

Consideriamo il moto di una particella in un campo gravitazio
nale a simmetria centrale. Come in ogni campo a simmetria centrale, 
il moto avverra in un solo « piano» passante per il centro del campo; 
prendiamo questo piano per piano {) = 'Jt12. 
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Per determinare la traiettoria della particella, partiamo dal
I 'equazione di Hamilton-Jacobi 

ikOS as 22 0 
g ozi oz" - m c = , 

dove m e la massa della particella (indichiamo COIl m' la massa del 
corpo che crea il campo). Espressa mediante il tensore metrico rica
vato dalla (100,14) questa equazione assume la forma 

( 1_~)-1 (3!...)2 _ (1-~) (aS )2_..!.. (aS )2 -m2c2=0 
r c at r or r2 olJl ' 

(101,1) 

dove r g = 2m'k/c2 e il raggio gravitazionale del corpo centrale. 
Partendo dalle regole generali di soluzione delle equazioni di 

Hamilton-J acobi, cerchiamo S nella forma 

S = - ~ot + Mer + S r (r) (101,2) 

con l'energia ~o e il momento angolare M cost anti. Sostituendo la 
(101,2) nella (101,1), troviamo la derivata as r/dr e quindi: 

Sr= J [!! (1- r: r2-(m2c2+ ~2) (1- r: r 1Jf2 ar. (101,3) 

La dipendenza r = r (t) e data, come e noto (vedi vol. 1. Mecca
nica, § 47), dall 'equazione as/fYtJo = costante, da cui 

ct~m~: 5 (1_2)[(~)' _(I ~)( 1 _ C!.)Jl/2· (101,4) 
r mc2 + m 2c2r2 r 

Quanto alIa traiettoria, essa e determinata dalla equazione as/aM = 
= costante, da cui 

(101,5) 

Questo integrale si riduce ad un integrale ellittico. 
Per quanto riguarda il moto dei pianeti nel campo d'attrazione 

del Sole, la teoria relativistica introduce correzioni insignificanti 
rispetto ai risultati della teoria di Newton, poicht'i Ie velocita dei 
pianeti solio molto piccole rispetto alla velocita della luce. A cio 
corrisponde il fatto che nell'equazione della traiettoria (101,5) 
i1 rapporto r gfr e piccolo (r g e il raggio gravitazionale del Sole)1). 

Per 10 studio delle correzioni relativistiche alla traiettoria, e 
como do partire dall'espressione (101,3) della parte radiale dell'azione 
prima della sua derivazione rispetto ad M. Cambiamo la variabile 
d'integrazione eseguendo la trasformazione r (r - rg) = r'2, cioe 

1) Per il Sole rg = 3 kro; per la Terra rg = 0,9 cm. 
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r - r gf2 ~ r', dopo di che il termine contenente M2 sotto radice 
diventera M2lr'2. Sviluppomo gli altri termini in serie di potenze 
di r glr' ed otteniamo con la precisione richiesta: 

(101,6) 

dove, per brevita, abbiamo omesso l'apice alla r' ed abbiamo intro
dotto l'energia non relativistica ~' (senza energia di quiete). 

I termini correttivi nei coefficienti dei primi due termini sotto 
la radice quadrata portano solo ad un risultato che non pre
senta un interesse particolare, e cioe al cambiamento della relazione 
tra l'energia e il momenta angolare della particella e i parametri 
della sua orbita newtoniana (ellisse). II cambiamento del coef
ficiente di Jlr2 conduce invece ad un fenomeno pili sostanziale: 10 
spostamento sistematico (secolare) del perielio dell' orbita. 

Poiche la traiettoria e determinata dall 'equazione IP + :'!; = 
= costante, la variazione dell'angolo IP per un periodo di rivoluzione 
di un pianeta sull' orbita e 

a 
LlIP = - aM Ll8r• 

dove LlS r e la variazione corrispondente di 8 r' Sviluppando 8 r 
in serie di potenze della piccola correzione nel coefficiente di lIr2, 

otteniamo: 
_ 8(0) Sm2c2r} iJtlS~O) 

Ll8r -Ll T - 4M aM' 

dove Ll8~O) corrisponde al moto su un 'ellisse chi usa fissa. Derivando 
questa relazione rispetto ad M e tenendo conto che 

a Ll8(0) - Llm(O) - 2n - aM T - 'Y - • 

troviamo: 

II secondo termine rappresenta 10 spostamento angolare cercato 
6q> dell'ellisse newtoniana in un periodo, doe 10 spostamento del 
perielio - dell' orbita. Esprimendo questa grandezza mediante la 
lunghezza a del semiasse maggiore e I 'eccentridta e dell 'ellisse con 
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la nota formula M2/km'm2 = a (1 - e2
), otteniamo1): 

{, _ 6:rtkm' 
<p- c2a(1-e2) • 

(101,7) 

Consideriamo ora il cammino percorso da un raggio luminoso 
in un campo gravitazionale a simmetria centrale. Questo cammino 
e determinato dall'equazione dell'iconale (87,9) 

gik a¢ a¢ =0 
axi axk ' 

che si distingue dall' equazione di Hamilton-J acobi unicamente 
per il fatto che bisogna porre in quest 'ultima m = O. Si puo quindi 
ottenere la traiettoria del raggio direttamente dalla formula (101,5) 
ponendovi m = 0; analogamente, al posto dell'energia 
della particella ~ 0 = - as/at bisognera scrivere la frequenza 
della Iuce ffio = - illP/at. Sostituendo alla costante M la costante 
p ricavata da p = cM/ffio, si ottiene: 

j dr 

<p = r2 -. ;-~ _ i. (1- r g) . 
V p2 r 2 r 

(101,8) 

Trascurando Ie correzioni relati vistiche (r q -+ 0), questa equazione 
da r = p/cos <p, cioe una retta passante aHa distanza p dall' origine 
delle coordinate. Per 10 studio delle correzioni relativistiche, proce
diamo come nel caso precedente. 

Per la parte radiale dell'iconale [efr. la (101,3)) si ha: 

p2 dr 
r (r-rg) • 

Effettuando Ie stesse trasformazioni che hanno permesso di passa
re dalla (101,3) alla (101,6), otteniamo: 

ffio r -. /" 2r g p2 
lPr (r) =7 J r 1 +-r--ra dr . 

Sviluppando ora I 'espressione integranda in serie di potenze di 
rglr, abbiamo: 

11' = 11'(0) + rgWo r dr = 11'(0) + rgffiO Arch!'" 
r r C J Vr2_p2 rep' 

dove 1P~0) corrisponde al raggio rettilineo classico. 
La variazione totale di lPr nella propagazione di un raggio che, 

partendo da un punto a distanza Rmolto grande passa per il punto . 
1) I valori numerici degli spostamenti calcolati secondo la formula (101,7) 

per il pianeta Mercurio e la Terra sono rispettivamente uguaIi a 43,0· e 3,S· in 
un secolo. 
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pili vicino al centro r = p e quindi si allontana fino ad una distanza 
R da esso, vale: 

.1'1jlr = .1'1jl~O) + 2 rgffiO Arch ~. 
• c p 

La variazione corrispondente dell 'angolo pol are <p lungo il 
raggio si ottiene derivando rispetto ad M = pwo/c: 

a~'i'r a~'i'~O) 2rgR 
.1<p= - aM = -----a;;:r-+ pVR2_p2· 

Infine, passando allimite per R -+ 00 e notando che a un raggio retti
lineD corrisponde .1<p = n, otteniamo: 

2rg 
.1<p=n+ p . 

Cio significa che, sOtto I 'azione del campo gravitazionale, 
il raggio luminoso si curva: la sua traiettoria rappresenta una curva 
Convessa verso il centro (il raggio e « attratto )} dal centro), in modo 
che l'angolo tra i suoi due asintoti differisce da n di 

6m _ 2rg _ 4km' . (101 9 
'1' - -p- - c2p , , ) 

in altri termini, un raggio passante a distanza p dal centro del 
campo devia di un angolo uguale a 6<pl). 

§ 102. Collasso gravitazionale di un corpo sferico 

Nella metrica di Schwarzschild (100.,14), goo si annulI a e gIl 

diverge per r = r g (sulla sfera di Schwarzschild). Questa 
circostanza potrebbe giustificare la conclusione che la metrica spa
zio-temporale ha una singolarita e che non e possibile l'esistenza 
di corpi di « raggio )} inferiore (per una data massa) al raggio gravita
zionale. Tuttavia, tali conclusioni sono in realta errate, come e 
provato gia dal fatto che il determinante g = - r4 sen2 e non ha 
alcuna singolarita per r = r g, cosicche la condizione g < 0 (82,3) 
e valida. Vedremo infatti che per r < r g diventa impossibile 
realizzare il corrispondente sistema di riferimento. 

Per precisare il carattere reale della metrica spazio-temporale 
in questa regione, facciamo la seguente trasformazione di coordi
nate2): 

_ ± t ± j f (r) dr c't- C , 
rg 

1--
r 

R=ct+ J dr 

( 1- : ) f (r) 
(102,1) 

1) Per un raggio passante in prossimita del Sole I'IIp = 1,75". 
2) II significato fisico della singolarita schwarzschildiana e stato chiarito 

per la prima volta da D. Finkelstein (1958) con un'altra trasformazione. La 
metrica (102,3) fu trovata da G. Lemaitre (1938). 



404 CAPITOLO XII 

All ora 

Scegliendo f (r) in modo che si abbia f (r g) = 1, possiamo elimina
re la singolarita per r = r g' Ponendo f (r) = V r glr, il nuovo sistema 
di coordinate sara anch'esso sincrono (gn = 1). Scegliendo dapprima, 
per fissare Ie idee, i segni superiori nella (102,1), avremo: 

R _ CT = r (1- f2) dr = r -. rr dr = ~ r
3/2 

J ( rg ) J II r; 3 l/2' 
1-- f g 

r 
oppure 

[
3 J2/3 r= 2(R-CT) 18 (102,2) 

(supponiamo nulla la costante d'integrazione 't' dipendente dal
I'origine dei tempi). Per I'elemento d'intervallo si ha: 

dR2 [3 J./8 ds2=c2dT2- 2 - -(R-CT) rI/8(d62+sen2 adq>2). 
[2!g (R-c't")] /3 2 g 

(102,3) 

La singolarita sulla sfera di Schwarzschild (alla quale corri

sponde qui l'uguaglianza ~ (R - CT) = rg) in queste coordinate e 
assente. La coordinata R e ovunque spaziale. la T temporale. La 
metrica (102,3) non e stazionaria. Come in ogni sistema di riferi
mento sincrono, Ie linee del tempo in questa metrica sono linee geo
detiche. In altri termini, Ie particelle «di prova, che si trovano 
in stato di quiete rispetto al sistema di riferimento sono parti
celIe in mota libero nel dato campo. 

A valori determinati di r corrispondono Ie linee d 'universo R -CT= 

= cost ante (ler ette inclinate del diagramma nella figura 20). Quanto 
aIle !inee d 'universo delle particelle in quiete rispetto al si
stema di riferimento, esse sono rappresentate in questo diagramma 
da rette verticali; Ie particelle, spostandosi lungo queste verticali, in 
un interyallo finito di tempo proprio, cadono nel centro del campo 
(r = 0) c.he rappresenta un vero punto singolare della metrica. 

Esaminiamo la propagazione di segnali luminosi radiali. L'equa
zione ds2 = 0 (per a, q> = costante) da la aerivata dTldR Iungo 
il raggio: 

Y-d't" 3 -1/8 rg 
C-=± [--(R-CT)J =+ -dR 2rg - r ' 

(102,4) 
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dove i due segni corrispondono aIle due frontiere del «cono») di 
luce di vertice nel punto d 'universo dato. Per r > r B.. (il punto a nella 
fig. 20) l'inclinazione di queste frontiere e I cd-r:/dH 1< 1, in modo 
che la retta 'r = cost ante (lungo la qua Ie cd-r:/dR = 1) va a finire 
all'interno del cono. Nella regione r < r g (il punto a') abbiamo 
invece I cd-r:/dR I > 1, in modo che la retta r = cost ante - linea 
d 'universo della particella fissa (rispetto al centro del 

Fig. 20 

campo) - rest a fuori dal cono. Le due frontiere del cono, ad una 
distanza finita, intersecano la retta r = 0 avvicinandosi ad essa 
verticalmente. Poiche eventi arbitrari legati dal principio di causa
lita non possono giacere sulla linea d 'universo al di fuori del cono 
di luce, ,ne risulta che nella regione r < r g nessuna particella puo 
essere immobile. In generale, tutte Ie interazioni e i segnali si propa
gano qui verso il centro, raggiungendolo in un intervallo di tempo 
finito -r:. 

Analogamente, se avessimo scelto i segni inferiori nella trasfor
mazione (102,1). avremmo ottenuto un sistema di riferimento «in 
espansione » con una metrica che differisce dalla (102,3) per il segno 
di -r:. Esso corrisponde a uno spazio-tempo dove, come prima, 
non e possibile 10 stato di « quiete » e dove tutti i segnali si propagano 
diretti dal centro verso l'esterno. 

I risultati esposti si possono applicare al problema riguardante 
il comportamento dei gravi in telativita generale. 

Dallo studio delle condizioni relativistiche d 'equilibrio di un 
corpo sferico risulta che per una massa abbastanza grande uno stato 
d 'equilibrio statico puo anche non esistere (vedi vol. V, Fisica sta-
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istica, § 111). E ev\dente che tale corpo deve com primersi indefini
tamente (si ha il cosiddetto collasso gravitazionale)l). 

In un sistema di riferimento galileiano all'infinito [la metrica 
(100,14)], non legato al corpo, il raggio del corpo centrale non puo 
essere minore di rg. Cio vuol dire che, secondo l'orologio t di un osser
vatore distante, il raggio del corpo che si comprime tende asinto
ticamente al raggio gravitazionale quando t -+ co. E facile stabilire 
la legge limite di questa trasformazione. 

Una particella sulla superficie del corpo che si comprime si 
trova sempre nel campo d'attrazione di una massa costante m, cioe 
della massa totale del corpo. Per r -+ rg Ie forze d'attrazione diven
tano molto grandi, mentre la densita (e con essa la pressione) del 
corpo resta finita. Partendo da quest'ultima .circostanza e trascurando 
Ie forze di pressione, riconduciamo la determinazione della dipendenza 
del raggio del corpo dal tempo allo studio della caduta libera della 
particella « di prova )} nel campo di massa m. 

La dipendenza r (t) per la caduta nel campo schwarzschildiano e 
data dall'integrale (101,4), dove per un mota puramente radiale il 
momento angolare M e nullo. Cosi, se la caduta inizia alIa « distanza » ro 
dal centro con velocita nulla nell'istante to, 1 'energia della particella 
vale ~o = mc2 V1 - rglro, e il tempo t necessario per raggiungere 
1a « distanza » r e dato da: 

.. /' rg rO dr 
c(t-to) = V 1-- J 

ro r (1-~) V·~-~ 
r r ro 

(102,5) 

Questo in tegrale diverge per r -+ r g come - r g In (r - r g), e quindi 
la legge asintotica secondo la quale r tende ad r g e: 

-ct/r r- rg = costante e g. (102,6) 

In tal modo, 10 stadio finale di avvicinamento di un corpo in collas
so al raggio gravitazionale avviene secondo una legge esponenziale 
con un tempo caratteristico molto piccolo'" rgle. 

Sebbene la velocita del processo di compressione osservato dal di 
fuori tenda asintoticamente a zero, la velocita v delle particelle 
cadenti, misurata nelloro tempo proprio, al contrario, cresce tendendo 
alIa velocita della luce. Infatti, secondo la definizione (88,10) si 
ha: 

1) Le proprieta fondamentali di questa fenomeno furono spiegate da 
J. R. Oppenheimer e H. Snyder (1939). 



CAMPO DEI GRAVI 

Ricavando glt e goo dalla (100,14) e dr/dt dalla (102,5), troviamo: 

1-~- i-
Tg

IT (1027) 
~-1-~~' , 

L'avvicinamento al raggio gravitazionale, che avviene secondo 
1 'orologio di un osservatore lontano in un tempo infinito, avviene 
invece in un intervallo finito di tempo proprio (il tempo nel sistema 
di riferimento in molo solidale). Questo e gia evidente dall'analisi 
generale sopra esposta, ma si puo fare una verifica anche calcolando 
direttamente il tempo proprio 1: come un integrale invariante 

C1:= J ds= J [c2goo!:: +gUT/
2 dr . 

Ricavando dr/dt dalla (102,5), troviamo per il tempo proprio di 
caduta dal punta ro nel punto r: 

r 
1 J ( Tg T g ) -1/2 't- 'to = - --- dr. 
C T TO 

(102,8) 
TO 

Questo integrale converge per r -+- rg. 
Raggiunto (in tempo proprio) il raggio gravitazionale, il corpo 

continuera a comprimersi, e tutte Ie sue particelle raggiungeranno il 
centro in un intervallo di tempo proprio finito; 1 'istante di caduta 
di ciascuna porzione di materia nel centro rappresenta una vera sin
golarita della metric a spazio-temporale. Tuttavia, non si puo 
osservare tutto il processo di compressione del corpo oltre la sfera 
di Schwarzschild da un sistema di riferimento esterno. All'istante 
in cui la superficie del corpo passa per questa sfera il tempo t diventa 
infinito; si puo affermare che tutto il processo di collasso oltre la 
sfera di Schwarzschild avviene « oltre l'infinito temporale» 
dell'osservatore 16ntano: esempio limite della relativita del cammino 
del tempo. In questo quadro non esistono, ovviamente, contraddi
zioni logiche. Infatti hisogna tener presente che Ie pro prieta del si
stema di riferimento in « compressione », nessun segnale plio uscire 
dalla sfera di Schwarzschild in questo riferimento. Questa sfera (in 
un sistema di riferimento in moto solidale) puo essere attraversata da 
particelle 0 raggi di luce in una sola direzione, e cioe verso l'interno; 
una volta entrati dentro la sfera, essi non possono mai pili 
uscirne. Una tale superficie e detta orizzonte degli eventi. 

Rispatto all 'osservatore esterno, il processo di compressione verso 
il raggio gravitazionale e accompagnato da « autoisolamento » del 
corpo. II tempo di propagazione dei segnali emessi dal corpo tende 
all'infinito. Infatti, per segnali luminosi d,s2 = 0 anche nel 
sistema di Schwarzschild si ha cdt = drl (1 - rg/r); il tempo dl 
propagazione dal punto r ad un certo punto ro > r e dato dall'inte-
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grale 
ro 

J dr ro-rg 
el1t= 1 / =ro-r+rgln--, -rg r r-rg 

r 

(102,9) 

che diverge [come pure l'integrale (102,5)1 per r -+ rg • 

Gli intervalli di tempo proprio sulla superficie del corpo rispetto 
agli intervalli di tempo t dell' osservatore indefinitamente lontano 
subiscono una contrazione nel rapporto: 

V goo = v' 1 -!.!.... ; 
r 

di conseguenza, per r -+ rg tutti i processi che avvengono suI corpo, 
nella percezione dell 'osservatore lantana «si appiattiscono» nel tempo. 
La frequenza della riga spettrale emessa dal corpo e percepita dall 'os
servatore lantana diminuisce non solamente a causa dello sposta
mento gravitazionale verso il rosso, ma anche a causa dell'effetto 
Doppler dovuto al mota della sorgente che cade nel centro insieme 
alIa superficie della sfera. Quando il raggio della sfera e gia vicino 
ad r g (cosicche la velocita di caduta e ormai vicina alla velocita 
della luce), questo effetto diminuisce la frequenza nel rap porto 

Vi - ~:I (i + :) ~ ~ V i - ~: . 
A causa di questi due effetti la frequenza osservata si annulla quindi 
per r -+ r g secondo la legge 

w=costante (1_ r
:). (102,10) 

Cosi, dal punto di vista dell 'osservatore lantana il collasso gra
vitazionale genera la comparsa di un corpo «congelato» che non 
emette nella spazio circostante nessun segnale ed interagisce con il 
mondo esterno soltanto con il suo campo gravitazionale statico. 
Un sistema materiale siffatto vien chiamato bueo nero. 

Per concludere, facciamo an cora un'osservazione di carattere 
metodologico. Abbiamo visto che per un campo centrale nel vuoto 
il «sistema dell'osservatore esterno» inerziale all'infinito non e 
sufficiente: mancano in esso Ie linee d'universo delle particelle che 
si muovono all'interno della sfera di Schwarzschild. La metrica 
(102,3) e invece applicabile anche all'interno della sfera di Schwarz
schild, ma in un certo senso nemmeno questa sistema e sufficiente. 
Esaminiamo infatti, in questa sistema, una particella in moto radiale 
uscente dal centro. Per T -+00 lasua linea d 'universo finisce all 'infinito, 
e per T -+ -00 essa deve avvicinarsi asintoticamente ad r = rg 
perche nella metrica data all'interno della sfera di Schwarzschild 
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il moto puo effettuarsi soltanto nella direzione verso il centro. D'al
tra parte, la distanza tra r = r g e un qualsiasi punto dato r > r g 
sara percorsa dalla particella in un intervallo finito di tempo proprio. 
Di conseguenza, in tempo proprio, la particella deve raggiungere 
dal di dentro la sfera di Schwarzschild prima di iniziare a muoversi 
fuori di essa; ma questa parte della storia della particella non puo 
essere descritta nel dato sistema di riferimento1). 

Sottolineiamo pero che questa incompletezza si verifica selo 
nella studio formale della metrica del campo generato da una massa 
puntiforme. In un problema fisico reale, per esempio in quello del 
collasso di un corpo esteso, l'incompletezza lion si rivela: la soluzione 
ottenuta per raeeordo della metriea (102,3) con la soluzione 
all'interno della materia sara, naturalmente, completa e descrivera 
tutta la storia di tutti i moti possibili delle particelle (Ie linee d 'uni
verso delle partieelleche si muovono nella raecordo r>rg allontanando
si dal centro hanno inizio dalla superficie della sfera prima ehe 
questa contraendosi entri nella sfera di Schwarzschild). 

PROBLEMI 

1. Trovare i raggi delle orbite circolari per una particella nel campo di un 
huco nero (S. A. Kaplan, 1949). 

Soluzione. La dipendenza r (t) per una particella in mota nel campo schwarz
schildiano e data daUa formula (101,4), oppure in forma differenziale: 

1 ~=_1_ [~2-U2(rl/2 (1) 
1-rg/r cdt ~Oj 0 , 

dove 

U (r)=mc2 
[( 1- r: ) (1+ m~:r2) TI2. 

(m e la massa della particella, r g = 2km' /e2 il raggio gravitazionale del corpo 
centrale di massa m'). La funzione U (r) ha il ruolo di una « energia potenziale 
efficace » nel senso che la condizione ~o :;.. U (r) definisce (per analogi a con la 
teoria non relativistica) Ie regioni ammissibili del moto. Nella figura 21 so no 
date Ie curve U (r) per differenti valori del momenta angolare M della particella. 

I raggi delle orbite circolari e i valori corrispondenti di ~o e di M sono 
determinati dagli estremi della funzione U (r): i minimi corrispondono alle 
orbite stabili, i massimi alle orbite instabili. La soluzione compatibile delle 
equazinoi U (r) = ~o, U' (r) = 0 da: 

1) La costruzione di un sistema di riferimento, privo di una tale incomple
tezza, verra esaminata alla fine del paragrafo prossimo. 
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dove il segno superiore riguarda Ie orbite stabili e quello inferiore Ie orbite 
instabili. L'orbita circolare stabile, la pili vicina al centro, ha per parametri: 

r=3rg, M= V3mcrg• ~o= vi ~ mc2• 

II raggio minimo dell'orbita instabile e 3rgl2 e si ottiene nel caso limite M ->- 00, 

r/rfl 

Fig. 21 

~o ->-00. La figura 22 rappresenta la dipendenza di r/rg da M/mcr; 
il suo ramo superiore da i raggi delle orbite stabili e quello inferiore delle orbite 
instabili1). 

2. Per il moto nella stesso campo del problema 1 determinare la sezione d 'urto 
di cattura gravitazionale di particelle provenienti dall'infinito: a) non relativi
stiche, b) ultrarelativistiche (J. B. ZeldoviC, I. D. Novikov, 1964). 

Soluzione. a) Per velocita v"" non relativistica (all'infinito) l'energia della 
particella e ~o ~ mc2• Daile curve nella fig. 21 si vede che la retta ~o= mc2 , 

giace sopra tutte Ie curve dei potenziali relativi ai momenti angolari M <2mcrf! 
cioe di distanza d'urto p < 2cr~/voo. Tutte Ie particelle con tali p vengono 
catturate gravitazionalmente: esse raggiungono (asintoticamente, per t->- 00) la 
sfera schwarzschildiana, senza uscirne. La sezione d'urto di cattura e: 

cr ==4"ri ( v: ) 2 • 

b) Nell'equazione (1) del problema 1 il passaggio a una particella ultrare
lativistica (0 a un raggio di luce) vien fatto con la sostituzione m ->- O. Intro
ducendo inoltre la distanza d'urto p = cM/~o, 'Otteniamo: 

1 dr • ;- p2 p2r g 

1-rg/r cdt =V 1--,:2+---;:3-

1) Ricordiamo, a titolo di paragone, che nel campo newtoniano sarebbero 
possibili (e stabili) Ie orbite circolari a qualsiasi distanza dal centro (il raggio 
e legato al momento angolare daBa relazione r = M 2/km'm2 ). 



CAMPO DEI GRA VI 411 

Le frontiere del mota per r (punti di svolta) sono determinate dagli zeri nel
l 'espressione sotto radice. Come funzioni di p, esse sono rappresentate dalla 

pirog 

20 .7 

15 4 
!'>, JvJ ':;:./0 
t" ~ 

.5 I 
0 

I v.J Z J l1/mcr!l 0 1.1/2 J 4 ,'j fJ 7 r/rg 

Fig. 22 Fig. 23 

curva nella figura 23; la parte non tratteggiata del piano corrisponde ai moti 
possibili. La curva ha un minimo nel punto 

3 Vii 3 
P==-2- rg , r=2"rg. 

Per valori minori della distanza d'urto la particella non incontra il punto di 
svolta, e prosegue cioe verso la sfera schwarzschildiana. Ne segue che la sezione 
d 'urto di cattura e 

§ 103. Collasso gravitazionale di una sfera incoerente 

Per espltcitare l'andamento della variazione dello stato interno 
di un corpo in collasso (compreso il processo della sua compressione 
nella sfera di Schwarzschild) occorre preventivamente risolvere 
Ie equazioni di Einstein per i1 campo gravitazionale in un mezzo 
materiale. Nel caso a simmetria centrale, Ie equazioni di campo han
no delle soluzioni generaIi se si trascura la pressione della materia, 
cioe per l'equazione di stato della materia« incoerente )}: p = 0 
(R. Tolman, 1934). Sebbene non sia realistico trascurare la pressione 
della materia, la soluzione generale di questo problema presenta 
un notevole interesse metodologico. 

Come e stato indicato nel § 97, un mezzo incoerente ammette 
la scelta di un sistema di riferimento che sia contemporaneamente 
sincrono e in moto solidale1). Indicando con T eR rispettivamente il 

1) Si suppone inoltre che la materia si muova « senza rotazione,. (vedi nota 
alla l!ag. 378). Questa condizione e soddisfatta a priori nel caso considerato, 
perche la simmetria sferica suppone un mota puramente radiale della materia. 
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tempo e la coordinata radiale scelti precisamente in questo modo, 
scriviamo l'eleII!ento d'intervallo a simmetria sferica nella formal) 

d,s2 = dT2 -eM:', R) dRz- r2 (T, R)(d82 + sen2 8d<f). (103,1) 

La funzione r (T, R) rappresenta un « ragg~o » determinato in ma
niera tale che 2nr sia la lunghezza della circonferenza (di centro 
nell'origine delle coordinate).L' espressione (103,1) fissa uni,vocamente 
la scelta di T, ma ammette an cora trasformazioni della coordinata 
radiale del tipo R = R (R'). 

II calcolo delle componenti del tensore di Ricci per questa metri
ca conduce al seguente sistema di equazioni di Einstein2): 

-e-Ar'2+2r~+ ;2+1 =0, 
'" ... .. 

-~(2r"-r'A.')+ rJ. + X +~+~=O 
r r 2 r ' 

(103,2) 

(103,3) 

(103,4) 

(103,5) 

dove l'apice indica la derivazione rispetto aRe il punto quella 
rispetto aT. 

L'integrazione dell'equazione (103,5), fatta direttamente ri
spetto al tempo, dB. 

r'2 
eA = 1 + f (R) , (103,6) 

dove f (R) e una funzione arbitraria che soddisfa solo la condizione 
1 + f> O. Sostituendo questa espressione nella (103,2), otteniamo 

2r,'+ ;2_ f = 0 

(mentre la sostituzione nella (103,3) non dB. nulla di nuovo). II primo 
integrale di questa equazione e 

;2=f(R)+ F~R) , (103,7) 

1) In questo paragrafo poniamo c = 1-
2) efr. problema 5 del § 100. Le equazioni dalla (103,2) alIa (103,5) si 

ottengono rispettivamente dalle equazioni (2)-(5) di questo problema, se si pone 
in esse v = 0, e" = rI, p = O. Notiamo che la seconda delle equazioni (6) dello 
stesso problema dA v' = 0 per p = 0, cioe v = v (T); l'arbitrio nella scelta di T, 
rimasto nella metrica (1), permette dunque di annullare v, circostanza che di
mostra nuovamente la possibilita di introdurre il sistema di riferimento sincrono 
in moto solidale. 
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dove F (R) e un'altra funzione arbitraria. Ne segue che 

T=± J ydr . 
I+.!... 

r 

La funzione r (T, R), che si ottiene per integrazione, puo essere 
rappresentata in forma parametrica: 

F F 
r=2T(ch 'I'J- 1), To(R)-T= 2/3/2 (sh'I'J-'l'J) per />0, (103,8) 

F F 
r= -21 (1-cos'I'J), To(R)-T= 3/ ('I'J-sen'I'J) per 1<0, 

2 (- I) 2 

(103,9) 
dove To (R) e di nuovo una funzione arbitraria. Se invece 1 = 0, 
si ha 

( 
9F )1/3 2/ r= T [To(R)-TJ 3 per /=0. (103,10) 

In tutti i casi, sostituendo la (103,6) nella (103,4) ed eliminando / 
con l'aiuto della (103,7), si ottiene la seguente espressione per la 
densita della material): 

F' 8nke = f""""'2 • ( 103,11) 
rr 

Le formule dalla (103,6) alla (103,11) determinano la soluzione 
generale cercataB). Notiamo che essa dipende solamente da due fun
zioni arbitrarie « fisicamente differenti », poiche, sebbene essa 
contenga tre funzioni /, F, To, la coordinata R puo essere uIterior
mente sottoposta ad una trasformazione arbitraria R = R (R '). 
Questo numero corrisponde esattamente al fatto che la distribuzione 
a simmetria centrale pin generale della materia e data da due fun
zioni (distribuzione della densita e della velocita radiale della 
materia) e che un campo gravitazionale libero dotato di simmetria 
centrale non esiste. 

Poiche il sistema di riferimento e in mota solidale con la materia, a 
ciascuna particella della materia corrisponde un determinato valore 
di R; la funzione r (T, R) per questo valore di R determina la legge 

del moto della data particella, e la derivata r'e la sua velocita radia-

1) La funzioni F, I, 'to debbono soddisfare soltanto Ie condizioni che assicu
rano la positivita di e1.., r ed B. Oltre aHa condizione gia indicata 1 + / > 0, 
risulta quindi che anche F > o. Partiremo dal presupposto che anche F > 0, 
r' > 0; si eseludono quindi i casi che generano un'intersezione degli strati sfe
rici della materia nelloro moto radiale. 

2) Questa soluzione non contiene pera il caso particolare in cui r = r (1") 
a non dipende da R, in modo che l'equazione (103,5) si riduce ad un'identita; 
vedi V. A. Ruban, JETFi 56, 1914 (1969). Tuttavia questo caso non corris
ponde al problema del co lasso di un corpo finito. 
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Ie. Una proprieta importante della soluzione ottenuta e che Ie fun
zioni arbitrarie, che ne fanno parte, date nell'intervallo da 0 ad un 
certo R 0, determinano completamente il comportamento della sfera 
di questa raggio; esso non dipende dalle prorrieta di queste fun
zioni per R > R o. Di conseguenza, si ottiene automaticamente la 
soluzione del problema interno per qualsiasi sfera finita. La massa 
tot ale della sfera e data, conformemente alla (100,23), dall'integrale 

r('t". Ro) Ro 

m = 4n S er2 dr = 4lt S er2r'dR. 
o 0 

Sostituendo in questa espressione la (103,11) e notanda che F (0) = 0 
(per R = 0 deve essere anche r = 0), troviamo: 

F(Ro) m=--y;-, Tg=F(Ro) (103,12) 

(r g e il raggio gravitazionale della sfera). 
Per F = cost ante =1= 0 dalll (103,11) abbiamo e = 0, in modo 

che la soluzione si riferisce ad Ul 0 spazio vuoto, cioe descrlve il campo 
di una massa puntiforme (che si trova al centro, cioe nel punto sin
golare della metrica). Per esempio, ponendo F = rg , f = 0, To = R, 
otteniamo la metrica (102,3) 1). 

Le formule (103,8), (103,9), (103,10) descrivono (a seconda dei 
valori assunti dal parametro TJ) sia la compressione che l'espan
sione della sfera; sia l'uno che l'altro processo so no in uguale 
misura ammessi dalle equazioni di campo. Al problema reale del 
comportamento di un corpo grave instabile corrisponde la 
compressione, ossia il collasso gravitazionale. Le soluzioni dalla 
(103,8) alla (103,10) so no scritte in modo tale che la compressione ha 
luogo quando T crescendo tende a To. All'isante T = To (R) corri
sponde il fatto che la materia con la coordinata radiale data R rag
giunga il centro (si deve inoltre avere T~ > 0). 

II comportamento limite della metrica all'interno della sfera e 
identico nei tre casi dalla (103,8) alla (103,10) per T --+ ';0 (R): 

( 
9F ) 1/3 ( )2/3 'J../2 ( 2F) 1/3 "ro ( ) -1/3 (103 13) r ~ T Tv - T , e ~ 3 -V 1 + f ';0 - T. , 

Cio vuol dire che tutte Ie distanze radiali (nel sistema di rife
rimento in moto solidale) tendono all'infinito, mentre quelle 
trasversali tendono a zero; tutti i volumi tendono u~ualmente a 
zero (come T - To)2). Per guesto motivo la densita della materia 

1) Invece il caso in cui F = 0 [dove, in virtu della (103,7), si ha r = 
= -VI ("r - "ro)) corrisponde alIa mancanza di un campo; con una trasformazione 
opportuna delle variabili, la metrica puo essere ridotta alIa forma galileiana. 

2) La geometria del « piano» passante per il centro e aHora tale quale 
sarebbe su una superficie conica di rotazione Ie cui generatrici si allungano 
contemporaneamente mentre Ie circonferenze si restringono. 
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aumenta indefinitamente1): 

(103 14) 

Tenendo conto di quanto e stato detto nel § 102, si verifica quindi 
il collasso di tutta Ia distrir.uzione della materia al centr02

). 

Nel caso particolare in cui Ia funzione 'to (R) = costante (cioe 
tutte Ie particelle giungono al centro contemporaneamente), il 
carattere della metrica all'interno della sfera, che si comprime, e 
diverso. In questa caso si ha 

( 
9F )1/3 ( )2/3 ~/2 ( 2 ) lis F' ( )2/3 

r~ -3 'to-'t, e ~ - 'to-'t 
3 2F2/3 V1+ / ' 
4: 

8nk8 ~ 3 (-'o-'t)Z' (103,15) 

cioe per 't __ 'to tutte Ie distanze - sia trasversali che radia
Ii - tendono a zero secondo la stessa legge,,", (To - .)2/3; la densita 
della materia tende all'infinito come ('to - .t2, e al limite la sUa 
distribuzione diventa omogenea. 

Sottolineiamo il fatto che in tutti i casi l'istante del passag
gio di una sfera in collasso dentro la sfera di Schwarzschild 
(r (., R 0) = r g) non e significativo ai fini della dinamica 
intern a (descritta dalla metrica nel sistema di riferimento in moto 
solidale). Tuttavia, ad ogni istante una parte determinata della sfera 
si trova gia sotto il suo« orizzonte degli eventi ». Analogamente a 
come F (R 0) determina, conformemente alIa (103,12) il raggio gra
vitazionale di tutta la sfera, COS! F (R) per ogni valore dato di R, 
e il raggio gravitazionale di quella parte di sfera, che si trova sotto 
la superficie sferica R = costante; di conseguenza, la parte indicata 
della sfera e determinata ad ogni istante • dalla condizione 
r ('t, R) ~ F (R). 

Mostriamo infine in che modo si possono applicare Ie formule 
ottenute alla soIuzione del problema posto alla fine del § 102: 
costruire un sistema di riferimento completo per il campo di 
massa puntiforme3). 

1) La eomparsa del collasso, qualunf{ue sia la massa della sfera, nella solu
zione considerata e la conseguenza naturale del fatto che e stata trascurata la 
pressione. :I;; ovvio che per e -+ 00 e, da un punta di vista fisico, inammissibite 
supporre la materia come incoerente, e si deve ricorrere percio aIle 
equazioni di stato ultrarelativistiche p = 8/3. Risulta pero che it carattere 
generale delle leggi limite per la compressione non dipende dall'equazione di 
stato della materia [vedi E. M. Li/sic, I. M. KhalatnikolJ, JETF 39, 149 
(1960)). 

2) II easo -'0 = costante include, in particolare, anche it collasso di una 
sfera completamente omogenea (vedi it problema). 

3) Un tale sistema e siato trQvato in altre variabili da M. Kruskal 
[vedi Phys. RelJ. 119, 1743 (1960)). La soluzione riportata qui nella forma, 
dove il sistema di riferimento e sincrono, appartiene a I. D. NOlJikolJ (1963). 
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Per raggiungere questo obiettivo, bisogna partire da una metrica 
nel vuoto tale che contenga sia laO regione spazio-temporale in 
contrazione che quella in espansione. Tale e ]a soluzione (103,8) 
nella quale bisogna porre F = costante = r g. Scegliendo anche 

otteniamo: 

f 1 0 n ( f) -3/2 
= - (R/rg) 9 + 1 ' 't'o=2rg - , 

.!- =.!. (~S + 1) (1 - cos 'r]) 
rg 2 ri ' 

't" 1 (R2 )3/2 -=2 -9-+ 1 (n-'r] + sen 'r]); rg rll 

(103,16) 

quandQ i1 parametro 'r] prende i val~ri da 2n a 0, il tempo 't' (per un 
valore dato di R) cresce in modo monotono, mentre r partendo da 

B zero cresce fino ad un massimo e quindi 
nuovamente decresce sino a zero. 

Nella figura 24 Ie curve A CB e 
A'C'B' corrispondono al punto r = ° 
(ad esse corrispondono i val~ri del para
metro'r] = 2n e'r] = 0). Le curve AOA ~ 
e BOB' corrispondono alla sfera schwarz
schildiana r = rg • Tra AI.C'B' e A'OB' 
si trova una regione spazio-temporaJe 
dove i1 mota possibile e solo queUo 5ii allon-

R tanamento dal centro, e tra ACB e AOB 
una regione dove i1 moto si effettua so
lo verso il centro. 

La linea d 'universo della particella 
in quiete relativamente al dato sistema 
di riferimento e una retta verticale 
(R=costante). Essa parte da r=O (pun
to a), interseca la sfera di Schwarz-

A' schild nel punto b, si allontana al mas-
Fig. 24 simo (r = r g (R2/r; + 1) all'istante 

't' = 0, e quindi la particella comincia 
di nuovo a cad ere verso la sfera di Schwarzschild, l'interseca nel 
punto c e raggiunge nuovamente r = ° (punto d) all'istante 

n (R2 )3/2 
't'=rg 2 r; + 1 . 

II sistema ottenuto e completo: Ie due estremi della linea 
d'universo di ogni particella che si muove nel campo 0 giacciono 
sulla singolarita effettiva r = 0, 0 vano all'infinito. La metrica 
incompleta (102,3) invece comprende solo la regione a destra 
della curva AOA' (0 a sinistra di BOB'), mentre 10 stesso sistema di 
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riferimento incompleto. « in espansione» comprende la regione a 
destra di BOB' (0 a sinistra di AOA'). Per quanto riguarda il siste
ma di riferimento di Schwarzschild con la metrica (100,14), esso 
com prende solamente la regione a destra di BOA' (0 a sinistra di 
AOB'). 

PROBLEMA 

Trovare la soluzione del problema interno per il collasso gravitazionale di 
una sfera incoerente omogenea la cui materia e all'istante iniziale in quiete. 

Soluzione. Ponendo 

-ro=costante, f=' -sen2R, F=2aosen3R, 
otteniamo: 

(1) 

(Ia coordinata radiale R e qui adimensionale e prende i valori da 0 a 2n). La 
densita e 

6 
8nke= 2 (1 )3 ao -cos 1'} 

(2) 

e per -r data non dipende da R, la sfera e cioe omogenea. La metrica (103,1) 
si puo rappresentare ricavando T daUa (1) nella forma 

ds2 =d-r2-a2 (-r) [dR2+sen2 R (d82+sen2 8 d<p2») , (3) 

a=ao (1-cos 1'}). 

Notiamo che essa coincide con la soluzione di Friedman per la metrica di 
un universo completamente riempito di una materia incoerente omogenea (§ 112). 
R un risultato del tutto naturale, perche una sfera ricavata da materia distri
buita uniformemente e dotata di simmetria centralel ). 

La condizione iniziale posta puo essere soddisfatta dalla soluzione (1) con 
una scelta opportuna delle costanti ao, -ro. Cambiando qui per comodita la defi
nizione del parametro (TJ -+ n - '1']), rappresentiamo la soluzione nella forma 

TO sen R TO 
T=ZsenRo (1+cos'l']), -r 2 sen Ro(TJ+sen'l']), (4) 

dove (conformemente alla (103,12» il raggio gravitazionale della sfera 
e Tg = TO sen2 Ro. All'istante iniziale (-r = 0, TJ = 0) la materia e in quiete 

(T = 0), e 2nTo = 2m (0, Ro) e la lunghezza iniziale della circonferenza della 
sfera. La cad uta di tutta la materia nel centro avviene all'istante -r= nTo/2 sen R o. 

II tempo t nel sistema di riferimento dell'osservatore lontano (sistema 
di Schwarzschild) e legato al tempo proprio -r sulla sfera dall'equazione 

d-r2= (1-~) dt2- dT2 
T Tg , 

1--
T 

dove per T bisogna intendere il valore T (-r, Ro) che corrisponde alla superficie 
della sfera. L'integrazione di questa equazione conduce alIa seguente espressione 

1) La metrica (3) corrisponde ad uno spazio di curvatura positiva costante. 
Analogamente, ponendo f = sh2R, F = 2aosh3R, otteniamo la soluzione che 
corrisponde ad uno spazio di curvatura negativa costante (§ 113). 
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di t in funzione dello stesso parametro TJ: 

ctg Ro+tg i 1 
+=In +ctgRo[TJ+ 2sen2 R (TJ+senTJ)] (5) 

g ctgRo-tg 2L 0 
2 

fdove l'istante t = 0 corrisponde all'istante T = 0). Al passaggio della super-
(icie della sfera attraverso la sfera schwarzschildiana (r (T, Ro) = rll ) corrisponde 
il valore del para metro TJ, determinato dall'uguaglianza 

1') rg 
COS2 _

2 
=-=sen2 Ro. 

ro 
All'avvicinarsi a questo valore, il tempo t tende all'infinito, in accordo con 
quanta e stato detto nel § 1021). 

§ 104. Collasso gravitazionale di corpi non sjerici e di corpi rotant! 

Tutto quanta e stato detto nei due paragrafi precedenti si rife
riva letteralmente a corpi rigorosamente a simmetria sferica. Da 
semplici considerazioni risulta tuttavia che I 'aspetto quaJitativo 
de] collasso gravitazionale resta 10 stesso anche per corpi con lieve 
deviazione dalla simmetria sferica (A. G. Doroskevic, J. B. Zeldovic, 
I. D. Novikov, 1965). 

Parleremo in un primo momenta dei corpi la cui deviazione dalla 
simmetria centrale e dovuta alla distribuzione della materia in essi, 
e non alIa rotazione del corpo. 

E evidente che se un cor po a simmetria centrale e insta
bile dal punta di vista gravitazionale, questa instabilita si man
terra anche dopo una piccola violazione della simmetria, cosic
che un tale corpo sara pure in collasso. Considerando una lieve assim
metria come una piccola perturbazione, e possibile seguirne I' anda
mento (nel sistema di riferimento in moto solidale) nel processo di 
contrazione del corpo. In generale, Ie perturbazioni si intensificano 
a misura che aumenta la densita del corpo. Se Ie perturbazioni erano 
piccole all'inizio della contrazione, esse restano ancora sufficiente
mente piccole anche all'istante in cui il corpo raggiunge il raggio 
gravitazionale; nel § 103 e stato indicato che questo istante non e 
significativo per la dinamica interna del corpo in compressione, e 
la sua densita e ancora finita2

). 

1) La funzione r (T, R o), determinata dalle formule (4), coincide, natural
mente, con la funzione calcolata nella metrica esterna e data dall'integrale 
(102,8). Lo stesso riguarda la funzione t (r) determinata dalle formule (4) e (5): 
essa coincide con quella data daU'integrale (102,5). 

I) L'andamento delle perturbazioni nella distribuzione non stazionaria 
omogenea infinita della materia sara esaminato nel § 115 (Ie formule che si 
otterranno, si riferiscono in misura uguale sia al caso di espansione cho al caso 
di contrazione). L'eterogeneita della distribuzione non perturbata 0 la forma 
limitata del corpo non cambiano l'affermazione fatta. 
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Essendo piccole Ie perturbazioni interne del corpo, restano pure 
piccole Ie perturbazioni del campo gravitazionale esterno a simmetr
ia centrale, generato da questo corpo. Cio vuol dire che resta quasi 
invariata anche la superficie dell'« orizzonte degli eventi t, ossia la 
sfera schwarzschildiana,' e nulla ostacola il corpo in collasso (nel 
sistema di riferimento in mota solidale) ad attraversarla. 

L' osservatore esterno non riceve nessuna notizia su un ulteriore 
aumento delle perturbazioni all'interno del corpo, perch{) dal di 
sotto dell'« orizzonte del eventi » non esce proprio segnale alcuno; 
tutto questo processo resta «al di la dell'infinito temporale » del
I' osservatore lontano. Ne segue, a sua volta, che rispetto al sistema 
di riferimento esterno il campo gravitazionale di un corpo in colI as
so deve tendere a diventare stazionario allorche il corpo si avvicina 
asintoticamente al raggio gravitazionale. II tempo caratteristico di 
questo avvicinamento e molto piccolo (---r.glc); trascorso questo 
tempo, si puo supporre che nella spazio esterno restino soltanto 
Ie perturbazioni del campo a simmetria centrale sorte precedente
mente. Tutti gli effetti della perturbazione debbono diffondersi 
nello spazio, col passar del tempo, come on de gravitazionali, ter
minando all'infinito (0 sotto l'orizzonte). 

In un campo gravitazionale esterno creato da un buco nero in for
mazione non possono restare'neanche Ie perturbazioni statiche, non 
dipendenti dal tempo. Questa conclusione puo essere dedotta da 
un'analisi delle perturbazioni costanti imposte al campo di Schwarz
schild nel vuoto. Questa analisi dimostra che nel caso statico 
qualsiasi perturbazione (decrescente all'infinito) cresce indefinita
mente quando ci si avvicina alIa sfera di Schwarzschild del proble
ma imperturbato1); ma come e stato gia detto, non c'e nessun moti
vo per cui possono sorgere grandi perturbazioni del campo esterno 
nel caso dato. 

Le deviazioni dalla simmetria sferica nella distribuzione della 
densita del corpo sono descritte dai momenti di quadrupolo e di multi
polo di questa distribuzione; ciascuno di questi momenti porta 
un proprio contributo al campo gravitazionale esterno. L'affer
mazione fatta significa che tutte queste perturbazioni del campo 
esterno si smorzano nelle fasi finaH (dal punto di vista dell' osserva
tore esterno) del collasso!!). Una volta formatosi i1 campo gravitazio-

1) Vedi T. Regge, J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, 1063 (1957). Sottolineiamo 
che si tratta di perturbazioni provenienti dal corpo centrale stesso. La condizione 
posta all'infinito esclude i casi in cui Ie perturbazioni statiche provengano da 
sorgenti esterne: in questi casi Ie piccole perturbazioni non fanno che alterare 
aiquanto la sfera di Schwarzschild, senza cambiarne Ie proprieta qualitative 
e senza creare in essa una vera singolarita spazio-temporale. 

2) Per Ia legge di questo smorzamento si veda R. H. Price, Phys. Rev. D 5, 
2419, 2439 (1972). Le perturbazioni iniziali statiche l-polari di un campo gravi
tazionale esterno si smorzano nel collasso come 1/tll+2. 
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nale di un buco nero, e nuovamente il campo centrale simmetrico di 
Schwarzschild, determinato unicamente dalla massa totale del corpo. 

Non e del tutto chiara la questione sulla sorte finale del corpo, 
che si trova in collasso, sotto 1'« orizzonte degli eventi» (non osserva
bile dal sistema di riferimento esterno). Si puo evidentemente affer
mare che anche qui il collasso finisce in una vera singolarita spa
zio-temporale della metrica, una singolarita pero di tipo assoluta
mente diverso dal caso a simmetria centrale. Tuttavia, finora questo 
problema non e ancora chiarito sino in fondo. 

Prendiamo il caso in cui una lieve violazione della simmetria 
centrale e dovuta non soltanto alla distribuzione della densita, 
ma anche alla rotazione globale del corpo; se la deviazione dalla 
simmetria sferica e supposta piccola, questo significa intanto che 
la rotazione e sufficientemente lenta. Tutto quanto abbiamo detto 
sopra resta in vigore, con una sola eccezione. E ovvio a priori che, 
in virtu della conservazione del momento angolare tot ale M del 
corpo, il campo del huco nero non puo dipendere in questo caso solo 
dalla massa. A cio corrisponde appunto il fatto che tra Ie perturb a
zioni stazionarie (ma non statiche), non dipendenti dal tempo, del 
campo gravitazionale a simmetria centrale ne esiste una che non cresce 
indefinitamente per r -+ r g' Questa perturbazione e legata precisamen
te alIa rotazione del corpo e viene descritta da una piccola componen
te non diagonale aggiunta al tensore metrico schwarzschildiano gilt 

lin coordinate X O = t, Xl = r, x3 = a, x3 = q»l): 
2kM 

goa =--sen2 0 (104,1) 
r 

(vedi problema del § 105). Questa espressione resta valida (nello 
spazio esterno) quando il corpo si avvicina al raggio gravitazionale, 
e, di conseguenza, il campo di un buco nero Ientamente rotante 
sara (in prima approssimazione rispetto al momenta piccolo M) 
un campo a simmetria centrale schwarzschildiano con una piccola 
eorrezione (104,1). Questo campo non e piu statico, hens! solamente 
stazionario. 

Se il collasso gravitazionale e ammesso per piccole violazioni 
della simmetria sferica, allora un collasso della stesso carattere 
(il corpo finisce sotto I 'orizzonte degli eventi) deve essere possibile 
anche per deviazioni notevoli dalla sfericita; Ie condizioni per cui 
cio avvenga non sono ancora state studiate. Indipendentemente 
da queste condizioni si puo evidentemente affermare che Ie 
proprieta di una formazione (buco nero rotante) generata da 
questo collasso non dipendono, dal punto di vista dell'osserva
tore esterno, da nessuna caratteristica del corpo iniziale, ecce
zione fatta soltanto per la sua mll-ssa m e il momenta angolare M 1). 

1) In questo paragrafo poniamo c = 1. 
1) A scanso di equivoci, ricordiamo che non consideriamo qui corpi portanti 

una carica elettrica non compensata. 
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Se il corpo non ruota come un unico insieme (M = 0), il campo 
gravitazionale esterno del buco nero e il campo a simmetria centrale 
di Schwarzschild1). 

II campo gravitazionale del buco nero rotante e dato invece dalla 
seguente metfica stazionaria' a simmetria assiale di KerrZ

): 

( 
rgr ) pl_? 

dsZ= 1-7 dtZ-T d,-pzd02-

( 
rgra2 ) 2rgra 

- rZ+ aZ + p2 senZ e sen2 e d<pz +~ senZ e d<p dt, (104,2) 

dove e posta: 
/),. = r2 _ rgr + a2, p2 = r2 + a2 cos2 e, (104,3) 

ed rg e, come prima, rg = 2mk. Questa metrica dipende da due para
metri cost anti m ed a, il cui senso risu1ta evidente dalla forma limite 
della metrica per grandi distanze r. Approssimando a meno dei 
termini ",tIr, si ha: 

Confrontando 1a prima espressione con la (100,18) e la second a con 
la (104,1) si trova che m e la massa del corpo e che il parametro a e 
legato al momenta angolare M dalla relazione 

M=ma (104,4) 

(in unita ordinarie M = mac). Per a = 0 1a metrica di Kerr si 
trasforma nella metrica schwarzschiIdiana nella sua forma ordinaria 
(100,14)3). Notiamo anche che 1a forma (104,2) e simmetrica rispetto 
all'inversione del tempo: questa trasformazione (t -+ -t) inverte 
anche la direzione di rotazione, cioe il segno del momento angolare 
(a -+ -a), e, di conseguenza, ds2 rimane invariato. 

1) Questa affermazione e confermata sostanzialmente dal seguente teorema 
di Israel: tra tutte Ie soluzioni statiche, galileiane all'infinito, delle 
equazioni di Einstein con superfici spaziali chi use goo = costante, 
t = costante, la soluzione di Schwarzschild e I'unica ad avere I'orizzonte 
(goo = 0) senza singolaritil nella metrica spazio-temporale [per la dime
strazione di questa affermazione si veda W. Israel, Phys. Rev. 164, 1776 
(1967)]. 

2) Questa soluzione delle equazioni di Einstein e stata trovata in un'aItra 
forma da R. Kerr (1963) e ridotta alIa forma (104,2) da R. If. Boyer e R. W. Lind
quist (1967). Nella letteratura fisica non esiste una costruzione analitica della 
metrica (104,2), adeguata al suo significato fisico, e la verifica diretta di questa 
soluzione delle equazioni di Einstein comporta calcoli voluminosi. L'afferma
zione sulI'unicitil della metrica di Kerr come campo di un huco nero rotante 
e provata da un teprema analogo a quello menzionato di Israel 'per il campo di 
Schwarzschild [vedi B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331 (1971)1. 

3) Con l'approssimazione sino ai termini del primo ordine in a la metrica 
(104,2), per a< 1, differisce invece daUa metrica di Schwarzschild soltanto per 
il termine (2rga/r) sen2 Ad<pdt, il che e in accordo con il caso indica to precedente
mente di una Heve deviazione dalla simmetria sferica. 
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II determinante del tensore metrico nella (104,2) e: 
_g = p4 sen2 9. (104,5) 

Scriviamo anche .le componenti controvarianti gilt., riducendole aIle 
seguenti espressioni del quadrato dell' operatore del 4-gradiente: 

"k a a 1 (2 2 r I(ra
2 

2 tJ.) ( a ) 2 ll. ( a ) 2 g' ----=- r +a +-- sen \J - -- - -axi axk ll. p2 at p2 or 

1 ( a ) 2 1 ( r gr ) ( 0 ) 2 2r gra 0 a 
- p2 as - ll. sen2 e 1-7 a<p +~aqJat' (104,6) 

Per m = 0, in assenza di una massa d'attrazione, la metrica 
(104,2) diventare galileiana. Infatti, l'espressione 

ds2 = dt2 - r2~a2 dr2 - p2 d()2- (r2 + a2) sen2 9 dcp2 (104,7) 

rappresenta la metrica galileiana 
ds2 = dt2 _ dx2 "- dy2 _ dz2, 

scritta in coordinate spaziali ellittiche « schiacciate »; la trasforma
zione di queste coordinate in coordinate cartesiane e data dalle 
formule 

x = Vr2 +a2 sen 9 cos cp, 

y= V r2 +a2 sen 9 sen cp, 

z=rcos 9; 

Ie superfici r = costante sono ellissoidi schiacciati di rotazione: 

X2+y2 :2 
r2+a2 +7= 1. 

La metrica (104,2) ha singolarita fittizie, come pure la metrica 
di Schwarzschild (100,14) ha una singolarita fittizia per r = r g • 

Mentre nel caso schwarzschildiano sulla superficie r = r g goo si 
annulla mentre gu diverge, nella metrica di Kerr queste due 
superfici sono separate. L'uguaglianza g()O = 0 ha luogo per 
p2 = rr g; la maggiore delle due radici di questa equazione di secondo 
grado e 

rg .. /(rg)2 22tJ. rO=2""+ V 2"" -a cos \J (goo = 0). (104,8) 

La gu diverge per fj. = 0; la maggiore delle radici di questa 
equazione e 

(gu = 00). (104,9) 
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Le superfici r = rO ed r = ror, il cui significato fisico verdI precisato 
piu avanti, saranno per brevita indicate con 8 o ed 8 or. La super
ficie 80r rappresenta una sfera e Ia superficie 8 o una figura di rotazio
ne schiaceiata; 8 0r si trova all'interno di 80 e ambedue Ie superfici 
si toccano ai poli (S = 0 e S = ~). 

Come si vede dalle (104,8) e (104,9), Ie superfici 80 ed 80r esistono 
soltanto per a ~ rgl2. Per a> rgl2 il carattere della metrica 
(104,2) cambia radicalmente, e in essa appaiono proprieta fisiche 
inaccettabiIi che violano il principio di causalita l

). 

II fatto che la metrica di Kerr non abbia piu senso per a > r gl2 
significa che il val ore 

(104,10) 

da la frontiera superiore dei valori possibili del momento angolare del 
buco nero. E inoltre evidente, che bisogna considerare questo valore 
come un limite al quale ci si puo avvicinare arbitrariamente, senza 
peri) mai raggiungere I 'uguaglianza a = lZmax, che e impossibile. 
I valori limite dei raggi delle superfici 8 o ed 80r sono rispettiva
mente 

fog 
ror=T' (104,11) 

Mostriamo che Ia superficie 80r e un orizzonte di eventi che Iascia 
passare Ie particelle in moto e i raggi di Iuce in UJia sola direzione: 
verso l'interno. 

Mostriamo preliminarmente da un punto di vista pill generale 
che Ia pro prieta di Iasciar passare in un solo senso Ie linee d 'uni verso 
del1e particelle in moto e propria di ogni ipersuperficie nulla (cioe 
un'ipersuperficie Ia cui normale in ogni punto e un quadrivettore 
nullo). Supponiamo che l'ipersuperficie sia data dall'equazione 
f (XO, Xl, Xli, x3) • costante. La sua normale e diretta Iungo il 4-gra
dien~e ni = 8j/8x\ in modo che, per ipersuperficie nulla, si ha 
nl n1 = O. In altri termini, cio vuol dire che Ia direzione della nor
male gi~ce sulla ipersuperficie stessa: cioe sulla ipersuperficie df = 
~ni dxt = 0; questa ug~aglianza e soddisfatta quando Ie direzioni 
dei quadrivettori dxi e nt coincidono. Inoltre, in virtu della stessa 

1) Queste violazioni inplicano Ia comparsa di linee d'universo chiuse 
del genere tempo che permetterebbero di and are nel passato e di tornare poi nel 
futuro. Notiamo subito che Ie stesse violazioni si verificano allorche la metrica 
di Kerr viene prolungata all'interno di Sor gia per a < rgf2, il che dimostra 
l'incompatibilita fisica di questa metrica all'interno di Sor (riparleremo pili. 
avanti di questo fatto). Per Ia stessa ragione non presentano un interesse fisico 
Ie superfici definite dalle radici minori delle equazioni di secondo grado 
goo = 0 e 1/gu = 0 e situate all'interno di Sor; vedi B. Carter, Phys. Rev. 174, 
1559 (1968). 
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pro prieta nint = 0, per I 'elemento di lunghezza sull'ipersuperficie 
avente la stessa direzione si ha: ds = O. In altri termini, la ipersu
perficie tocca lungo questa direzione, in un punto dato, il conn di 
luce costruito a partire da questo punto. In tal modo, i coni di luce, 
costruiti (per esempio, verso il futuro) a partire da ciascun punto 
della ipersuperficie nulla, giacciono completamente da una delle 
sue parti toccando (in questi punt i) l'ipersuperficie lungo una delle 
sue generatrici. Ma questa proprieta significa appunto che Ie linee 
d'universo delle particelle (dirette verso il futuro) 0 dei raggi lumi
nosi possono in tersecare l' i persu perficie soltan to da una parte. 

La proprieta citata delle ipersuperfici nulle ha carattere fisica
mente banale: il passaggio in un solo senso attraverso queste 
superfici esprime semplicemente l'impossibiIita di un mota a velo
cita superiore a quella della luce (l'ipersuperficie x = t in uno 
spazio-tempo ne fornisce un esempio elementare). Una nuova 
situazione fisica non banale appare quando la ipersuperficie 
nulla si estende all'infinito spaziale, cosicche Ie sue sezioni t = 
= costante sono superfici spaziali chiuse; queste superfici sono 
l' orizzonte degli eventi nel senso descritto per la sfera di Shwarzschild 
in un campo gravitazionale a simmetria centrale. 

Tale e anche la superficie Sor nel campo di Kerr. In effetti, Ia 
condizione nini = 0 per una ipersuperficie tipo f (r, 8) = costante 
nel campo di Kerr ha ]a forma 

gil (:~)2 +g22 (~)2 = :2 [L\ (:~)2 + ( ~)2J =0 (104,12) 

(gtk e ottenuto dalla (104,6». Questa equazione e soddisfatta su Sor 
(per la quale ajlae = O,'L\ = 0). 

II prolungamento della metrica di Kerr all'interno della super
ficie dell'orizzonte (come e stato mostrato nei §§ 102, 103 perla 
metrica di Schwarzschild) non ha un senso fisico. Un tale prolunga
mento dipenderebbe solamente dagli stessi due parametri (m ed a), 
come un campo al di fuori di Sor; risulta quindi chiaro che esso non 
potrebbe essere correlato con il problema fisico della sorte di un cor
po in collasso dopo la sua scomparsa sotto I' orizzonte. Gli effetti 
di non sfericita nel sistema di riferimento in mota solid ale non si 
smorzano affatto, al contrario, essi debbono aumentare con l'uIte
riore compressione del corpo, e, di conseguenza, non c'e nessuna ragio
ne di aspettarsi che il campo sotto I'orizzonte possa essere determi
nato soltanto dalla massa e dal momenta angolare del corpol). 

Consideriamo ora Ie pro prieta della su perficie So e 10 spazio tra 
quest 'ultima e I' orizzonte (questa regione del campo di Kerr si 
chiama ergosfera). 

1) Questa situazione si ripete matematicamente nella gia indicata violazione 
del principio di causalita quando la metrica di Kerr viene prolungata all' in
terno di Sor. 
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La pro prieta fondamentale dell' ergosfera e che nessuna parti
cella puo restare in essa in quiete rispetto al sistema dell'osservatore 
lontano: per r, e, IP costanti si ha ds2 < 0, cioe l'intervaUo non e del 
genere tempo come dovrebbe essere per la linea d 'universo di 
una particella; la variabile t perde il suo carattere temporale. In 
tal modo, un sistema di riferimento rigido non puo estendersi 
daU'infinito all'interno dell'ergosfera, e in questa senso la superfi
cie 8 0 puo essere chiamata limite di stazionarieta. 

II carattere del moto delle particelle neU' ergosfera si distingue 
sostanzialmente da quello che abbiamo avuto sotto l'orizzonte 
nel campo di Schwarzschild. In questa caso Ie particeUe 
non potevano essere in quiete relativamente al sistema di riferi
mento esterno, ed inoltre, era impossibile I 'equazione r = costante: 
tutte Ie particelle dovevano muoversi radialmente verso il centro. 
Nell 'ergosfera del campo di Kerr e invece impossibile per la 
particella 1 'equazione IP = costante (Ie particelle debhono necessa
riamente ruotare attorno all'asse di simmetria del campo), rna 
per essa e possibile r = costante. Inoltre, Ie particelle (e i raggi di 
luce) possono muoversi sia diminuendo sia aumentando il valore 
di r, uscendo daU'ergosfera nella spazio esterno. Con quest'ultimo 
risultato si accorda anche la possibilita per una perticeUa prove
niente dallo spazio esterno, di raggiungere l'ergosfera: il tempo 
necessario a questa particella (0 ad un raggio di luce) per raggiungere 
la superficie 8 0 , misurato con l'orologio t deU 'osservatore lontano, 
per tutta la 8 0 e un intervaUo finito tranne che per i suoi poli, dove 
8 0 tocca 8 or ; il tempo necessario per raggiungere questi punti infat
ti, come del resto tutti i punti della superficie 8 0r e, naturalrnente, 
sempre infinitol). 

Essendo inevitabile il moto rotatorio delle particelle nell 'ergo
sfera, la forma naturale della rappresentazione della metrica in questa 
regione e 

ds2 = (goo- ;: ) dt2 + gu dr2 + g22d82+g33 (dIP + ;: dt )2. (104,13) 

II coefficiente di dt2 

g83 ~ 
goo - g33 = rll+all+rgrall senS 6jpll 

e ovunque positivo al di fuori di 8 0r (e non si annulla per 8 0); l'inter
vallo ds e del genere tempo per r = costante, e = costante, dIP = 
= -(g03/g33) dt. La grandezza 

(104,14) 

1) II tempo necessario per raggiungere singoli punti di So puo risultare 
anch'esso infinito in casi particolari di valori speciali dell'energia e del momento 
angolare della particella scelti in maniera tale da annullare 1a ve10cita radiale 
in un punto dato su So. 
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ha il ruolo della «velocita angolare di rotazione dell 'ergo
sfera » relativamente al sistema di riferimento esterno (la direzio
ne di questa rotazione coincide con quell a della rotazione del corpo 
centrale)l). 

L'energia della particella, definita come la derivata -aSia. 
dell' azione rispetto al tempo proprio • della particella, sincronizzato 
lungo la traiettoria, e sempre positiva (vedi § 88). Come pero e stato 
spiegato nel § 88, nel moto di una particella in un campo non dipen
dente dalla variabile t, si conserva l'energia ~o definita come la 
derivata -aSlat; questa grandezza coincide .con la componente 
covariante del 4-impulso Po = muo = mgOi dxt (m e qui la massa 
della particella). II fatto che la variabile t (il tempo indicato dal
l' orologio dell' osservatore Iontano) non ha un carattere temporale 
nell'ergosfera crea una situazione singolare: in questa regione goo < 
< 0, e la grandezza 

~o = m (goouO + g03U3 ) = m (goo :: + g03 ~~ ) 
puo essere percio negativa. Poiche nello spazio esterno, dove t e 
il tempo, Ia energia ~ 0 non puo essere negativa, una particella 
con ~o < 0 non puo entrare nell'ergosfera dall'esterno. Una sor
gente possibile di formazione di questa particella e la scomposizio
ne, per esempio, in due parti di un corpo capitato nell 'ergosfera, 
di cui una sia catturata sull'orbita con « energia negativa ». 
Questa parte non puo ormai uscire dall'ergosfera e va a finire 
sotto l'orizzonte. La seconda parte invece puo tornare nello spazio 
esterno; poiche ~o e una grandezza additiva conservativa.l'ene
rgia di questa parte risultera inoltre maggiore dell'energia inizia
Ie del corpo: avverra cioe I 'estrazione d 'energia dal buco nero 
rotante (R. Penro.~e, 1969). 

N otiamo infine, che sebbene la su perficie So non sia singolare 
per la metrica spazo-temporale, una metrica puramente spaziale 
(nel sistema di riferimento (104,2» ha qui una singolarita. Fuori 
di So, dove la variabile t ha un carattere temporale, il tens ore metri
co spaziale viene calcolato mediante la (84,7) e l'elemento di distan-

1) Notiamo il fatto che ~li intervalli di tempo proprio delle particelle in 
moto lungo Ie frontiere dell ergosfera non si annullano contemporaneamente 
a goo. In questo senso, la So non e la superficie dello «spostamento infinito 
verso il rosso »; Ie frequenze dei segnali luminosi emessi da una sorgente in 
moto su di essa (in generale, una sorgente non puo essere qui in quiete) per un 
osservatore lontano non si annullano. Ricordiamo· che sulla sfera schwarz
schildiana in un campo a simmetria centrale non vi potevano essere in genera Ie 
ne sorgenti immobili, ne sorgenti in mota (un'ipersuperficie nulla non puo con
tenere in sa linee d 'universo del genere tempo). Lo «spostamento infinito 
verso il rosso,. consistev~n quel caso nel fatto che per T -+ Tg gli intervalli di 
tempo proprio d. = -V goodt (per dt dato), misurati con un orologio fermo ri
spetto al sistema di riferimento, tend eva no a zero. 
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za spaziale assume la forma 
dl2='£:dr2+ 2de2+ ~sen20 d 2. 

~ P 1- rrg/p2 <P (104,15) 

In possimita di So, Ie lunghezze delle parallele (e = costante, r = 

= costante) tendono all'infinito secondo la legge 2n:a sen2 erV goo. 
Qui tende all'infinito anche la differenza delle indicazioni degli 
orologi (vedi la (88,5» sincronizzati lungo un contorno chiuso. 

PROBLEMI 

1. Separare Ie variabili nell' equazione di Hamilton-J acobi di una particella 
in mota nel campo di Kerr (B. Carter, 1968). 

S oluzione. Nell' equazione di Hamilton-J acobi 

. as as 
glll. -----m2~~O 

axi axil. 

(m e la massa della particella; da non confondere con la massa del corpo centra
le!) gill e ricavata dalla (104,6), il tempo t e l'angolo qJ so no variabili cicliche; 
esse entrano quindi nell'azione S nella forma - 'f!,ot + LqJ, dove 'f!,o e l'ener
gia conservata e con L e indicata la componente del momenta angolare della 
particella lungo l'asse di simmetria del campo. Risulta che si possono separare 
pure la variabili e ed r. Rappresentando S nella forma 

S = -'f!,ot + [,qJ + Sr (r) + Se(O), (1) 

riduciamo l'equazione di Hamilton-Jacobi a due equazioni differenziali ordi
narie (eir. vol. I, Meccanica, § 48): 

( dSe )2 + (a'f!,o sen 0_~_)2+a2m2cos2 O=K 
dO sen e ' 

( dSr ) 2 _~ [(r2+a2) 'f!,o-aLJ2+m2r2 = -K, 
dr ~ 

(2) 

dove K (parametro di separazione) e una nuova costante arbitraria. Le funzioni 
Se ed Sr si determinano con semplici quadrature. 

II 4-impulso della particella e 
. dx i · 1I ·11 as pt=m-

d 
=g' Ph. = _gt --. 

s axil. 

Calcolando il secondo membro di questa uguaglianza con l'aiuto delle (1) e (2), 
otteniamo Ie seguenti equazioni: 

dt rgra 'f!,o ( rgra2 ) 
m-=--- L+- r2+a2+-- sen2 0 ds p2~ ~ p2 , (3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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Queste uguaglianze sono gli integrali primi delle equazioni del moto (equazioni 
delle geodetiche). L 'equazione della traiettoria e la dipendenza delle coordinate 
dal tempo lungo la traiettoria si possono ricavare dalIe (3), (4), (5), (6), oppure 
cIalIe equazioni 

as/a'l,o = costante, as/{)L = costante, as/aK = costante. 

Per i raggi luminosi, nei secondi membri delle equazioni dalla (3) alIa (6) 
bisogna porre m = 0 e scrivere roo in luogo di '1,0 (cfr. § 101), e nei primi membri 
bisogna scrivere, in luogo delle derivate md/ds, Ie derivate d/d').. rispetto al 
parametro ').. che varia lungo i raggi (cfr. fine del § 87). 

Le equazioni (4), (5), (6) ammettono un mota puramente radiale soltanto 
lungo l'asse di rotazione del corpo come cia risulta chiaro da considerazioni 
di simmetria. DaIle stesse considerazioni e chiaro che il moto in un solo « piano» 
e possibile soltanto se questo piano e il piano equatoriale. In questa caso, ponendo 
e = n/2 ed esprimendo K in funzione di '1,0 ed L dalla condizione de/ds = 0, 
otteniamo Ie equazioni del mote nella forma 

dt rga ~o ( rga2 ) m-=---L+- r2+a2+--ds r~ ~ r' 
(7) 

dcp M ( rg ) rga m-=- 1-- +--'1,0. ds ~ r r~ 
(8) 

(9) 

2 Determinare il raggio dell'orbita circolar'il stabile (Ia pin vicina al centro) 
di una particella che si muove nel piano equatoriale del campo limite (a -+ rgf2) 
di Kerr (R. Ruffini, J. A. Wheeler, 1969). 

Soluzione. Procediamo analogamente alIa risoluzione del problema 1 del 
§ 102; introduciamo 1'« energia potenziale efficace» V (r) definita come segue: 

[(rI + all) V (r) - aL]2 - A [(aV (r) - L2) + rimS] = 0 

(per '1,0 = V il secondo membro dell'eguazione (9) si annulla). I raggi delle 
orbite stabili sono determinati dai mimmi della funzione V (r), cioe da una 
soluzione comJ>atibile delle equazioni V (r) = \$q' V' (r) = 0 per V· (r) > o. 
All'orbita piu vicina al centro corrisponde I uguaglianza V· (rmln) = 0; 
per r < rmln la funzione V (r) non ha minimi. Otteniamo infine i seguenti 
valori dei parametri del moto: 

a) Per L < 0, cioe per il mota della particella nella direzione opposta 
a quella della rotazione del buco nero, ahbiamo: 

rmln 9 '1,0 5 L H 
-r;-=2' -;n= 3 Va' mrg = 3113· 

b) Per L > 0 (il mota nella stessa direzione della rotazione del huco nero), 
quando a -+ rgf2, il raggio rmln tende al raggio dell'orizzonte. Ponendo 

a = ~ (1 + 6), otteniamo per 6 -+ 0: 

ror =.1.. (1 + V26), rmln =.1.. [1+(46)1/3], 
rg 2 rg 2 

dove 
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Notiamo che si ha sempre rmln/ror > 1. cioe l'orbita passa fuori deU'orizzonte. 
Questo e in accordo con il fatto che l'orizzonte rappresenta una ipersuper
ficie nulla la quale non pUG contenere Ie linee d'universo del genera tempo 
delle particelle in moto. 

§ 105. Campo gravitazionale a grandi distanze 

Esaminiamo un campo gravitazionale stazionario a grandi distan
ze r dal corpo che 10 genera, e determiniamo i primi termini del suo 
sviluppo in serie di potenze di 1Ir. 

Lontano dal corpo il campo e debole. Cia vuol dire che la metrica 
dello spazio-tempo e qui quasi galileiana, e possibile cioe scegIiere 
un sistema di riferimento in cui Ie componenti del tensore metrico 
diventano quasi uguali ai loro valori galileiani: 

(0) A (0) 0 (0) JI. goo =1, gOa = , gar. = - Uall. 

Pertanto rappresentiamo gik nella forma 

gik = g~'C + hik, 

(105,f) 

(105,2) 

dove hik sono piccole correzioni che determinano il campo gravita
zionale. 

Operando suI tensore h'k conveniamo che 1 'innalzamento e I'ab
bassamento degli indici verra effettuato con la metrica «impertur
bat a »: h~ = g(0)k1hil • Bisogna pera distinguere Ie hik dalle corre
zioni alle componenti controvarianti del tensore metrico gik. Quest 'u
ltime sono definite dalla soluzione delle equazioni 

gilg'k = (g~r + hi/) glk = 6f; 

troviamo dun que a meno degli infinitesimi del terzo ordine: 
lk = gik(O) _hik +h;h1k• (105,3) 

Con la stessa approssimazione il determinante del tensore metrico e 
( 

1 1· k) g=g(O) 1 +h+2h2_2h~hi , (105,4) 

dove h = ht 
Sottolineiamo subito che la condizione per cui Ie hik deb bono 

essere grandezze infinitesime non determina una scelta univoca 
del sistema di riferimento. Se questa condizione in qualche sistema 
e soddisfatta, essa sara soddisfatta anche per qualsiasi trasformazio
ne x'; = Xi + Si, dove Si sono grandezze infinitesimali. Secondo la 
(94,3) il tensore hik diventa aHora 

(105,5) 
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dove Si = gWlsk (poiche Ie gi1i sono costanti, Ie derivate covarianti 
nella (94,3) si riducono nel caso considerato aIle deri-yate ordinarie)!). 

In prima approssimazione, limitandosi ai termini dell' ordine 
di tIr, i piccoli incrementi ai valori galileiani sono dati dai termini 
rispettivi dello sviluppo della metrica a simmetria centrale di 
Schwarzschild. Poiche, come e stato detto, la scelta di un sistema 
di riferimento (galileiano all' infinito) e indeterminata, la forma 
concreta di hilt dipende allora dal modo con cui si definisce la coor
dinata radiale r. Se la metrica di Schwarzschilde rappresentata 
nella forma (100,14), i primi termini dello sviluppo, per r grandi, 
sono dati dall'espressione (100,18). Passando in essa dalle coordi
nate spaziali sferiche a quelle cartesiane (a questa scopo bisogna 
sostituire dr = na dxa, dove neil vettore unitario nella direzione 
di r), otteniamo i seguenti valori: 

h (1) ° Oa= , (105,6) 

dove r g = 2km/c22). 
Tra i termini del secondo ordine, proporzionali a 1/r2, ci sono 

termini aventi due origini diverse. Alcuni termini derivano 
in seguito alla non Iinearieta delle equazioni di Einstein, dai ter
mini del primo O'rdine. Poiche quest'ultimi dipendono solo dalla 
massa (e non da altre caratteristiche) del corpo, dalla stes
sa massa dipendono allora anche questi termini del secondo ordine. 
E chiaro quindi che questi termini si possono pure ottenere con 10 
sviluppo della metrica schwarzschildiana. Nelle stesse coordinate 
troviamo: 

(2) (2) ( r g ) 2 hoo = 0, ha['J = - r nanf:l. (105,7) 

Gli altri termini del secondo ordine appaiono rispettivamente 
come Ie soluzioni delle equazioni gia linearizzate del campo. Avendo 
presente anche ulteriori applicazioni, facciamo la linearizzazione 
delle equazioni scrivendo prima Ie formule in una forma pill 

1) Per un campo stazionario e naturale ammettere soltanto trasformazioni 
che non violino la indipendenza di gilt dal tempo, doe Ie ~i debbono essere fun
zioni delle sole coordinate spaziali. 

2) Se fossimo partiti dalla metrica di Schwarzschild in coordinate spaziali 
isotrope (vedi problema 4 del § 100), avremmo ottenuto: 

h
(1) _ rg 
00 --r' (105,6a) 

II passaggio dalla (105,6) alla (105,6a) e fatto con la trasformazione (105,5) dove 

r xa 

~o=O, ~a= - ~r • 
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generale di quanto non sia richiesto nel caso considerato, cioe senza 
prendere immediatamente in considerazione il carattere stazionario 
del campo. 

Quando Ie hik sono piccole, Ie grandezze r~lo espresse in funzione 
delle derivate di hik , sono pure piccole. Tra:scurando Ie potenze su
periori alla prima, possiamo lasciare nel tensore di curvatura (92,1) 
soltanto i termini della prima parentesi: 

R . _1 ( o2him + o2hkl 
Iklm--

2 oxk oxl oxi oxm 
o2hil ). (105,8) 

oxk oxm "" 

Con la stessa approssimazione per il tensore di Ricci, abbiamo: 
Rik = glmRlimk ~ g,mCO)R limk , 

oppure 

o2h ) 
ox i oxk • 

(105,9) 

L'espressione (105,9) puo essere semplificata se si utilizza l' arbi
trarieta nella scelta del sistema di riferimento. PhI precisamente, 
imponiamo a hik Ie quattro (secondo il numero delle funzioni arbi
trarie Si)· condizioni supplementari seguenti: 

(105,10) 

Poiche gli ultimi tre termini nella (105,9) si eliminano resta 
solo 

R. __ ..!.- lmco) o2hik 
Ik - 2 g oxloxm • (105,11) 

A noi interessa qui il caso stazionario allorche Ie hik non dipen
dono dal tempo; l'espressione (105,11) si reduce quindi ad Rik = 
= f/2Ahik , dove A e l'operatore di Laplace rispetto aIle tre coordi
nate spaziali. Di conseguenza, Ie equazioni di Einstein per un campo 
nel vuoto si riducono aIle equazioni di Laplace 

(105,12) 

con Ie condizioni supplementari (105,10) ehe assumono la forma: 

~ (h~-..!.-h6~) =0. 
ox~ 2 

o ~ 0 -" h o= . 
ox" 

(105,13) 

(105,14) 

Osserviamo che queste condizioni non determinano an cora una 
scelta completamente univoca del sistema di riferimento. E facile 
vedere che se Ie hik soddisfano Ie condizioni (105,13) e (105,14), Ie 
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~tesse condizioni saranno soddisfatte anche dalle hi" (105,5) aHa 
sola condizione che Ie ;i soddisfino Ie equazioni 

Ji;i = O. (105,15) 

La componente hoo viene determinata dalla soluzione scalare del
l'equazione tridimensionale di Laplace. Una tale soluzione, propor-

zionale a 1Ir2 , si scrive, come e noto, nella forma aV ~, dove a e 
r 

un vettore costante. Ma un termine di questa forma in hoo puo essere 
sempre eliminato con una semplice traslazione dell' origine delle 
coordinate nel termine del primo ordine in 1/r. Dunque, la presenza 
di un tale termine starebbe ad indicare una scelta inadeguata del 
l' origine delle coordinate e percio non presenta nessun interesse. 

Le componenti hoa. sono date dalla soluzione vettoriale del 
l'equazione di Laplace, cioe debbono avere Ia forma 

a 1 
hoa. = Aa" -- -.. ox~ r' 

dove I.a.P e un tensore costante. La condizione (105,14) da: 

I. 0
2 1.. - 0 

a~ axa ax~ r - , 

da cui risulta che I.a P deve avere Ia forma aa. P + I.Ba p, dove aa P 

e un tensore antisimmetrico. La soluzione della forma I. aa 1.. puo 
.ox r 

essere pero eliminata mediante la trasformazione (105,5) con ;0 = 
= Mr, ;a = 0 (che soddisfano la condizione (105,15». Di conse
guenza, soltante la soluzione 

ha un significafo fisico. 

a 1 
hoa = aa~ -- -

ax~ r 

Infine, si puo dimostrare con un ragionamento analogo, anche 
se un po' pili lungo, che con una trasformazione appropriata delle 
coordinate spaziali si possono sempre eliminare Ie grandezze ha P 
date dalla soluzione tensoriale (simmetrica rispetto ad a, ~) del 
l' equazione di Laplace. 

Per quanto riguarda il tensore aa p, esso e legato al tensore mo
mento angolare totale M a. p, e l' espressione definitiva di hoa. assume 
la forma 

(2) 2k _0_ 1 2k M nil 
hOa =-3 MaP a ,,-= --3 0'.1\-2-· c x" r c r 

(105,16) 

Mostriamo come ottenere questo risultato calcolando l'integrale 
(96,17). 

11 momento Map e legato soltanto ad hor:z., e, di conseguenza, 
nel calcolo si possono trascurare tutte Ie altre componenti di hili. 
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Limitandoci ai termini del primo ordine rispetto a hoa , dalle (96,2), 
(96,3) (osserviamo che gaO = _haO = hao e che -g si distingue da 
1 soltantoper termini del secondo ordine) otteniamo: 

aOp c4 iJ II'\' c4 iJ 
h = 161tk iJxV (gaOg _gvogar.) = -161tkiJxv(hao{)p1'-h1'o{)aP). 

Dopo la sostituzione in questa espressione della (105,16) il secondo 
termine sotto il segno di derivazione scompare e il primo termine da 

haop_ -~M iJ2..!.._ -~M 3n/3n1' -ll/31' 
- 81t av iJxP iJx v r - 81t a1' r2 

Questa espressione ci permette di trovare, integrando la (96,16) 
sulla superficie della sfera di raggio r (d/ l' = n1'r2 do): 

! j (xah f3ov ._x
f3
haov) d/1' = 

= - 4~ j (nan1'M /31' - npn1'M a1') do = 

1 2 
= -3 ({)a1'M i31'- {)p1'M al') ="3 Ma.p. 

Un cal colo analogo ci da: 

! j A,aoVf3d/1'= -- 1~:k j (haod/i3-hpod/a) = ; Ma.i3. 

Sommando Ie due grandezze, troviamo il valore cercato di M a /3. 
Sottolineiamo che nel caso generale, quando il campo in prossimi

ta del corpo puo essere non debole, M a /3 e il momento angolare del 
corpo insieme al campo gravitazionale. Se il campo e debole in 
tutte Ie direzioni, il suo contributo al momento angolare puo es
sere trascurato l ). 

Le formule (105,6), (105,7) e (105,16) risalvono il problema posto 
a meno dei termini dell'ordine di 1Ir2

). Le componenti covarianti 
del tensore metrico sono: 

(105,17) 

1) Se il corpo rotante ha una forma sferica, la direzione di M resta l'unica 
direzione ~rivilegiata del campo in tutto 10 spazio fuori dal corpo. Se, inoltre, 
il campo e ovunque deb ole (e non solamente lontano dal corpo), la formula 
(105,16) e valida per tutto 10 spazio fuori dal corpo. Questa formula resta valida 
in tutto 10 spazio anche nel caso in cui la parte a simmetria centrale del corpo 
non e ovunque debole, ma la rotazione del corpo sferico e sufficientemente lenta 
(vedi problema 1). 

2) La trasformazione (105,5) con SO = 0, sa = ~a (xl, X2, xli) non cambia ho • 
Di conseguenza, 1 'espressione (105,16) non dipende dalla scelta della coorfi
nata r. 
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Inoltre, conformemente alIa (105,3), Ie componenti controvarianti, 
con la stessa approssimazione, sono 

gik = gik(O) _hik(l) -h ik(2) + hj(l)h'k(1). (105,18) 

La formula (105,16) puo essere scritta in forma vettoriale 
come segue I): 

2k 
g =-[nM] c3r2 , (105,19) 

dove M e il momento angolare totale del corpo. E stato mostrato 
nel problema 1 del § 88 che in un campo gravitazionale stazionario 
una particella e sollecitata da una « forza di Coriolis» identica a quel
la che agirebbe sulla -particella in un sistema di riferimento rotante 
con velocita angolare: 

no c-V-~~ ="2 goo rot g. 

Si puo quindi dire che nel campo creato da un corpo rot ante una 
particella lontana dal cor po e sottoposta all' azione di una forza 
equivalente alIa forza di Coriolis dovuta a una rotazione con velo
cita angolare: 

c k 
g ~"2 rot g = c2r3 [M- 3n (Mn)]. (105,20) 

Applichiamo infine Ie espressioni (105,6) al calcolo dell'energia 
totale del corpo grave secondo l'integrale (96,16). Calcolate Ie neces
sarie componenti hikL con Ie formule (96,2), (96,3), otteniamo con 
I 'approsimazione richiesta (omettiamo i termini"", lIr2): 

haoll=o, 

4 a 2 {) ( "all all) 2 a hOOa=_._C ___ (gGogttf3) = ~__ __u_ +-=--=- = ~!!..-. 
16nk axil Bn axil r ,.s 4n r2 

Integrando ora la (96,16) sulla sfera di raggio r, otteniamo infine: 
pa = 0, po = me, (105,21) 

come era naturale aspettarsi. E l'espressione dell'uguaglianza delle 
masse « gravitazionale» e «inerziale» (<< gravitazionale » si chiama la 
massa che determina il campo gravitazionale creato dal corpo: e Ia 
massa che entra nel tensoremetrico del campo gravitazionale 0, in par
ticolare, nella legge di Newton; lamassa« inerziale»determinainvece 
la relazione tra impulso e energia del corpo; in particolare, l'energia 
di quiete del corpo e uguale a questa massa moltiplicata per e2

). 

1) Con l'approssimazione considerata il vettore gfl. = -goa/ggo ~ -goa' Per 
la stessa ragione bisogna porre I' = 1 nelle definizlOni del prOf1otto vettoriale 
e del totore (vedi nota aHa pag.331), cosicche i vettori possono essere conside
rati come vettori cartesiam. 
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Nel caso di un campo gravitazionale costante, risulta possibile 
dedurre una espressione semplice per l'energia totale della materia 
e del campo nella forma di un integrale esteso solo alIo spazio 
occupato dalla materia. E possibile ottenere questa ultima 
partendo per esempio da)la seguente espressione, valida allorche 
tutte Ie grandezze non dipendono da XO 1): 

Rg = 1 _8_ (V _ g giOr~i)' 
lI-g f)xa (105,22) 

Integrando RgV -g in uno spazio (tridimensionale) ed applicando 
il teorema di Gauss tridimensionale, otteniamo: 

.\ Rg 11 -gdV = ~ V -g giOr~idfa. 
Prendendo una superficie d' integrazione sufficientemente lontana 
e tenendo conto delle espressioni (105,6) per gik, dopo un semplice 
calcolo otteniamo: 

r ROl / _ g dV = 4nk m = 4nk po. J 0 V c 2 c3 

Notando inoltre, che, secondo Ie equazioni del campo, 

RO = 8nk (TO _.! T) = 4nk (ra _ T1 _ T2 _ T3) ° c4 ° 2 c 4 ° 1 2 3 , 

troviamo la formula cercata: 

PO=mc=! j (Tg-T! -T:-T:) V -gdV. (105,23) 

Questa formula esprime l'energia totale della materia e del campo 
gravitazionale cost ante (cioe la massa totale del corpo) mediante il 
tensore energia-impulso della sola materia (R. Tolman, 1930). 
Ricordiamo che nel caso di un campo dotato di simmetria centrale, 
per Ia: stessa grandezza abiamo ottenuto un'altra espressione, e 
doe la formula (100,23). 

1) Ricavando dalla (92,7) 
8r~ 

Rg=gOiRiO=gOi (~+I'~oI'?:n-q~r~m) , 
oxl 

con l'aiuto delle (86,5) e (86,8) questa espressione puo essere scritta come segue: 

o 1 0 (, /- . l . 0 I 
Ro= 11 _g oxi V -g gOtriO)+gtmrm1I'iO; 

la stessa relazione (86,8) ci permette di vedere che il secondo termine a secondo 
1 - 1m 

membro e identicamente uguale a-"2 r7m °Jxo ,e, poich(i tutte Ie grandezze non 

dipendono da xu, si annulla. Infine, per la stessa ragione, sostituendo nel primo 
termine ana somma rispetto ad Ila somma rispetto ad ex, otteniamo la 
(105,22). 

28* 
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PROBLEMI 

1. Dimostrare che la formula (105,16) resta valida per il campo in tutto 10 
spazio fuori da un corpo sferico rotante a condizione che la rotazione sia lenta 
(il momenta M ~ cmr g), ma senza richiedere che la parte a simmetria centrale del 
campo sia deboIe (A. G. Doroskevic, I. B. Zeldovic, I. D. Novikov, 1965; 
V. Gurovic, 1965). 

Soluzione. In coordinate spaziali sferiche (xl = r, x2 = e, z3 = IF) la 
formula (105,16) si scrive come segue: 

2kM 
h03 = --Z- senZ 6. (1) rc 

Considerando questa grandezza come una piccola correzione aUa metrica schwarz
schildiana (100,14), bisogna verificare se e soddisfatta l'equazione R03 = 0 
linearizzata rispetto ad hos (nelle altre equazioni del campo i termini di corre
zione sono identicamente nulli). Si puo calcolare Ros secondo la formula (4) 
ricavata nel problema del § 95, dove la linearizzazione significa che Ie opera
zioni tensoriali tridimensionali debbono essere effettuate con la metrica 
« imperturbata » (100,15). Si ottiene infine l'equazione 

( f-~) 8zh03 + 2rg h + sen 6 .!...- (_1_ alt03 )-0 
r. arZ r3 03 rZ ae sen e ae -, 

soddisfatta effettivamente dall'espressione (1). 
2. Determinare 10 spostamento sistematico (secolare) dell'orbita di una 

particella che si muove nel campo di un corpo centrale, dovuto alIa rotazione 
di quest'ultimo (I. Lense, H. Thirring, 1918). 

Soluzione. Poiche tutti gli effetti relativistici sono piccoli, essi si sovrap
pongono linearmente gli uni agli altri, e, nel calcolo degli effetti generati dalla 
rotazione del corpo centrale, si IJUQ trascurare l'influenza non newtoniana del 
campo di forza a simmerria centrale, studiata nel § 101; in altri termini, si IJos
son~ fare i calcoli supponendo che tra tutte Ie hik solo Ie hoa.non siano nulle. 

L'orientazione dell'orbita classica di una particella e determinata da due 
vettori conservativi: dal momenta angolare M = [rp] della particella e dal 
vettore 

A= [! M J _ km~'r . 

la cui conservazione e specifica per il campo newtoniano IF = -km' /r (m' e la 
massa del corpo centrale, m la massa della particella)I). n vettore M e perpen
dicolare al piano dell'orbita, e il vettore A e diretto lungo il semiasse maggiore 
dell' ellisse nella direzione del perielio (la sua grandezza e uguale a kmm' e, 
dove e e l'eccentricita dell'orbita). Lo spostamento secolare della orbita cercato 
. puo essere descritto come la variazione della direzione di questi vettori. 

La lagrangiana della particella in moto nel campo (105,19) e 
ds 2km , 

L= -mcTt=Lo+6L, 6L=mcgv= c3r3 (M [vrJ) (1) 

(il momento angolare del corpo centrale e indicato qui con M' per poterlo distingue
re dal momenta angolare M della particella). Da qui si deduce la funzione di 
Hamilton2): 

cif6' = cif6'0+c'lcif6', 6cif6'= C~;3 (M' [rp]). 

1) efr. vol. I, Meccanica, § 15. 
2) Ibidem, § 40. 
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Calcolando la derivata :M: = [;p] + [rp] con l'aiuto delle equazioni di 

Hamilton ~ = 8Qfe18p, P = -8QfeI8r, otteniamo: 
• 2k 

M= e3r
3 [M'M]. (2) 

Cercando la variazione secolare di M, dobbiamo prendere la media di questa 
espressione rispetto a un periodo di rotazione T della particella. E como do cal
colare la media nella rappresentazione parametrica di r in funzione del tempo, 
relativa ad un'orbita ellittica della forma 

T 
r=a (1-e cos S), t=2it (s-e sen S) 

(a ed e sono il semiasse maggiore e l'eccentricita dell'ellisse)l): 
T 211 

r3-~ r ~ __ 1_ r dS _ 1 
- T J r3 - 231a3 J (1-ecoss)2 - a3(1_e2)8/2· 

o 0 

In tal modo, la variazione secolare di M e data dalla formula 

dM 2k[M'M] 
---;It = e2a3 (1- e2)3/2 ' 

(3) 

cioe il vettore M ruota int-orno all' asse di rotazione del corpo centrale, mantenen
do invariata la sua grandezza. 

Un calcolo analogo per il vettore Ada: 

A=~[M'A]+~(MM')[rM]. 
e2r3 c2mro 

Si prende la media di questa espressione come e stato fatto sopra; per ragioni 
di simmetria, e a priori evidente che il vettore medio r/r5 e diretto lungo il 
semiasse maggiore dell'ellisse, cioe nella direzione del vettore A. Il calcolo 
conduce alla seguente espressione per la variazione secolare del vet tore A: 

dA=[OA] ~= 2kM' {n'-3n(nn')} (4) 
at ' e2a3 (1- e2)312 

(n, n' sono i v'ettori unitari nelle direzioni M ed M'), cioe il vettore A ruota con 
la velocita angolare &}, ma la sua ~randezza rimane invariata; quest'ultima 
circostanza indica che l'eccentricita dell'orbita non subisce una variazione 
secolare. 

Si puo scrivere la formula (3) come segue: 

dM =[OM] 
dt 

con la stessa 0 che compare nella (4); in altri termini, 0 e la velocita ango
lare di rotazione dell'ellisse nel suo complesso. Questa rotazione include 
sia 10 spostamento sup~lementare (rispetto ano spostamento esaminato 
nel § 101) del perielio dell orbita sia la rotazione secolare del suo piano attorno 
all'asse del corpo (quest'ultimo effetto non esiste se il piano dell'orbita coincide 
con il piano equatoriale del corpo centrale). 

1) Cfr. vol. I, Meccanica, § 15. 
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Ricordiamo che all' effetto studiato nel § 101 corrisponde la velocita 
angolare 

0_ 6nkm' 
- c2a (1-e2) T n. 

§ 106. Equazioni del mota di un sistema di corpi in seconda 
approssimazione 

Come si vedra piu avanti (§ 110), un sistema di corpi in moto 
irraggia onde gravitazionali, perdendo COS! una parte della sua energia. 
Tuttavia, questa perdita di energia si rivela soltanto nell' appros
simazione del quinto ordine in 1/c. Fino alla quarta approssi
mazione, l'energia del sistema rest a costante. Ne risulta che un 
sistema di gravi puo essere descritto da una lagrangian a a meno 
dei termini dell' ordine di 1/ c4 , contrariamente al cam po elettro
magnetico, dove la lagrangiana esiste, in generale, soltanto a 
meno dei termini del secondo ordine (§ 65). Dedurremo qui 
La lagrangiana per un sistema di corpi, limitandoci ai termini 
del secondo ordine. Troveremo quindi Ie equazioni del moto 
di un sistema nell' approssimazione successiva a quella newto
niana. 

Nel fare questo, trascureremo Ie dimensioni e la struttura interna 
dei corpi, considerandoli come « puntiformi »; in altri termini, ci 
limitiamo ai termini d'ordine zero nella sviluppo in serie di potenze 
dei rapporti fra Ie dimensioni a dei corpi e Ie loro distanze l. 

Per risolvere il problema posto, dobbiamo determinare, 
neU'approssimazione necessaria, il campo gravitazionale debole 
creato dai corpi a distanze grandi rispetto aIle loro dimensioni, 
ma piccole rispetto alIa lunghezza A delle onde gravitazionali 
emesse dal sistema (a <t r <t A --- lc/v). 

Un campo a grandi distanze da un corpo e dato, all'ordine 
1/c", dalle espressioni ottenute nel paragrafo precedente, indicate 
con h~~; utilizziamo qui queste espressioni nella forma (105,6a). 
Nel § 105 si era partiti dal presupposto che il campo fosse creato 
da un corpo solo (posto nell' origine delle coordinate). Poiche 
il campo hill rappresenta una soluzione delle equazioni linearizzate 
di Einstein, per esso e valida il principio di sovrapposizione. Di 
conseguenza, un campo a grandi distanze da un sistema di corpi si 
calcola sommando i campi di ciascuno di questi corpi; scriviamolo 
nella forma 

(106,1) 

(106,2) 



CAMPO DEI GRA VI 439 

dove 

a 

e il potenziale gravitazionale newtoniano del sistema di corpi l'un
tiformi (ra e il raggio vettore del corpo di massa ma). L'espressione 
dell'intervallo mediante il tensore metrico (106,1), (106,2) e 

dsz=(1+ c22 <p)cZdtZ-(1- ;2 <p)(dxZ+dy2+dz2). (106,3) 

Notiamo che i termini del primo ordine rispetto a <p sono presenti 
non soltanto in goo' ma anche in ga/3; e gia stato indicato nel § 87 che 
nelle equazioni del moto di una particella i termini correttivi in 
ga/3 conducono a grandezze infinitesime di ordine superiore aIle 
grandezze originate da goo; in relazione a cio, dal confronto con Ie 
equazioni newtoniane del moto, si era potuto determinare soltan
to goo. 

Come si vedra pili avanti, per otten ere Ie equazioni del moto 
cercate, e sufficiente conoscere Ie componenti spaziali ha /3 con 
l'approssimazione,...,1/c2 ottenuta nella (106,1); per quanta concerne 
Ie componenti miste (assenti nell' approssimazione 1/c2

), esse debbono 
essere note a meno dei termini dell'ordine di 1lcs, e la componente 
temporale hoo a meno dei termini dell'ordine di 1/c4 • Per calcolarle, 
utilizziamo Ie equazioni generali della gravitazione, tenendo conto 
dei termini dell' ordine voluto. 

Trascurando Ia macroscopicita dei corpi, dobbiamo scrivere il 
tensore energia-impulso della materia nella forma (33,4), (33,5). 
In coordinate curvilinee esso si scrive come segue: 

(106,4) 

(per la comparsa del fattore uV -g, si veda il passaggio analogo 
nella (90,4»; Ia sommatoria e estesa a tutti i corpi del sistema. 

La componente 

T ~ macS 
2 dt .II ( ) 00=.LJ ,/--: goo-d u r-ra v -g S 

a 

e uguale in prima approssimazione (Ie gilt sono galileiane) a 
Ljmac26 (r - ra); per trovare l'approssimazione successiva, sosti-
a 

tuiamo Ie gilt dalla (106,3) e, dopo un semplice calcolo, otteniamo: 

Too = ~ maCz'( 1 + 5~a + ;;2 ) 6 (r- ra), (106,5) 
a 
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dove vela velocita ordinaria tridimensionale (va = dxaldt) e CPa 
il potenziale del campo nel punta ra (non prendiamo in considera
zione per il momento la presenza in CPa di una parte infinita: cioe il 
potenziale del campo proprio della particella ma; questo problema 
verra esaminato piu avanti). 

Quanto aIle componenti T a fj, Toa del tensore energia-impulso, 
e sufficiente lasciare, con la stessa approssimazione, solo i primi 
termini della sviluppo delle espressioni (106,4): 

TaB = 2J mavaa'va{38 (r- ra), Toa. = - 2J m a cvaa8 (r -ra). (106,6) 
a a 

Passiamo ora al calcolo delle componenti del tensore Rill.' E comodo 
eseguire il calcolo secondo la formula Rill. = glm R limll., dove 
Rlimll. e dato dalla (92,1). E inoltre necessario tener presente 
che Ie grandezze ha fj, hoo contengono termini di ordine non 
inferiore a 1!c2 , e hoa non inferiore a 1!c3 ; Ie derivazioni rispetto ad 
XO = ct elevano, a loro volta, l'ordine dell'infinitesimo di un'unita. 

I termini principali in Roo sono dell'ordine di 1!c2 ; oltre a questi 
termini, dobbiamo conservare pure i termini di ordine successivo 
non nulli: 1!c4 • Un calcolo semplice conduce a questo risul
tato: 

R _ 1 a (ah~ 1 ah~) + ~ !1hoo + 
00-7at f):ca -zeift 2 

+~ha{3 a2hOO _~ ( ahoo )2 _~ ahoo (2 ah~ _ f)h~ ). 
2 f)xa f)xll 4 axa 4 axil axa axil 

In questo cal colo non e ·stata utilizzata finora nessuna condizione 
supplementare per Ie grandezze hill.' Utilizzando questa possibilita, 
imponiamo la condizione: 

aha 1 aha _o ____ a_=O 
axa 2c at ' (106,7) 

in virtu della quale in Roo vengano eliminati completamente i ter
mini contenenti Ie componenti hoa . Nei termini rimanenti sosti
tuiamo 

h~ = -- ;2 cp8t hoo = c~ cp + a ( ;4 ) 
ed otteniamo con I 'approssimazione richiesta: 

Roo = ~ !1hoo + ;4 cp!1cp - ;4' (Vcp)2, (106,8) 

dove siamo passati ai simboli tridimensionali. 
Nel calcolo delle componenti Roa e sufficiente conservare solo 

i termini fino a "" 1lc3 , che e il primo ordine non nullo. Ana-
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logamente troviamo: 

1 iJ2hr> 1 a2hR 1 a2hE 1 
Roa. = Tc iJt iJ:r> + 2" iJxa iJxr> -Tc iJt iJxa + 2" I1hoa. 

e poi, tenendo conto della condizione (106,7): 

R 1 1 iJ2~ 
oa. = -2 I1hoa. + -2 3 --a • 

C iJt iJx 
(106,9) 

Con l' aiuto delle espressioni ottenute dalla 
scriviamo ora Ie equazioni di Einstein: 

(106,5) alla (106,9) 

a 

ricorrendo all'identita: 

4 (\7«P)2 = 211 (<<p2) - 4«p11<p 

ed all' equazione del potenziale newtoniano· 

(106,10) 

!1<p=4nk2jma<'>(r-ra), (106,11) 
a 

riscriviamo questa equazione nelJa forma 

11 (hoo - ~ «pz) = 8;k ~ rna (1 + ~: + ~~~) <'> (r-ra). (106,12) 
a 

Dopo aver fatto i. calcoli, abbiamo sostituito nel secondo membro 
dell'equazione (106,12) «Pa con 

'_ -k~' mb 
<Pa - LJ Ira - rb I ' 

b 

che e il potenziale creato nel punta ra del campo creato da tutti i 
corpi, ad eccezione della particella ma; I'eliminazione del potenzia
Ie proprio infinito dei corpi (nel nostro metodo i corpi si suppongono 
puntiformi) corrisponde alIa « rinormalizzazione » delle loro masse 
in seguito aHa quale questi corpi prendono i loro valori reali, che 
tengono conto anche del campo creato dai corpi stessP). 

1) In effetti, se c'i:! un solo corpo immobile, nel secondo membro dell'equa
zione si avril. semplicemente (8nklc2) ma{j (r - ra), e questa equazione definira 
correttamente (in second a approssimazione) il campo creato dal corpo. 
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La soluzione dell'equazione (106,12) puo essere scritta immedia
tamente se si tiene conto della nota relazione (36,9) 

1 
.1-= -4n6 (r). 

r 

In tal modo, troviamo: 

h _~ 2cp2 _E!... ~ maljl~ _ 3k ~ mav~ 
00 - c2 + c4 c4 .L.J I r-ra I c4 .L.J I r-ra I . 

a a 

La componente mista dell'equazione (106,10) da: 

16nk ~ 1 82cp .1hoa = - -3- mavaa6 (r- ra) --3 --a' 
c c 8t 8x 

a 

La soluzione di questa equazione lineare el) 

h -.!!!!.. "\1 maVaa 1 82f 
Oa- c3.:;,..J /r-ral-ca 8t8xa ' 

a 

dove f e la soluzione dell'equazione ausiliaria 

.1f ,,1 kmQ 
=<p= -.L.J Ir-ral • 

Tenendo conto della relazione .1r = 2/r troviamo: 

f = - ~ ~ ma I r - r a I, 
a 

e, dopo un semplice calcolo, otteniamo infine 

hoa = 2\ ~ I ma / [7vaa + (Vana) naa], c .L.J r-ra 
a 

dove na e il versore di r - ra. 

(106,13) 

(106,14) 

(106,15) 

Le espressioni (106,1), (106,13) e (106,15) sono sufficienti 
per calcolare la lagrangiana a me no dei termini del secondo 
ordine. 

La lagrangiana di un corpo nel campo gravitazionale creato 
da altri corpi e considerato come campo dato e 

a 2 all 
ds ( va va Va Va )1/2 

La= -maCTt= -mac2 1 +hoo+2hoac-Ci" + hall Ci'""" • 

1) Nel caso stazionario, il secondo termine del secondo membro dell'equa
zione (106,14) manca. A grandi distanze dal sistema la sua soluzione pUG essere 
scritta immediatamente per analogia con la soluzione'(44,3) dell'equazione (43,4): 

2k 
hoa.= - c3r2 [nMJa 

(doveM= ) [r'llvl dV= ~ma[ravaJ e il momenta angolare del sistema), in 

accordo con la formula (105,19). 
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Sviluppando il radicale e trascurando Ia costante inessenziale 
-maC2, riscriviamo questa espressione, con I'approssimazione 
richiesta, nella forma 

mav~ ma,,! 
La = -2- +"""8c2-

~ 2 ( hoo h Va + 1 h J3 h50 hoo 2) 1 
-maC -2-+ oac 2c2 a.(3V~Va --8-+ 4c2 Va· ( 06,16) 

I valori di tutte Ie hu, sono presi qui nel punta ra; inoltre si debbono 
omettere i termini infiniti, il che sorrisponde alIa rinormalizzazione 
della massa ma che entra nell'espressione di La sotto forma di 
coefficiente. 

I successivi cal coli consistono in quanto segue. La lagrangiana 
totale L del sistema non e ovviamente uguale alIa somma delle 
funzioni La per i singoli corpi, ma deve essere scritta in modo 
da fornire i giusti valori delle forze fa agenti su ciascuno dei 
corpi, se e dato il moto degli altri. A questo scopo, calcoliamo 
Ie forze fa derivando Ia lagrangiana La: 

f _ ( aLa) 
a- ar r=ra 

(la derivazione va fatta rispetto aile coordinate correnti r del 
punto d'osservazione nelle espressioni per Ie h ik ). E facile ora scrivere 
una funzione genera Ie L tale che tutte Ie forze in questione fa si 
deducano prendendo Ie derivate parziali (}L/(}ra • 

Senza soffermarci sui calcoli intermedi semplici, diamo sub ito il 
risultato finale PElr la lagrangiana1): 

_ ~ mav~ ~ ~' 3kmambV~ L- --+ -L 2 2c2rab I 

a a b 

+ ~ mav~ + ~ ~' kmamb _ 
LJ 8c 2 LJ Ll 2rab 

a a b 

~ ",' ~' k2mambmc (106,17) 
- LJ LJ LJ 2c2rabrac' 

abc 

dove rab = Ira - rb I, ed nab e il versore di ra - rb; l'apice suI 
segno di somma indica che deve essere omesso il termine corri
spondente a b = a 0 C = a. 

1) Le equazioni del moto corrispondenti a questa lagrangiana furono 
ottenute per la prima volta da A. Einstein, L. Infeld, B. Hoffman (1938), e da 
A. Eddington e G. Clark (1938). 
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PROBLEMI 

1. Determinare l'azione del campo gravitazionale nell'approssimazione 
newtoniana. 

Soluzione. Con l'aiuto delle gill ricavate dalla (106,3) ed applicando la 
formula (93,3), troviamo G = _2(Vq:»2/e4 , cosicche per l'azione del campo si ha 

S,= - s!s J J (V'q:»2dV dt. 

L'azione totale per il campo eon Ie masse distribuite nello spazio eon densita 
J.L si scrive: 

(1) 

E iacile vedere che la variazione di S rispetto a q:> conduce, come era da aspettarsi, 
all' equazione di Poisson (99,2). 

La densita d'energia si deduce daUa densita A della lagrangiana 
(l'espressione integranda nella (1» secondo la formula generale (32,5), il che, 
nel dato caso, comporta (essen do Ie derivate di q:> rispetto al tempo in A assenti) 
un cambiamento dl segno del secondo e del terzo termine. Integrando la densita 
d'energia nello spazio, sostituendo inoltre .nel secondo termine !lq:> = q:>~q:>/4nk 
ed integrando per parti, otteniamo infine l'energia totale del campo e della 
materia nella forma 

r [!lV2 i 1 J -2-- &tk (V'q:»2J dV. 

Di conseguenza, la densita d'energia del campo gravitazionale neUa teoria new
toni ana e W = -(Vq:»2/8nkl). 

2. Determinare.Ie coordinate del centro di massa di un sistema di gravi 
in seconda approssimazione. 

Soluzione. In virtu della completa analogi a forma Ie tra la legge di Newton 
per 1 'interazione gravitazionale e la legge di Coulomb per l'interazione elettro
statica, Ie coordinate del centro d'inerzia sono date dalle' formule 

analoghe aUa formula ottenuta nel problema 1 del § 65. 
3. Determinare 10 spostamento secolare del perielio dell'orbita di due gravi 

di masse eonfrontabili (H. Robertson, 1938). 
Soluzione. La lagrangiana di un sistema di due corpi e 

L _ mtvi + m2v~ + kmlm2 + 1 ( 4+ 4)+ - -2- -2- --r- 8e2 mtvl m2v2 

kmlm2 k2mlm2 (mt + m2) 
+~ [3 (vi +vi)-7 (V1V2)-(vln)(v2n)]- 2c2r2 

1) A scanso di malintesi, indichiamo che questa espressione non coincide 
eon la componente (-g) too dello pseudotensore energia-impulso [calcolato 
con Ie gill dalla (106,3)]; il contributo in We dato anche da (-g) Till' 
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Passando aHa funzione di Hamilton ed eliminando in ossa il mota del centro 
di massa (cfr. problema 2 del § 65), otteniamo: 

QJC=.E:... (_1_+_1_)_ kmtm2 _L (_1_+~)_ 
2 ml m2 r Bel mf m~ 

__ k_ [3p2 (~+~) +7p2+ (pn)2] + k2mtm2 (ml+ m2) (1) 
2c2r ml m2 2c2r2 , 

dove pel 'impulso del moto relativo. 
Determiniamo la componente radiale dell'impulso Pr come funzione della 

variabile r e dei parametri M (momento angolare) ed ~ (energia). Questa fun
zione si determina a partire dall'equazione QJC = ~ (bisogna pero sostituire 
nei termini del secondo ordine pa con la sua espressione ricavata dall'approssi
mazione d'ordine ~ero): 

~ =..!. (_1_+_1_) (p2+ M2 ) _ kmtm2 _ 
2 m1 m2 r r2 r 

2mjm2 (~+ kmtm2 )-
mt+m2 r 

k 2+ k2mtm2(mt+m2) 
- 2c2r Pr 2c2r2 

I calcoli successivi sono analoghi a queUi fatti nel § 101. Determinata Pr dal
l' equazione algebrka scritta, cambiamo nell'integrale 

Sr = jprdr 

la variabile r in modo tale da ridurre il termine contenente M2 alIa forma M2/rS. 
Sviluppando poi l'espressione sotto radice per correzioni relativistiche piccole, 
otteniamo: 

(cfr. (101,6», dove A e B sono coefficienti costanti, che non e necessario calcolare 
esplicitamente. 

Per 10 spostamento del perielio dell'orbita del mote relativo si trova infine: 

6nk (mt + m2) 
c2a (1-e2 ) 

Da un confronto con la (101,7), vediamo che, date Ie dimensioni e la forma del
l'orbita, 10 spostamento del perielio e 10 stesso che si ha nel moto di un corpo 
nel campo di un centro fisso di massa ml + m2' 

4. Determinare la frequenza della precessione di una trottola sferica in 
mote orbitale nel campo gravitazionale di un corpo centrale rotante attorno 
al suo asse. 

Soluzione. In prima approssimazione, l'effetto cercato e rappresentato 
dalla somma di due parti indipendenti di cui una e legata al campo a simmetria 
centrale newtoniano (H. Weyl, 1923), e 1 'altra alIa rotazione del corpo centrale 
(L. Schiff, 1960). 

La prima parte e descritta dal termine supplementare nella funzione di 
Lagrange della trottola, corrispondente al secondo termine nella (106,17.) 
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Rappresentiamo la velocita dei singoli elementi della trottola (di masse dm) 
nella forma v = V + [wr), dove Vela velocita del suo moto orbitale, m la 
velocita angolare, r il raggio vettore dell'elemento dm rispetto al centro 
di massa della trottola (in modo che l'integrale esteso al volume della trottola 

e ) rdm = 0). Omettendo i termini non dipendenti da m e trascurando 

i termini quadratici in m, abbiamo: 

"(1)L- 3km' i 2 (V [mrj) d 
u - 2cZ J R m, 

dove m' e la massa del corpo centrale-, R = I Ro + r I la distanza tra il centro 
del campo e l'elemento dm, Ro il raggio vettore del centro di massa della trot
tola. Nello sviluppo 1IR ::::; 11Ro - nrlR2 (dove 0 = RoIRo) l'integrale del 
primo termine si annulla, e nel secondo termine l'integrazione va fatta secondo 
la formula 

J IaI j3 dm= ~ I6a f3' 

dove / e il momento d'inerzia della trottola. Si ottiene infine: 
'3.';;n' 

6(1)L=-, ZR2 (M[von]), 
.~c 0 

dove M = /w e il momento di rotazione della trottola. 
n termine supplementare nella lagrangiana, dovuto alIa rotazione del 

corpo centrale, pub essere ricavat0 pure dalla (106,17), ma e pili semplice 
ancora calcolarIo con l'aiuto della formula (1) stabilita nel problema del § 105: 

"<2 L- 2k i M' [[mrl Rl d 
u ) -C2 J R3 m, 

dove M' e il momenta angolare del corpo centrale. Sviluppando 
R n 1 
R3 ~R2+RS(r-3n (or» 

o 0 

ed integrando, si ottiene: 

6(2)L= 2Rk 3 (MM'-3(oM) (nM')}. 
c 0 

In tal modo, la correzione totale alla lagrangiana e 
6L= -Mg, g= 23~mR: [nvol+ zkR3 {3n (nM')-M'}. 

c 0 c 0 

A questa funzione corrisponde l'equazione del mota 

dM =[gM] 
dt 

(cfr. l'equazione (2) del problema nel § 105). Cib vuol dire che il momenta M 
della trottola compie una precessione con velocita angolare g, restando cost ante 
di grandezza. 
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ONDE GRAVITAZIONALI 

§ 107. Onde gravitazionali deboli 

II carattere finito della velocita di propagazione delle interazioni 
rende possibile nella teoria relativistica della gravitazione, come 
pure nell' elettrodinamica, l' esistenza di un cam po gra vitazionale 
libero, non legato ai corpi, ossia un campo di onde gravitazionali. 

Esaminiamo un campo gravitazionale debole nel vuoto. Come 
nel § 105, introduciamo il tensore hik che descrive una piccola 
perturbazione della metrica galileiana: 

(107,1) 

II tensore metrico controvariante, a meno dei termini del primo 
ordine in hi~' e 

gik = gik(O) _ hi\ 

e il determinante del tensore glk: 

g = g(O) (1 + h), 

(107,2) 

(107,3) 

dove h = hl; tutte Ie operazioni di innalzamento e di abbassamento 
degli indici tensoriali sono fatte con la metrica impertur
bata g~). 

Come e stato indicato nel § 105, la condizione che Ie hlk sono pic
cole permette di fare suI sistema di riferimento trasforma:zioni 
arbitrarie del tipo x'i = xi + Si dove Si sono grandezze piccole; si 
ha quindi 

(107,4) 

Usando questo arbitrio nella definizione del tensore hlk , imponiamo 
la condizione supplement are seguente: 

(107,5) 

dopo di che il tensore di Ricci assume la semplice forma (105,11): 

(107,6) 
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dove 0 e l' opera tore di D' Alembert: 
I a2 fa2 

0= -g m(O)~-;;=~-C2afi:' 
uX u.T 

Le condizioni (107,5) non fissan' ancora univocamente la scelta di 
un sistema di riferimento: se alcune hik soddisfano queste condizio-: 
ni, esse saranno soddisfatte anche dalle hlk (107,4), purche Ie ~t 
siano soluzioni dell' equazione 

o ~i = O. (107,7) 

Eguagliando a zero I'espressione (107,6), troviamo quindi Ie equa
zioni del campo gravitazionale nel vuoto nella forma 

o h~ = O. (107,8) 

L'equazione ottenuta e un'ordinaria equazione d'onda. Di conse
guenza, i campi gravitazionali, come anche que1li elettromagne
tici, si propagano nel vuoto alla velocita della luce. 

Consideriamo un'onda gravitazionale piana. In una tale onda 
il campo varia in una sola direzione spaziale; dirigendo I'asse Xl = X 

lungo questa direzione, Ie equazioni (107,8) diventano 

(
02 f a2

) k 
OX2 -7 7fi2 hi = 0, (107,9) 

che ammettono come soluzione qualsiasi funzione di t ± x/c (§ 47). 
Supponiamo che l'onda si propaghi nel senso positivo dell'asse 

delle x. Tutte Ie grandezze h~ dell' onda sono funzioni di t· - x/c. Le 

condizioni supplementari (107,5) danno in questo caso 'l\Jl - 'I\J~ = 0, 
dove il puntino sulla lettera indica la derivazione rispetto a t. 
Queste uguaglianze si integrano, semplicemente eliminando il segno 
di derivazione; Ie costanti d'integrazione si possono porre uguali a 
zero, perche ci interessa qui (come nel caso delle onde elettroma
gnetiche) solo la parte variabile del campo. Tra Ie singole com-
ponenti di 'I\J~ si hanno dun que Ie relazioni: 

'I\J!='I\J~, 'I\J~='I\J~, 'I\J~='I\J~, 'I\J~='l\Jg. (107,10) 

Come e stato detto, poiche Ie condizioni (107,5) non determinano 
ancora univocamente il sistema di riferimento, possiamo sotto
porre Ie coordinate a una trasformazione del tipo X'i = Xi + 
+ ~i (t - X/c). A questa trasformazione si puo ricorrere per annul
lare Ie quattro grandezze: 'I\J~, 'I\J~, 'I\J~, 'I\J~ + 'I\J:. DaIle uguaglianze 
(107,10) segue che si annullano allora anche Ie componenti 'I\J!, 'I\J~, 
'I\J~, 'l\Jg. Per quanto riguarda Ie rimanenti grandezze 'I\J~, 'I\J~ - 'I\J:, 
esse non possono essere annullate mediante una scelta del sistema 
di ri'erimento, perche nella trasformazione (107,4) con ~i = 
= ~i (i - x/c) queste componenti generalmente non cambiano. 
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Notiamo che anche Ie grandezze 'I\' == 'l\'t si annullano, di conseguen
I! hI! za, 'l\'i = i. 

Cosi, un'onda gravitazionale piana a determinata da due grandez
ze, e cioe da h23 ed h22 = -hstJ. In altri termini, Ie onde gravita
zionali sono delle onde trasversali la cui polarizzazione e determi
nata da un tensore simmetrico di 2° rango nel piano yz, cui somma 
dei termini diagonali h22 + hS8 e nulla. Per Ie due polarizza
zioni indipendenti si possono scegliere i casi in cui una delle due 
grandezze h23 e 1/2 (h22 - h3S) a differente da zero. Queste due 
polarizzazioni si distinguono I'una dall' altra per una rotazione 
di un angolo uguale a n/4 nel piano yz. 

Calcoliamo 10 pseudotensore energia impulso di un'onda 
gravitazionale piana. Le componenti til! sono grandezze infinitesi
me del secondo ordine; dobbiamo calcolarle trascurando termini 
di ordine superiore. Poiche per h = 0 il determinante g differisce 
da g<O) = -1 per grandezze del secondo ordine, nella formula gene-

I (96 9) " il! ik hil! P 'd . ra e , SI puo porre g,1 ~ g,l ~ -:- ,1' er un on a Pla-
na, tutti i termini differenti da zero in ttl! sono contenuti nel ter
mine 

1 . 1 . I! _ gtlgkmg g n-nT qpq __ hTl., thq, 
2 np qr/5 ,l ,m - 2 q n 

compreso tra parentesi graffe nella (96,9) (a facile verificarlo orien
tando un asse del sistema di riferimento galileiano lungo la dire
zione di propagazione dell' onda). In tal modo, 

til! = ~ hn , ihq , I! (107,11) 
32nk q n' 

II flusso d' energia in un' onda a determinato dalle grandezze 
-cgtOa ;::::: ctOa . In un' onda piana propagantesi lungo l' asse Xl, dove 
Ie componenti non nulle h23 ed h22 = -hss dipendono solo dalla diffe
renza t - x/c, questo flusso a diretto lungo 10 stesso asse Xl ed e 
uguale a 

(107,12) 

Le condizioni iniziali per un campo arbitrario di onde gravita
zionali debbono essere date da quattro funzioni arbitrarie delle 
coordinate: siccome Ie onde sono trasversali, ci sono soltanto due 
componenti indipendenti ha B di cui bisogna assegnare anche Ie Ioro 
derivate prime rispetto al tempo. Sebbene questo calcolo sia 
stato fatto qui partendo daUe pro prieta di un campo gravitazionale 
debole, a chiaro pero che il suo risultato - il numero delle condizioni 
iniziali necessarie - non puo essere legato a questa ipotesi ma 
riguarda qualsiasi campo libero, cioa un campo gravitazionale 
in zone senza gra vi. 
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PROBLEMA 
Determinare il tensore di curvatura di un' onda gravitazionale piana debole. 
Soluzione. Calcolando R iklm con l'aiuto della formula (105,8), troviamo 

Ie seguenti componenti differenti da zero: 

- R 0202 = R 0303 = - R 1212 = R0212 = R0331 = R 3t31 = (J, 

R 0203 = - R 1231 = - R0312 = R 0231 = fl, 

dove si e posto: (J = - ; h33 = ~ h~2' fl = - ~ ;;23. Utilizzando i simboli 

introdotti nella (92,15) per i tensori tridimensionali Aa(:l e Ba(:l abbiamo: 

Aa(:l= (g -~ ~), Ba(:l= (~~ ~). 
o fl (J 0 (J -fl 

E possibile annullare (in un punta dato dello spazio quadridimensionaIe) una 
delle grandezze (J oppure /.l mediante una rotazione opportuna degli assi X2, X3j 

se si annulla Ia grandezza cr, il tensore di curvatura si riduce aI tipo degenere 
di Petrov II (tipo N).I 

§ 108. Onde gravitazianali nella spazia-tempo curvo 

Analogamente a come abbiamo studiato la propagazione delle 
onde gravitazionali in uno spazio-tempo piatto, si puo esaminare 
Ia propagazione di piccole perturbazioni rispetto alIa metrica g\l1 
arbitraria « imperturbata » (non galileiana). Tenendo conto anche 
di alcune altre possibili applicazioni, scriviamo qui Ie equazioni 
necessarie nella forma pili generale. 

Scrivendo di nuova Ie gik nella forma (107,1), troviamo che la 
correzione del primo ordine ai simboli di Christoffel viene espressa 
mediante Ie correzioni hik secondo Ia formula 

r i (l) 1 (hi +hi h; i) 
1<1 =2 k;1 1;1<- kl , (108,1) 

che si puo verificare con un caicolo diretto (qui e pili avanti tutte Ie 
operazioni tensoriali - innalzamento ed abbassamento degli indici. 
derivazioni covarianti - si fanno con l' aiuto della metrica non 
galileiana g~l1). Per Ie correzioni al tensore di curvatura si ottiene: 

R i(l) 1 hi hi h; i hi hi h ; i) 08 2 
klm=z( k;m;l+ m;I<;I- I<m ;1- Il;I;m- I;k;m+ III ;m· (1 ,) 

Di qui Ie correzioni al tensore di Ricci sono: 

R (I) RI(I) 1 (hi hi ·h; I h ) 
ill = ilk = 2 i; k; I + k; i; I - ill ; I - ; i; Il • 

Le correz.ioni aIle componenti miste del tensore di Ricci 
gono invece a part ire dalla relazione 

R~(O) + R~(l) = (R~?) + RU» (g"I(O) _hkl), 

(108,3) 

si otten-
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da cui 
R~(t) = gkl(O)R~f> -hkIRW). (108,4) 

Una metrica esatta nel vuoto deve soddisfare Ie equazioni esatte di 
Einstein R ik = O. Poiche la metrica imperturbata g\~ soddisfa Ie 
equazioni R\~ = 0, si ottiene aHora per una perturbazione I 'equa
zione mr: = 0, cioe 

1 I . I h 0 085) hi;k;l+hk;i;/-hik' ;1- ;i;k= • (1 , 

Nel caso generale di onde gravitazionali arbitrarie e impossibile 
semplificare questa equazione sino a una forma simile aHa (107,8). 
Tuttavia, questo e possibile nel caso importante di onde di alta 
frequenza: la lunghezza d' onda '). e il periodo di oscillaz"ioni ').Ie sono 
piccoli rispetto alle distanze caratteristiche L e ai tempi caratte
ristici Lie per i quali cambia il « campo di fondo I). Ogni deri
vazione delle componenti hik aumenta allora l'ordine di grandezza 
in LI'). rispetto alle derivate della metrica imperturbata g~~. Se ci 
si limita soltanto ai termini dei due ordini pili elevati «LI').)2 e 
(LI').», si puo cambiare allora l'ordine di derivazione nella (108,5); 
in effetti, la differenza 

h i hi '" Z,IRm(O) hmRI(O) 
i; k; I - i; I; k '" '''Tn ikl - i mk/ 

e delI'ordine di (LI').)O, mentre ciascuna delle espressioni hh;1 ed 
hLk;/ contiene termini di ambedue gli ordini maggiori. Sottopo
nendo ora Ie hik aHe condizioni supplementari 

1jJ~; k = 0 (108,6) 

[analoghe alle (107,5)], otteniamo l'equazione 

(108,7) 

che generalizza l' equazione (107,8). 
Per Ie ragioni indicate nel § 107, la condizione (108,6) non fissa 

univocamente la scelta delle coordinate. Quest'ultime possono infat
ti essere sottoposte ancora alla trasformazione X'i = Xi + Si, dove Ie 
grandezze piccole Si soddisfano l'equazione S:kk = O. In partico
lare, si puo ricorrere a queste trasformazioni per imporre sulle 
hik Ia condizione h = hl =0. Si ha aHora 1jJ~ = M, in modo ehe 
Ie h~ soddisfano aIle condizioni 

h~; k = 0, h= O. (108,8) 

Dopo questo, la cerchia delle trasformazioni an cora ammissibili 
si restringe alla condizJone ~~i = O. 

Lo pseudotensore t'k contiene, in generale, oltre alla parte im
perturbata t ikWI , anche termini di differenti ordini rispetto a hilt. 

29* 
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N oi otterremo un' espr~ssione analoga alIa (107,11) prendendo la 
media delle grandezze ttk su set tori dello spazio quadridimensionale 
di dimensioni maggiori di A, rna minori di L. Le medie prese in 
questo modo (che indicheremo in seguito con parentesi angolari 
( ... » non riguardano la metrica g\Yi e annullano tutti i termini 
lineari rispetto aIle grandezze hik oscillanti rapidamente. Tra i 
termini quadratici conserveremo soltanto quelli di ordine piu elevato 
in VA; tali so no i termini quadratici rispetto aIle derivate 
hik; I == ahik/axl. 

Con ques.ta approssimazione si possono omettere tutti quei 
termini in ttk che rappresentano una 4-divergenza. In effetti, gli 
integrali di tali espressioni estesi ad una regione dello spazio quadri
dimensionale (regione delle medie) si possono trasformare applican
do il teorema di Gauss, diminuendo COS! di un'unita illoro ordine di 
grandezza in VA. Inoltre, dopo I'integrazione per parti, alcuni 
termini si annullano in virtu delle (108,7) e (108,8). Integrando 
per parti e trascurando I'integrale della 4-divergenza troviamo: 

(h~~hf, n) = - (h1nhf. p, n) = 0, 

(hil , nh~' n) = _(hilh~:~) = O. 

Tra tutti i termini del secondo ordine resta alIa fine soltanto 

(tik(2» =~<hn, ihq, It) 
32n:k q n • (108 9) 

Notiamo che con la stessa appossimazione si avra allora (t~(2» = 0 
Un'onda gravitazionale, dotata di una determinata energia, e 

di per se stessa una sorgente di un campo gravitazionale supplemen
tare. Un tale campo, insieme con I'energia che 10 genera, e un effetto 
del secondo ordine rispetto aIle grandezze hik' Ma nel caso di onde 
gravitazionali di alte frequenze, questo. effetto si rafforza sostan
zialmente: il fatto che il pseudotensore ttk e quadratico rispetto aIle 
derivate di h"/k fa sl che nel suo ordine di grandezza appaia il fattore 
A -2 che e grande. In questo caso si puo dire che Ie onde stesse creano 
un « campo di fondo » nel quale esse si propagano. £ opportuno 
studiare questo campo applicando il metodo gia indicato, e cioe 
prendere Ie medie in settori dello spazio quadridimensionale di 
dimeusioni maggiori di A. Questo metodo attenua 1'« incre.spa
men to» di onde corte e conserva la metrica «di fondo» che varia 
lentamente (R. A. Isaacson, 1968) 

Per dedurre I'equazione che determina questa metrica, nello 
sviluppo del tensore R ik bisogna tener conto non soltanto dei termi
ni lineari, rna di quelli quadratici rispetto a hik: R ik = RWl + RW + 
+ RW. Come e stato gia indicato, Ie medie non riguardano i termini 
di ordine zero. In tal modo, Ie equazioni mediil del campo (R i/,) = 0 
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assumono la forma 

R (O) _ (R(2»), 
lk - - tk, (108,10) 

dove in R\fi si deb bono conservare soltanto i termini del secondo 
ordine in ill... Questi uhimi si ricavano facilmente dall'identita 
(96,7). I te~ini quadratici rispetto a kilo provenienti dal se
condo membro di questa identita, che ha la forma della 4-divergenza, 
scompaiono (nell 'approssimazione considerata) quando si prendono 
Ie medie e, di conseguenza, resta 

< (Rik_ ~ gikR f2) = _ 8;k (tik(2» 

oppure l con la stessa approssimazione, poiche (ti(2» = 0, 

(R (2)} __ 8nk <t(2» 
tk- c4 tk· 

Infine, utilizzando la (108,9), otteniamo l'equazione finale (108,10) 
nella forma 

R (O) 1 (kn hq 
tk ="4 q, i n, k)' (108,11) 

Se il « fondo )} e interamente creato dalle onde stesse, Ie equazio
ni (108,11) e (108,7) debbono avere soluzioni compatibili. La valu
tazione delle espressioni di ambedue i membri dell 'equazione 
(108,11) mostra che in questo caso iI raggio di curvatura della me
trica di fondo e legato, per il suo ordine di grandezza L, alIa lun
ghezza d'onda I.. e all'ordine di grandezza del suo campo k nel modo 
seguente: L-2,..., h2/1..2, cioe A.iL", k. 

§ 109. Onda gravitazionale lorte 

In questo paragrafo sara esaminata la soluzione delle equazioni 
di Einstein, che rappresenta la generalizzazione di un'onda gra
vitazionale deb ole piana nello spazio-tempo piatto (I. Robinson, 
H. Bondi, 1957). 

Cercheremo una soluzione in cui tutte Ie componenti del tensore 
metrico diventino, con una scelta opportuna d.el sistema di riferi
mento, funzioni di una sola variabiIe che chiameremo Xo (senza 
determinarne a priori il carattere). Questa condizione ammette 
anche una trasformazione delle coordinate del tipo seguente: 

xa -+ xa + <pa. (Xo) , 

Xo -+ <po (XO), 

dove <po, <p~ sono funzioni arbitrarie. 

(109,1) 

(109,2) 
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II carattere della soIuzione dipende sostanzialmente dalIa possi
bilita di annulI are tutte Ie gOa con Ie tre trasformazioni (109,1). Que
sto e possibile, se il determinante I ga/3 I =1= O. Infatti, per Ia tra
sformazione (109,1) si ha goa -+ goa + ga/3cp/3 (dove il puntino indica 
la derivazione rispetto ad XO); per I ga/3 1=1=0, il sistema di equazioni 

gOa + ga/3cp/3 = 0 

determina Ie cptl(XO) che realizzano Ia trasformazione richiesta. Que
sto caso verra studiato nel § 117; ci interessa qui Ia soIuzione nella 
quale 

(109,3) 

In questo caso, non esiste un sistema di riferimento, dove tutte 
Ie goa siano nulle. Si puo invece ottenere, can opportune trasforma
zioni del tipo (109,1), (109,2), che si abbia 

g01=1, gOO=g02=g03=0. (109,4) 

La variabile XO e aHora del genere Iuce: quando dxa = 0, dxo =1= 0 e 
1 'intervallo ds = 0; indicheremo Ia variabile xO, scelta in questa 
modo, con XO = 1']. L'elemento d'intervaHo puo essere rappresen
tato, per Ie condizioni (109,4), nella forma 

ds2 = 2 dx1 d1'] + gab (dxa + ~ dx1) (dxb + l dx1). (109,5) 

Sempre in questo paragrafo, gli indici a, b, c, ... prendono i vaIo
ri 2, 3; gab (1']) si puo considerare come un tensore bidimensionale, 
e due grandezze ga (1']) come Ie componenti di un vettore bidimensio
nale. II caicolo delle grandezze R ab conduce aIle seguenti equa
zioni di cam po: 

1 • c • d 
Rab= -,[gacg gbdg =0. 

Ne risulta che iacgC = 0 oppure i c = 0, cioe gC = costante. Di 
conseguenza, si puo ridurre la metrica considerata, con la trasfor
mazione xa + ~Xl -+ xa, alIa forma 

dil = 2 dx1 d1'] + gab (1']) dxa dxb
• (109,6) 

II determinante -g di questo tensore metrico coincide con il 
determinante I gab J, e tra tutti i simboli di Christoffel sono diffe
renti da zero soitanto i seguenti: 

r a 1 a 
bO ="2Xb, 

1 1 rab= -"2Xab, 

nei quali abbiamo introdotto il tensore bidimensionale xab = gab, 
X~ = lCxac ' Tra tutte Ie componenti del tensore di Ricci solo la 
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Roo non si annulla identicamente, in modo che abbiamo I'equazione 

(109,7) 

Cosi, Ie tre funzioni g22 (fJ), g23 (fJ), g33 (fJ) deb bono soddisfare 
una stessa equazione. Ne segue che due di queste funzioni possono 
essere date arbitrariamente. E pili comodo rappresentare I 'equazio
ne (109,7) sotto un'altra forma, scrivendo Ie grandezze gab nel se
guente modo: 

gab = -X2rab, /rab I = 1. (109,8) 

AHora il determinante diventa -g = I gab I = X4, e Ia sostituzione 
nella (109,7) da, dopo una semplice trasformazione, 

(109,9) 

(rab e il tensore bidimensionale, inverso del tensore rab)' Se sono 
date due funzioni arbitrarie rab (fJ) (legate tra di loro dalla relazione 
Irab I = 1), questa equazione determinera la funzione X (fJ). 

Siamo giunti quindi ad una soluzione contenente due funzioni 
arbitrarie. E facile vedere che essa rappresenta la generalizzazione 
dell'onda gravitazionale piana debole (studiata nel § 107) che si 
propaga in una sola direzione1). Quest 'ultima si ottiene facendo Ia 
trasformazione 

e ponendo rab = 6ab + hab (fJ) (dove hab sono grandezze piccole sog
gette alla condizione h22 + h33 = 0) e X = 1; il valore costante X 
soddisfa l'equazione (109,9), se in esso sono trascurati i piccoli ter
mini del secondo ordine. 

Supponiamo che per un punto x della spazio passi un'onda gra
vitazionale debole di lunghezza finita «( pacchetto d 'onda »). Prima 
ehe l'onda passi, abbiamo hab = 0, X =1; dopo il passaggio abbia
mo di nuovo hab = 0, a2X/at2 = 0, rna se nella equazione (109,9) 
si prendono in considerazione i termini del secondo ordine, compare 
un valore negativo non nullo di aX/at: 

~ ....., _ i. r ( ahab ) 2 dt < ° 
at""" 8 J at 

(I'integrale e preso nell'intervallo di tempo relativo al passaggio 
della onda). Quindi, dopo il passaggio dell'onda si avra X = 

1 - cost ante . t, e dopo un intervallo di tempo finito Ie eambiera di 

1) Per la soluzione del problema per un numero maggiore di variabili si 
veda I. Robinson, A. Trautman, Phys. Rev. Lett. 4. 431 (1960); Proc. Roy. 
Soc. A265, 463 (1962). 
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segno. Ma l'annullamento di X significa l'annullamento del deter
minante metrico g, cioe una singolarita della metrica. Questa sin
golarita non ha pero un carattere fisico; essa e dovuta solamente 
alla deficienza del sistema di riferimento che e stato « distorto » 
da un'onda gravitazionale passante e puo essere eliminata con 
un'opportuna trasformazione; do po il passaggio dell'onda, 10 
spazio-tempo diventa nuovamente piatto: 

Lo si puo verificare in modo diretto. Se la variabile'l") e calcolata 
a partire da un suo valore corrispondente ad un punto singolare, 
si ha allora X = '1"), cosicche 

rJs2 = 2d'l") d3;1 - 1')2 [(d3;2)2 + (d3;3)2]. 

Fatta la trasformazione 

otteniamo: 
ds2 = 2d'l") d~ - dy2 - dz2, 

e la sostituzione 'I") = (t + x)/V2", ; = (t - x)/V2" conduce infine 
alla forma galileiana. ' 

Questa proprieta dell'onda gravitazionale - la comparsa di 
una singolarita fittizia - non e dovuta, naturalmente, alla sua de
bole intensita; questa pro prieta e presente anche nella soluzione gene
rale dell'equazione (109,7). Come pure nell'esempio citato, in pros
simita della singolarita si ha X ...... '1"), cioe -g ...... '1")41). 

PROBLEMA 

Trovare la condizione per la quale la metrica 
ar = dt? - dx· - dgt - dz2 + / (t - x, y, z) (dt - dx)S 

e la soluzione esatta delle equazioni di Einstein per un campo nel vuoto (A. Peres, 
1960). 

Soluzione. Il tensore di Ricci si calcola piu semplicemente nelle coordinate 
u = (t - x)/"V2. v = (t + x)/0, g, z, dove 

ar = -dg" - dz2 + 2du dv + 2/ (u, g, z) du2• 

Oltre aHe gil = gss = -1, sono differenti da zero solo Ie seguenti componenti 
del tensore metrico: guu = 2/, gUD = 1; inoltre, gtltl = -2/, gll."v = 1, e il 
determinante g = -1. II calcolo diretto mediante la (92,1) per Ie componenti 
non nulle del tensore di curvatura da: 

fJ2/ fJ2/ fJ2f 
Ryuyu = - fJg2 ' Rzuzu = - fJz2' R yuzu = - iJg iJz • 

1) Cia si puo dimostrare con l'aiuto dell'equazione (109,7), come abbiamo 
fatto nel § 97 per un'analoga equazione tridimensionale nel sistema di riferi
mento sincrono. Come in quel caso, la singolarita fittizia e originata dall'inter
sezione delle linee coordinate. 
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L'unica componente non nulla del tensore di Ricci e Ruu = M, dove IJ. e l'ope
ratore di Laplace rispetto aIle coordinate y, z. In tal modo, l'equazione di Einstein 
e IJ.I = 0, cioe la funzione I (t - x, y, z) deve essere armonica rispetto aIle 
variabili y, z. 

Se la funzione I non dipende da y, z, oppure se essa e line are rispetto a queste 
variabili, il campo non esiste: 10 spazio-tempo e piatto (il tensore di curvatura 
si annuIla). La funzione quadratica rispetto ad y, z 

1 I (u, y, Z)=yz/l (u)+"2 (y2_ Z2) 12 (u) 

corrisponde ad un'onda piana che si propaga nel senso positivo dell'asse delle x, 
infatti, il tensore di curvatura dipende in un tale campo solo da t - x: 

R yuzu = -It (u), R yuyu = -Rzuzu = -/2 (u). 

In base aIle due possibili polarizzaz.ioni deIl'onda, la metrica contiene due 
funzioni arbitrarie 11 (u) ed 12 (u). 

110. Irraggiamento di onde gravitazionali 

Esaminiamo un campo gravitazionale debole creato da corpi 
che si muovono a velocita piccole rispetto alIa velocita della luce. 

Grazie alIa presenza della materia, Ie equazioni del campo gra
vitazionale si distinguono da un' equazione d' onda ordinaria di 
tipo Dh~ = 0 (107,8) per termini contenuti nel secondo membro 
dell'uguaglianza, che provengono dal tensore energia-impulso 
della materia. Scriviamo queste equazioni nella forma 

.!. 0 .hlt - 8:rtk It (110,1) 2 'l'i - e4 'ti , 

dove in luogo delle h~ abbiamo introdotto Ie grandezze, pili Como de 
nel caso in esame, 

'i'~ =h~ - ; 6~h, 
e dove 'tf indica convenzionalmente espressioni supplementari che 
appaiono quando si passa dalle equazioni gravitazionali esatte al 
caso di campi deboli in un 'approssimazione considerata. E facile 
vedere che Ie componenti .. g e 't~ si ottengono direttamente dalle 
componenti corrispondenti T~ ricavando da esse Ie grandezze infi
nitesime dell'ordine richiesto; per quanta concerne Ie componenti 
't~, esse contengono, oltre ai termini ottenuti dalle T~, anche infi

nitesimi del secondo ordine provenienti da R~ - ; 6~R 1). 

1) Dane equazioni (110,1) si possono ricavare di nuovo Ie formule (106,1), 
(106,2), utilizzate nel § 106, per un campo costante debole distante da corpi. 
In prima approssimazione, omettiamo i termini contenenti Ie derivate seconde 
rispetto al tempo (in 1/e2), e tra tutte Ie componenti 't~ conserviamo solamente 

'tg = Jlel
• La soluzione delle equazioni IJ.'IjJ~ = 0, IJ.'IjJ~ = 0, IJ.'ljJg = 16:rtkJlle2, 
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Le grandezze 'I/J~ soddisfano la condizione (107 ,5) a'I/J~/axk = 0. 
Dalla (110,1) segue che la stessa equazione si ha per Ie -4: 

(110,2) 

Questa equazione sostituitsce qui la ralazione generale T~:k = 0. 
Servendoci delle equazioni scritte, esaminiamo la questione 

dell'energia irraggiata sotto forma di on de gravitazionali da corpi 
in moto. La soluzione di questo problema esige che venga determi
nato il campo gravitazionale nella « zona delle onde », cioe a 
distanze, grandi rispetto alIa Iunghezza delle onde irraggiate. 

Tutti i calcoli sono analoghi, in linea di massima; a quelli fatti 
per Ie on de elettromagnetiche. Le equazioni di un campo gravitazio
nale debole (110,1) sono formalmente analoghe all'equazione dei 
potenziali ritardati (§ 62). Si puo quindi scrivere immediatamente 
Ia soIuzione generale nella forma 

.hk _ 4k) ( k) dV ",. - --4 T. t-R/C-R . t C .t 
(110,3) 

Poiche Ie velocita di tutti i corpi del sistema so no piccole, per 
il campo a grandi distanze dal sistema (cfr. §§ 66 e 67) si puo scrivere 
allora: 

(110,4) 

dove Roe Ia distanza dall'origine delle coordinate, situata in un 
punto interno del sistema; per brevita, ometteremo I'indice 
t - Role nelle espressioni integrande. 

Per caicolare questi integrali, serviamoci delle equazioni (110,2). 
Abbassando gli indici di T~ e mettendo in evidenza Ie componenti 
spaziali e temporali, scriviamo Ie (110,2) nella forma 

a.ov _ a.oo _ ° 
ax"? axO - .. (110,5) 

Moltiplicando Ia prima equazione per xii, integriamo in tutto 10 
spazio 

a J J a·av ) a (.av
xil

) ) -a 0 Taox13 dV = --xildV = dV - Tatl dV . 
x ax"? axV 

Poiche all 'infinito Ti.~ = 0, il primo integrale a secondo membro 
e nullo per il teorema di Gauss. Facendo la semisomma del-

che si annulla all'infinito, e rispettivamente "'a = 0, ",~ = 0, ",8 = 4qJ/c2, 

dove qJ e il potenziale gravitazionale newtoniano; efr. l'equazione (99,2). Ne 
seguono i valori (106,1), (106,2) per il tensore h~ = ",~ - 1/2"'1'l~. 
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l'uguaglianza rimanente e di quella che si deduce per permutazione 
degli indici, troviamo: 

5 't~ dV = -; a!o 5 (Taox13 + Tpoxc:t) dV. 

Inoltre, moltiplichiamo per x<xxt> la seconda equazione (110,5) ed 
integriamo in tutto 10 spazio. Una trasformazione analoga conduce 
all 'uguaglianza 

a!o ·5 TOOxc:tXP dV = - 5 (TaoXP + TpoXa) dV. 

Confrontando i due risultati ottenuti, abbiamo: 

5 TaB dV = ; ( o!o r J Tooxaxl3 dV. (110,6) 

In tal modo, gli integrali di tutte Ie Tap risultano espressi median
te integrali contenenti la sola componente Too. Come pero e stato 
gia detto, quest 'ultima coincide con la corrispondente com
ponente Too del tensore di energia-impulso, e si ha con un'appros
simazione sufficiente (cfr. (99,1»: 

(110,7) 

Sostituendo quest'ultima espressione nella (110,6) ed introducendo 
il tempo t = xO/c, riscriviamo la (110,4) nella forma 

2k 02 r P 
'ljJai3 = - c4Ro ot2 J flxc:tX dV. (110,8) 

A grandi distanze dai corpi, si pUO considerare l'onda (in regioni 
piccole dello spazio) come piana. Di conseguenza, si puo calcolare 
il flusso d 'energia irraggiata dal sistema, per esempio, nella direzione 
dell' asse Xl, utilizzando la formula (107,12). Questa formula con
tiene Ie componenti h23 = 'ljJ23 ed h22 - h33 = 'ljJ22 - 'ljJ33. Dalla 
(110,8) troviamo Ie espressioni l ) 

2k •• 2k •• •• 
h23 = - 3c4RO D za , h 22 - ha3 = - 3c4R

o 
(D22 -Daa) (110,9) 

(il puntino indica la derivazione rispetto al tempo), dove abbiamo 
introdotto il tensore del momento di quadrupolo delle masse (99,8): 

DaP= J fl(3x<xxP-r26ap)dV. (110,10) 

1) II tensore (110,8) non soddisfa Ie condizioni per Ie quali e stata dedotta 
la formula (107,12). Tuttavia, una trasformazione del sistema di riferimento, che 
conduce Ie hill aHa gauge richiesta, non incide sui valori delle componenti 
(110,9). 
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Troviamo infine ]a densita del flusso d'energia nella direzione del
l'asse Xl nella forma 

k [( 'D~2'-:'jj33)2 00 2 ] 
ctlO = 361CC5R~ _ 2 + D23 • (110,11) 

Di qUi Sl ottiene, moltiplicando per R~do, il flusso d'energia nel
l'elemento d'angolo solido in una direzione data. 

Due termini in questa espressione corrispondono alIa radiazione 
di onde delle due polarizzazioni indipendenti. Per scriverli in for
ma invariante (non dipendente- dalla direzione della radiazione), 
introduciamo iI tensore unitario tridimensionale di polarizzazione 
dell' onda gravitazionale piana ea (3 che determina appunto quali 
delle componenti ha (3 sono differenti da zero (nella scelta delle 
hih per cui hOa = hoo = h = 0). II tensore di polarizzazione e 
simmetrico e soddisfa Ie condizioni 

(110,12) 

dove n e un vettore unitario nella direzione di propagazione deI
l'onda; Ie prime due condizioni esprimono il carattere tensoriale e 
trasversale dell' onda. 

Questo tensore permette di scrivere 1 'intensita della radiazione 
di data polarizzazione nell'elemento d'angolo solido nella forma 

(110.13) 

Questa espressione dipende dalla direzione n in modo implicito 
attraverso la condizione di trasversalita ea/3n(3 = 0. La distribu
zione angolare totale della radiazione di tutte Ie polarizzazioni si 
ottiene eseguendo nella (110,13) una sommatoria estesa alle po]a
rizzazioni oppure, il che e 10 stesso, prendendo la media delle 
polarizzazioni e moItiplicando il risuItato per 2 (numero delle polariz
zazioni indipendenti). La media si prende secondo la formula 

-- 1 
ea(3ey6 = "4 {nan(3nyn6 + (nan /3<'l"/i + nyn /i<'la(3) -

- (nan,,<'l(36 + n(3ny<'la6 + nan/i<'l(3y + n~6<'lay) -
-<'la(3<'ly6 + (<'lay<'lf\/i + <'If\y<'l(6)} (110,14) 

(l'espressione del secondo membro e un tensore formato da un tenso
re unitario e dalle componenti del vettore n, dotato della simmetria 
richiesta rispetto ai suoi indici, e che dll uno per contrazione delle 
coppie di indici ex, l' e ~, <'l, e si annulI a se moltiplicato scalarmente 
per n). Si ottiene infine: 

k [1'" 1 "2 , •• 00. ] 

dI = 361CC5 "4 (Daf\nanf\)2 +TDafl- Daf\Daynr.ny do. (110,15) 
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Si puo calcolare l'energia totale irraggiata in tutte Ie direzioni, 
doe la perdita d'energia del sistema nell'unita di tempo (-d~/dt), 
prendendo la media di dIldo nella direzione n e moltiplicando il 
risultato per 431:. La media si prende facilmente utilizzando Ie formule 
riportate nella nota alla pag. 250; si ottiene infine I 'espressione 

(110,16) 

Notiamo che la radiazione tot ale delle on de gravitazionali pro
duce un effetto del quinto ordine in tic. Questa circostanza, nonche 
il fatto che la costante gravitazionale k e una grandezza infini
tesimale, porta generalmente ad un effetto difficilmente osservabile. 

PROBLEM! 

1. Due corpi che si attrpggono secondo la legge di Newton descrivono orbite 
circolari (attorno alloro centro comune di massa). Determinare l'intensita media 
(rispetto al periodo di rotazione) -della radiazione di onde gravitazionali e la 
sua distribuzione per Ie diverse polarizzazioni e direzioni. 

Soluzione. Ponendo l'origine delle coordinate nel centro d'inerzia, i raggi 
vettori dei due corpi sono: 

m2 ml 
rl= r, r2= - r, r=rl-r2' 

ml+ m 2 ml+ m2 

Le componenti del tensore DaB so no (il piano xy coincide con il piano del moto): 

Dxx= f.lr2 (3 cos2 tjl -i), Dyy = f.lr2 (3 sen2 tjl-1), 

DXy=3f.lr2costjlsentjl, Dzz = -f.lr2 , 

dove f.l = mlm2/(ml + m2), e dove tjl e 1 'angolo polare del vet tore r nel piano xy 

Per il mota circolare abbiamo: r = costante, ¢ = r-3/ 2Vk (ml + m2) == ro 
Determiniamo la direzione n mediante gli angoli sferici (I'angolo polare e 

e l'azimut tp) e l'asse polare z perpendicolare al piano del moto. Consideriamo 
Ie due :polarizzazioni per Ie quali: 1) eeq> = 1/V2, 2) eee = -eq>q> = 1/V2: Proiet
tando 11 tensore Da(l sulle direzioni sferiche ee e eQl' calcolando con la formula 
(110,13) e prendendo la media rispetto al tempo, otteniamo infine per questi 
due casi e per la somma I = II + 12 : 

dlt kf.l2ro6r4 dI 2 _ kf.l2ro6r4 (1 + 2 8)2 dO = 2rcc5 4 cos2 8, do - 2rcc5j cos, 

dI kll2ro6r4 
-= I"" (1 + 6 cosz8 + cos~ 8) 
~ 2~5 ' 

e dopa un'integrazione sulle direzioni: 

32k4mim~ (mt+m2) 
5c5r5 

(per calcolare solo l'intensita totale I basterebbe, naturalmente, utilizzare la 
(110,16». 

La perdita dell'energia irraggiata dal sistema causa un avvicina
mento graduale (secolare) tra i due corpi. Poiche ~ = -kmlm2/2r, la velocita 
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di avvicinamento e 
2r2 d~ 64k3mtm2 (mf + mS) 

r= km1m2 lit 5c5r3 

2. Trovare l'energia media (rispetto al periodo di rotazione), irraggiata sotto 
forma di onde gravitazionali da un sistema di due corpi che descrivono orbite 
ellittiche (P. C. Peters, J. Mathews)l). 

Soluzione. A differenza dei casi di un moto circolare, la distanza r e la 
velocitii. angolare variano lungo un'orbita secondo Ie leggi 

a (1-e2) 

r 

dove e e l'eccentricitii., e a il semiasse maggiore della orbita (vedi'vol. I, Mec
canica, § 15). Un calcolo abbastanza laborioso mediante la formula (110,16) dii.: 

d~ 8k4mrm~ (m! +m2) (1 4 12 1 + 2 2 2 -lit = J5a5c5 (1- e2)5 + e cos 1jl) [ ( e cos 1jl) + e sen 1jlJ. 

Nel calcolare 1a media risp,etto al periodo di rotazione, si sostituisce all'integra
zione in dt quella in d1jl II che dii.: 

_ d~ = 32k4mrmHm!+m2) 1 (1+~ e2+E.. e4). 
dt 5c5a5 (1_e2)7/2 24 96 

E da notare un incremento rapido dell'intensitii. della radiazione con l'aumentare 
dell'eccentricitii. dell'orbita. 

3. Determinare 1a ve10citii. media (rispetto a1 tempo) di perdita del momento 
ango1are di un sistema di corpi in moto stazionario per irraggiamento di 
onde gravitazionali. 

Soluzio1l-e. Per comoditii., considereremo per il momento i corpi come com
posti di particelle discrete. Rappresentiamo la velocitii. media di perdita del
l'energia come il lavoro delle « forze d'attrito» f agenti sulle particelle: 

d1, ~
Tt= L.i fv (1) 

(omettiamo l'indice di numerazione delle particeIle). AIlora la velocitii. media 
di perdita del momento angolare si calcola come segue: 

dMa ~ - '" -dt= 4.J [rfJa= LJ eaf3vx(3fy 

(cfr. la deduzione della formula (75,7». Per determinare Ie f scriviamo: 

d~ k •••••• k. (V) 
& = - 45c5 Da(3Daf3 = - 45c5 DafjDaf3 

(2) 

(abbiamo utilizzato qui il fatto che i valori medi delle derivate totali rispetto 

al tempo sono nulli). Sostituendo qui Dafj = 2Jm (3xavll + 3xllva - 2rv /)afj) 
e confrontando con la (1), troviamo: 

1) Per la distribuzione ango1are polarizzata e Ia decomposizioue spettrale 
di questa radiazione si veda Phys. Rev., 131, 435 (1963). 
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La sostituzione di questa espressione nella (2) ci dil: 

dAta 2k D(V)D 2k ••••• 
~ = .45c5 ea(3v (30 '1'0 = 45c5 ea(3v D(30DvfJ' (3) 

4. Trovare per un sistema di due corpi che descrivono orbite ellittiche la 
perdita media del momento angolare per unitil di tempo. 

Soluzione. II calcolo secondo la formula (3) del problema precedente, analogo 
al calcolo del problema 2, porta al risultato: 

_dAtz = 32k7/2mfm~-Vm1+m2 1 (1+~e2) 
dt 5c5a7/2 (1- e2)2 4 . 

Per un moto circolare (e =, 0), i valori di ~ ed it si ricavano, come era da aspet
tarsi, dalla relazione if, = Mro. 



Capitolo XIV 

COSMOLOGIA RELATIVISTICA 

§ 111. Spazio isotropo 

La teoria della relativita generale apre nuove vie alIa soluzione 
dei problemi legati aIle pro prieta dell 'Universo su scala cosmica. 
La comparsa di queste nuove meravigliose possibilita (indicate 
per la prima volta da Einstein nel 1917) e connessa al carattere non 
galileiano dello spazio-tempo. 

Queste possibilita rivestono un'importanza notevole perche la 
meccanica newtoniana conduce a contraddizioni che non possono 
~ssere superate in una forma sufficientemente generale nell 'am
bito della teoria non relativistica. Per esempio, appIicando 
la formula newtoniana del potenziale gravitazionale allo spazio 
piatto infinito (quale esso e nella meccanica newtoniana), riem
pito di materia la cui densita media, distribuita arbitrariamente, 
non sia nulla in nessun punto, vediamo che il potenziale diverge in 
ogni punto. Cia condurrebbe all 'esistenza di forze infinite agenti 
sulla materia, risultato ovviamente assurdo. 

Prima di iniziare la costruzione sistematica dei modelli cosmolo
gici relativistici, e opportuno fare la seguente osservazione sulle equa
zioni fondamentali iniziali del campo. 

Le condizioni poste nel § 93 per la determinazione dell'azione di 
un campo gravitazionale saranno sempre soddisfatte se allo scalare 
G si aggiunge un termine costante, cioe se si pone 

c3 r 1(-
Sg= - 16nk J (G+2A) V -g dQ, 

dove A e una nuova costante (di dimensione cm-2). L'introduzione 
di questa grandezza portera aHa comparsa di un termine supple
mentare Agik nelle equazioni di Einstein: 

1 18nk 
Rik -"2 Rgtk = C4 Tik + Agiko 

Se alIa « costante cosmologica » A si da un valore moIto piccolo, 
la presenza di questo termine non incidera sostanzialmente sui 
campi gravitazionali in regioni non troppo grandi _ dello spazio
tempo, rna comportera nuovi tipi di « soluzioni cosmologiche » 
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che potrebbero descrivere l'Universo nel suo insieme1). Tut
tavia, non abbiamo finora nessun motivo fondato e convincente - ne 
suI piano sperimentale, ne su quello teorico - per poter apportare 
un tale cambiamento nelle equazioni fondamentali della teoria. 
Sottolineiamo che si tratterebbe di un cambiamento con pro
fondo significato fisico, e cioe: l'introduzione nella densita della 
lagrangiana di un termine costante, non dipendente in generale 
dallo stato del campo, significherebbe attribuire aUo spazio
tempo una curvatura in linea di massima non eliminabile e che 
non e legata ne alIa materia, ne aIle onde gravitazionali. Per 
questo, tutti gli ulteriori ragionamenti di questa capitolo partono 
dalle equazioni di Einstein nella loro forma « classica », senza la 
cost ante cosmologica. 

Come e noto, Ie stelle sono distribuite nella spazio ill un modo 
assai irregolare: sono concentrate in singoli sistemi stellari (Ie galas
sie). Nello studio dell'Universo « su Iarga scala» e, pero, necessa
rio trascurare Ie eterogeneita « Iocali » dovute all'accumulazione di 
materia nelle stelle e nei sistemi stellari. Per densita di massa si 
deve COS! intendere la densita media rispetto aIle regioni della spa
zio, di dimensioni grandi rispetto aIle distanze tra Ie galassie. 

Le soluzioni delle equazioni di Einstein che verranno esaminate 
pili avanti (nei §§ 111-114), cioe il cosiddetto modello cosmologico 
isotropo (scoperto da A. A. Fridman nel 1922), so no fondate sul
l'ipotesi di una distribuzione omogenea ed isotropa della materia 
nello spazio. I dati astronomici esistenti non contraddicono questa 
ipotesi2), e oggi ci sono tutte Ie ragioni per ritenere che il modelIo 
isotropo dia, in termini generali, una descrizione adeguata non 
soltanto dello stato attuale dell 'Universo, rna anche di una parte 
notevole della sua evoIuzione nel passato. Vedremo pili avanti che 
la pro prieta fondamentale di questo modello e il suo carattere non 
stazionario. E indubbio che questa proprieta (<< Universo in espansio
ne ») da una giusta spiegazione al fenomeno fondamentale del pro
blema cosmologico: 10 spostamento verso il rosso (§ 114). 

Nello stesso tempo e chiaro che, gia per la sua natura, l'ipotesi 
dell' omogeneita e dell'isotropia dell 'Universo, puo inevitabllmente 
avere soltanto un carattere approssimativo, perche queste pro prieta 
vengano evidentemente a mancare quando si considerano soltanto 
regioni finite della spazio. Torneremo nei §§ 115-119 al problema 

1) In particolare, si trovano soluzioni stazionarie che mancano per A = O. 
£ stato proprio questo fatto che indusse Einstein ad introdurre il «termine 
cosmologico » prima che Friedman scoprisse soluzioni non stazionarie del campo; 
vedi phI avanti. 

2) Ci si riferisce qui ai dati sulla distribuzione delle galassie nello spazio 
e sull'isotropia della cosiddetta. radiazione a radiofrequenza. 
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della possibile eterogeneita dell'Universo in relazione a vari as petti 
della cosmologia. 

L' omogeneita e 1 'isotropia dello spazio significano che si puo 
scegliere un tempo « universale » tale che ad ogni istante la metrica 
della spazio sia identica in tutti i suoi punti e in tutte Ie direzioni. 

Occupiamoci innanzitutto dello studio della metrica deUo spazio 
isotropo come tale, senza considerare per il momenta una sua possi
bile dipendenza dal tempo. Come precedentemente, indichiamo 
con Ya(3 il tensore metrico tridimensionale, cioe scriviamo l'elemento 
di distanza spaziale nella forma 

dl2 = Ya(3 dxa dx13. (111,1) 

La curvatura dello spazio e determinata completamente dal suo 
tensore di curvatura tridimensionale, che indicheremo con P a (3yO per 
distinguerlo dal tensore quadridimensionale R th 1m' Nel caso di una 
isot.ropia completa, il tensore P a(3yO deve evident.emente esprimersi 
mediante il solo tensore metrico Ya fI e, in virtu delle sue proprieta 
di simmetria, deve assumere la forma 

PaflyO =1.. (Yai'1'Ilo- Yao1'll'~)' (111,2) 
dove A. e una costante. Il tensore di Ricci Par. = Pi'ai'fl e rispettiva
mente uguale a 

(111,3) 
e la curvatura scalare e 

P = 61... (111,4) 
Si vede dun que che Ie proprieta della curvatura dello spazio iso

tropo sono completamente determinate da una sola costante. Ne 
segue che sono possibili tre casi essenzialmente differenti di metrica 
spaziale: 1) 10 spazio a curvatura cost ante positiva (corrispon
dente ai valori positivi di A.), 2) 10 spazio a curvatura cost ante nega
tiva (corrispondente ai valori di A. < 0) e 3) 10 spazio a curvatura 
nulla (A. = 0). Quest 'ultimo e uno spazio piatto, detto euclideo. 

Nello studio della metrica e comodo partire dall'analogia geo
metrica, considerando la geometria della spazio isotropo tridimen
sionale come la geometria su una ipersuperficie isotropa (in uno 
spazio quadridimensionale fittiziol». Tale superficie e un'ipersfera; 
10 spazio tridimensionale corrispondente a questa ipersfera e 10 
spazio a curvatura costante positiva. L 'equazione di una ipersfera di 
raggio a nello spazio quadridimensionale Xl' X2, Xg, X~ ha la forma 

x: + x: + x: + x! = a2
, 

e l'elemento di lunghezza su questa ipersfera e 

dl2 = dx~ + dx~ + dx: + dx!. 
1) Lo spazio qui introdotto non ha, natura1mente, niente a che fare con 10 

spazio-tempo quadridimensiona1e. 
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Considerando Ie coordinate Xl> X2, Xs come Ie tre coordinate 
spaziali ed eliminando nell 'espressione di dl2 Ia coordinata fittizia 
X, ricavata dalla prima equazione, troviamo per l'eIemento di 
distanza spaziaie 

dl2=dx2+dx2+dx2+ (XtdXt+X2dx2+Xsdxs)2. (111,5) 
1 2 3 ~-4-4-4 

Partendo da questa espressione e facile caicoiare Ia costante A
nella (111,2). Conoscendo a priori che il tensore Pa/3 ha Ia forma 
(111,3) in tutto 10 spazio, e sufficiente caicoiarlo soitanto in pros
simita dell'origine delle coordinate dove Ie 1'a/3 sono uguali a 

6 + Xa
X /3 

1'12(3= a./3 ~. 

Poiche Ie derivate prime deUe 1'12(3 e, di conseguenza, Ie grandezze 
r~ .... si annullano nell'origine delle coordinate, il calcolo con la 
formula genp-rale (92,7) risulta moIto semplice e da 

(111,6) 

La grandezza a si chiama « raggio di curvatura» deUo spazio. 
Introduciamo in luogo delle coordinate Xt. X2, Xs Ie corrispondenti 
coordinate « sferiche» r, e, cpo L'elemento di lunghezza assumera 
allora la forma 

(111,7) 

L'origine delle coordinate puo essere sceIta in qualsiasi punto deUo 
spazio. La lunghezza della circonferenza in queste coordinate e 
211r, e l'area della sfera 411r2. Mentre la Iunghezza del «raggio» 
della circonferenza (0 della sfera) e 

r 

J dr r 
r2 a V 

=aarcsen -, 
OD f-

a2 

e ClOe maggiore di r. Dunque, il rapporto fra lunghezza della 
circonferenza e raggio in un tale spazio e minore di 211. 

L'elemento di lunghezza dl2 assume un'aItra forma comoda se 
espresso in «coordinate sferiche quadridimensionaIi » che si otten
go no sostituendo alla coordinata r 1'« angolo » X definito dalla rela
zione r = a sen X (X varia da 0 a 11)1). 

1) Le coordinate « cartesiane » Xl, XI: X3' X, sono legate aIle coordinate sfe
riche quadridimensionali a, e, <p, X dalle relazioni 

Xl = a sen X sen e cos <p, X. = a sen X sen e sen <po 

X3 = a sen X cos e, X, = a cos:x. 
30* 
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Si ha allora 

dl2 = a2 [dX2 + sen2 X (sen2 8 dIP 2 + d8 2)J. (111,8) 

La coordinata X misura la distanza dall'origine delle coordinate, 
uguale ad ax. L'area della sfera in queste coordinate e 4na2 sen2 X. 
Si vede che a misura che alIontanandosi dall'origine delle coordinate 
l'areh della sfera cresce e raggiunge il suo massimo, 4na2, alIa distan
za di na/2. Dopo di che essa comincia a decrescere, e la sfera si 
riduce ad un punta al « polo opposto » della spazio alIa distanza di 
na, distanza massima che puo in generale esistere in un tale spazio 
(tutto ·cio risulta evidente anche dalla (111,7), se si nota che la coor
dinata r non puo prendere valori maggiori di a). 

II volume dello spazio a curvatura positiva e 
2lt n It 

di qui 

V = J J J a3 sen2 X sen e dx de dIP, 
000 

(111 ,9) 

In tal modo, 10 spazio a curvatura po~itiva risulta « chiuso in se 
stesso », e il suo volume e finito, rna e ovvio che questo spazio non 
ha frontiere. 

E interessante notare il fatto che in uno spazio chiuso la carica 
elettrica tot ale deve essere nulla. Infatti, ogni superficie chiusa 
in uno spazio finito delimit a da ambedue Ie parti regioni finite 
dello spazio. Per questo, il flusso del campo elettrico attraverso 
questa superficie e uguale, da una parte, alla carica totale che si 
trova all'interno di questa superficie, e dall'altra, aHa carica, 
preceduta dal segno meno, che si trova al di fuori della superficie. 
Di conseguenza, la somma delle cariche da ambedue Ie parti della 
superficie e nulla. 

In un modo analogo, dall'espressione (96,16) del 4-impulso sotto 
forma di un integrale di superficie risulta che il 4-impulso totale 
pi e nullo in tutto 10 spazio. In tal modo, la definizione del 4-im
pulso tot ale non ha pili sostanzialmente senso, perche la legge di 
conservazione corrispondente degenera neU'identita banale 0 = O. 

Passiamo ora allo studio della geometria di uno spazio a curvatu
ra cost ante negativa. Dalla (111,6) si vede che la costante A diventa 
negativa quando a e immaginaria. Si possono ottenere tutte Ie 
formule relative allo spazio a curvatura negativa sostituendo a con ia 
nelle formule precedenti. In altri termini, la geometria della spazio 
a curvatura negativa e interpretata matematicamente come la geo
metria su una pseudosfera quadridimensionale di raggio immaginario. 

Cosi, la cost ante A e ora uguale a 
1 A= --11 , (111,10) a 
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e l'elemento di lunghezza nella spazio a curvatura negativa, espresso 
nelle coordinate r, 9, cp, assume la forma 

dr2 

dl2 = r2 +r2(sen29dcp2+dSZ}, (111,11) 
1+az 

dove la coordinata r puo percorrere tutti i valori da 0 a 00. Il rapporto 
tra lunghezza della circonferenza e raggio e ora maggiore di 2n. 
Per ottenere l'espressione di dP, corrispondente alla (111,8), intro
duciamo la coordinata X definita dalla relazione r = a sh X (X varia 
qui da 0 a oo). Allora 

dl 2 = a2{dx2 + sh2 X (sen2 9 dcp2 + d92)}. (111,12) 

L'area della sfera e uguale ora a 4:n:a2 sh2 X e cresce indefinita
mente quando ci si allontana dall'origine delle coordinate (doe 
all'aumentare di X). E evidente che il volume dello spazio a cur
vatura negativa e infinito. 

PROBLEMA 
Trasformare l'elemento di lunghezza (111,7) in maniera tale ehe esso sia 

proporzionale alla sua espressione euclidea. 
Soluzione. La sostituzione 

conduce al risultato: 

dl 2 = (1+ ~!2) -2 (drl+rfd82+risen2 8d<p2). 

§ 112. Modello isotropo chiuso 

Passando allo studio della metrica spazio-temporale del modello 
isotropo, e necessario accordarsi sui sistema di riferimento. 
II pili conveniente e un sistema di riferimento in moto solidale 
che, in ogni punto dello spazio, si muove con la materia. In altri 
termini, la materia stessa che riempie 10 spazio serve da sistema 
di riferimento; per definizione, la velocita della materia in questo 
sistema e ovunque nulla. E evident(' che una tale scelta del sistema 
di riferimento per il modello isotropo e naturale: per un'altra scelta, 
l' orientazione delle velocita della materia creerebbe una non-equiva
lenza apparente delle differenti direzioni nella spazio. La coordinata 
temporale deve essere scelta nel modo indicato alI'inizio del para
grafo precedente, cioe in modo che la metrica in ogni istante sia 
identica in tutto 10 spazio. 
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Data l'equivalenza tot ale di tutte Ie direzioni, Ie componenti goa. 
del tensore metrico nel sistema di riferimento scelto sono nulle. 
Infatti, Ie tre componenti goa. si possono considerare come Ie com
ponenti di un vettore tridimensionle, che, qualora fosse diverso da 
zero, creerebbe una non-equivalenza delle diverse direzioni. In tal 
modo, ds2 deve assumere la forma ds2 = goo (dX O)2 - dl2. La compo
nente goo e qui una funzione soltanto di xo. Si puo dunque sempre 
scegliere la coordinata temporale in maniera tale che goo diventi 1. 
Indicandola con ct, abbiamo: 

ds2 = c2 dt2 _ dl2. (112,1) 

La variabile t e il tempo proprio sincrono in ogni punto dello spazio. 
Cominciamo dallo studio dello spazio a curvatura positiva; 

per brevita chiameremo la soluzione delle equazioni di Einstein 
modello chiuso. Utilizzando per dll'espressione (111,8) dove il raggio 
di curvatura a e, in generale, una fundone del tempo, ds2 assume 
la forma 

ds2 = c2 dt2 - a2 (t) {dX2 + sen2 X (da2 + sen2 a dIP2)}. (112,2) 

La funzione a (t) e determinata dalle equazioni di Einstein. 
Per risolvere queste equazioni, e comodo introdurre, in luogo del 
tempo, la grandezza 1'] definita dalla relazione 

edt = a d1']. (112,3) 

AHora ds 2 si scrive nella forma 

ds2 = a2 (1']) {d1']2 - dX2 - sen2 X (da2 + sen2 a dIP2
)}. (112,4) 

Per ottenere Ie equazioni del campo, bisogna cominciare dal 
calcolo delle com ponenti del tensore R ill. (Ie coordinate xO, xl, X2, x 3 

sono rappresentate da 1'], X, a, IP). Utilizzando i valori delle compo
nenti del tensore metrico 

goo = a2 , g1i = _a2 , g22 = - a2 sen2 X, g33 = - a2 sen2 X Een2 a 
calcoliamo Ie grandezze r ~l: 

o a' r oo =-, a 

dove l' apice indica la derivazione rispetto a 1'] (non e necessario 
calcolare Le componenti r~'I' in forma esplicita). Questi valori ci 
permettono di trovare secondo la formula genera Ie (92,7): 

R o 3 ( '2 ") 0=7 a -aa . 

Per Ie stesse ragioni di simmetria, applicate prima alla goa., e 
a priori evidente che Roa. = O. Per il calcolo delle compo
nenti Rg, notiamo che, se si mettono in evidenza in quest'ultime 
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i termini contenenti soltanto ga 6 (cioe soltanto Ie fpv), questi 
termini debbono costituire Ie componenti del tensore tridimen-
sionale -pt i cui valori sono gia noti dalle (111,3) e (111,6): 

R~= -p~+ ... = --';-6~+ ... , a 

dove i puntini di sospensione rappresentano i termini contenenti 
gaa e goo. II r.alcolo ci da: 

Rg= - ;4 (2a2+a'2+aa")c5~, 
e quindi 

R=R8 +R~= - a~ (a+a"). 

Essendo Ia materia immobile nel sistema di riferimento che abbia
mo scelto, si ha ua = 0, Uo = 1/a e dalla (94,9) si deduce T~ = 8, 

dove 8 e la densita di energia della materia. Sostituendo Ie espres
sioni ottenute nelI'equazione 

RO _~ R = 8:nk TO 
o 2 c4 0' 

otteniamo: 
8:nk 3 ( 2+ 12) --cr 8 ="'ii4 a a . (112,5) 

Questa equazione contiene due funzioni incognite 8 ed a; e necessario 
quindi trovare ancora un'equazione. Scegliamo come seconda 
equazione (in luogo delle componenti spaziali delle equazioni di 
Einstein) l'equazione TJ;i = 0, una delle quattro equazioni (94,7), 
contenute, come si sa, nelle equazioni del campo. Si puo anche 
dedurre la seconda equazione direttamente per mezzo di relazioni ter
modinamiche nel modo seguente. 

Utilizzando nelle equazioni del campo l'espressione (94,9) per 
il tensore energia-impulso, noi trascuriamo quindi tutti i processi 
di dissipazione dell' energia, che hanno per effetto l' aumento del
l'entropia. Un tale metodo e qui ovviamente del tutto ammis
sibile, perche i termini supplementari che si sarebbero dovuti aggiun-
gere a Tl a causa della dissipazione di energia, sono trascurabili 
rispetto alIa densita di energia 8, la quale include in se l'energia 
di quiete dei corpi materiali. 

In tal modo, nel ricavare Ie equazioni del campo, possiamo 
considerare I' entropia totale costante. Ricorriamo ora alIa nota 
relazione termodinamica dW, = T dS - p dV, dove ~, S, V sono 
I'energia, l'entropia e il volume del sistema, e p, T la pressione e la 
temperatura. Per entropia costante, si ha semplicemente d~ = 
= -p dV. Introducendo la dens itA d'energia 8 = ~/V, facilmeute 
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dV 
de= -(e+p) v. 

II volume dello spazio V e proporzionale, secondo la (111,9), 
al cuba del raggio di curvatura a. Di conseguenza, dV/V = 3da/a = 
= 3d In a, e si puo scrivere: 

-~=3dlna e+p , 

oppure, integrando: 

31na= - r ~-+costante J p+e 

(l'estremo inferiore nell'integrale e nna costante). 

(112,6) 

Se il legame tra e e p (equazione di stato della materia) e noto, 
allora l'equazione (112,6) definisce e come funzione di a. Dalla 
(112,5) si puo allora determinare 'Y} nella forma 

r da 
'Y}= + J - . 

a" / 8nk ea2-1 
V 3c4 

(112,7) 

Le equazioni (112,6), (112,7) risolvono in forma generale il problema 
della determinazione della metrica del modello isotropo chiuso. 

Se la materia e distribuita nella spazio sotto forma di singoli 
corpi macroscopici, si potra allora, determinando il suo campo 
gravitazionale, considerare questi corpi come particelle materiali 
dotate di masse determinate, trascurando completamente la loro 
struttura interna. Considerando che Ie velocita dei corpi sono rela
tivamente piccole (piccole respetto a c), si puo porre sempli
cemente e = ~C2, dove ~ e la somma delle masse dei corpi nel
l'unita di volume. Per la stessa ragione, la pressione del « gas », 
composto di questi corpi, e una grandezza infinitesimale rispetto a e 
e puo essere trascurata (mel1ire Ie pressioni all'interno dei corpi, 
come e stato detto, non hanno niente a che fare con la questione 
considerata). Per quanto riguarda la radiazione contenuta nella 
spazio, la sua grandezza e relativamente piccola e si puo ugualmente 
trascurarne l' energia e la pressione. 

In tal modo, se si vuole descrivere 10 stato attuale dell'Universo 
nei termini -del modello considerato, bisogna ricorrere aIle equazioni 
di stato della materia « incoerente » 

e = ~C2, P = o. 
Allora l'integrazione nella (112,6) da ~a8 = costante Si puo 

scrivere questa uguaglianza direttamente perche essa esprime la co
stanza della somma M delle masse dei corpi in tutto 10 spazio, 



COSMOLOGIA RELATIVISTICA 473 

come si deve avere nel caso considerato della materia incoerente1
). 

Poiche il volume della spazio nel modello chiuso e V = 2n2a3 , 

si ha allora costante = M/2n2 • In tal modo, 
M 

Ha3 = costante = -- . r 2:rt2 (112,8) 

Sostituendo la (112,8) nell'equazione (112,7) ed integrando, 
otteniamo: 

dove la costante e 
a = ao (1 - cos 1]), 

2kM 
ao = 3:rtc2 . 

(112,9) 

Partendo in fine dalla (112,3), ricaviamo la relazione tra t e 1] 

t= ~ (1]-sen 1]). 
c 

(112,10) 

Le equazioni (112,9) e (112,10) deterrninano in forma parametrica 
la funzione a (t). Questa funzione cresce da zero per t = 0 (1] = 0) 
sino al valore massimo a = 2ao che si ottiene per t = nao/c (1] = n), 
e poi decresce di nuovo sino a zero per t = 2nao/c (1] = 2n). 

Per 1] ~ 1 si ha approssimativamente a = ao1]2/2, t = ao1]3/6c, 
in modo che 

.,...., ( 9aoC2) 1/3 -.2/8 a"", 2 ,. (112,11) 

Inoltre, la densita della materia e 
1 8·1OS 

!l = 6:rtkt2 = -t2- (112,12) 

(il val ore numerico del coefficiente e dato per densitA espressa 
in g·cm-3 per t espresso in secondi). Notiamo che in questo limite 
la funzione !l (t) ha un carattere universale nel senso che essa non 
dipende dal parametro ao. 

Quando a -+ 0, la densita !l diventa infinita. Per !l -+ 00 la 
pressione diventa anche grande, e, di conseguenza, per 10 studio 
della metrica in questa regione, bisogna esaminare il caso opposto 
della pressione massima possibile (per una densita data dell' ener
gia e), cioe descrivere la materia mediante I' equazione di stato 

e 
P=3" 

1 Sottolineiamo a scanso di equivoci (confrontando con il 4-impulso to tale 
nullo dell'Universo chiuso menzionato nel § 111) che M e proprio la somma 
delle masse dei corpi presi separatamente, senza prendere in considerazione la 
loro interazione gravitazionale. 
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(vedi la nota alla pag. 122). Dalla formula (112,6) si ricava allora: 
3c4a2 

Ba~ = costante = 8nk1 (112,13) 

(al e nuova costante), dopo di che Ie equazioni (112,7) e (112,3) 
conducono alla dipendenza 

a=al sen 'l1, t =!!.!.. (1 - cos '11) • c 

Poiche ha senso considerare questa soluzione soltanto per valori 
molto grandi di B (cioe per a piccolo), poniamo YJ ~ 1. Allora a :::::::: 
:::::::: alYJ, t:::::::: a1'l12/2c, in modo che 

Inoltre 
a = V2a1ct. 

3 
32Jtkt2 

4,5.105 

t2 

(questa dipendenza non contiene nessun parametro). 

(112,14) 

(112,15) 

In tal modo, anche qui a -+0 per t -+0, in modo che il valore 
t = 0 e veramente un punto singolare della metrica spazio-tem
porale del modello isotropo (10 stesso si pua dire anche del secondo 
punto nel modello chiuso, dove a = 0). Dalla (112,14) si vede anche 
che se cambiassimo il segno di t la grandezza a (t) diventerebbe 
immaginaria pura e il suo quadrato negativo. Tutte Ie quattro com
ponenti di gik nella (112,2) diventerebbero allora negative e il 
determinante g positivo. Una tale metrica e pera fisicamente assurda. 
Cio significa che non ha senso fisico prolungare analiticamente la 
metrica oltre il pun to singolare. 

§ 113. Modello isotropo aperto 

La soluzione corrispondente allo spazio isotropo a curvatura 
negativa (modello aperto) si ottiene analogamente al caso precedente. 
In luogo della (112,2) si ha ora 

ds2 = c2 dt2 - a2 (t) {dX2 + sh2 X (d82 + sen2 8 dcp2)}. (113,1) 

Introduciamo di nuovo in luogo di t la variabile '11 definita dalla 
relazione dt = a dYJ; si ottiene allora: 

ds2 = a2 (YJ) {dYJ2 _. dX 2 - sh2 X (d8 2 + sen2 8 dcp2)}. (113,2) 

Questa espressione puo essere formalmente ottenuta dalla (112,4) 
sostituendo YJ, X, a rispettivamente con iYJ, iX. ia . . Di conseguenza, 
anche Ie equazioni del campo si possono ottenere semplicemente 
con questa stessa sostituzione nelle (112,5) e (112,6). L'equazio-
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ne (112,6) conserva allora la sua forma: 

3ln a = -) 8~P +costante 

e in luogo della (112,5) si ha: 

8nk 3 ('2 2) --cr8=(i4 a -a . 

In luogo della (112,7) si ottiene 

J da 
fJ= ± y8nk 

a --8a2+1 
3c4 

Di qui per la materia incoerente1) otteniamo 

a= ao (ch fJ-1), 

475 

(113,3) 

(113,4) 

(113,5) 

(113,6) 

(113,7) 

Le formule (113,6) determinano in forma parametrica la fun
zione a (t). A differenza del modellochiuso, il raggio di curvatura 
varia qui monotonamente, crescendo da zero per t = 0 (fJ = 0) 
sino all'infinito per t --+ 00 (fJ -+ 00). La densita della materia, inve
ce, decresce rispettivamente parten do dal valore infinito per 
t = 0 (quando fJ ~ 1, questa legge e data dalla stessa formula 
approssimata (112,12) come per il modello chiuso). 

Per alte densita, Ie soluzioni (113,6) e (113,7) non sono 
applicabili, e bisogna tornare di nuovo al caso p = 8/3. Si ottiene 

1) Notiamo, che con la trasformazione 
r = Ae'llsh X, c. = Ae'llch X, 

Ae'll= Vc2• 2-r2, thX=~ 
co 

1 'espressione (113,2) si riduce alla forma « conforme galileiana »: 

ds2 = f (r, .) [e2 d.2 - dr2 _ r2 (de2 + sen2edcp2)J. 
Nel caso specifico (113,6) (ponendo A = ao/2) si ottiene: 

(V. A. Fok, 1955). Per grandi valori di Ve2• 2 - r2 (cui corrisponde .11 ~ 1), 
questa metrica tende a quella galileiana come era naturale a spettarsi , poich8 
il raggio di curvatura tende all'infinito. 

La materia non e ferma nelle coordinate r, et cp, • e la sua distribuzione 
non e omogenea; inoltre, la distribuzione e il moto della materia hanno la 
simmetria centrale intorno ad un punto arbitrario dello spazio, scelto come 
origine delle coordinate " e, cpo 



476 CAPITOLO XIV 

aHora di nuovo la relazione 
4 _ _ 3c4ar 

ea - costante = Bnk ' (113,8) 

e per la funzione a (t) troviamo: 

a = aj sh rJ, t = ~ (ch rJ - 1), 
c 

e per rJ ~ 1: 
a = V2al ct (113,9) 

(e la vecchia formula (112,15) per e (t». In tal modo, anche nel 
modello aperto la metrica ha un punto singolare (ma, a differenza 
del modello chiuso\ ne ha uno solo). 

Consideriamo infine il caso limite delle soluzioni corrispondenti 
a un raggio di curvatura infinito della spazio, cioe un modello di 
spazio piatto (euclideo). L'intervallo ds2 in questa modello puo 
essere scritto nella forma 

ds2 = c2 dt2 _ b2 (t) (dX2 + dy2 + dz2) (113,10) 

(per coordinate spaziali si scelgono Ie coordinate « cartesiane » 
x, y, z). II fattore dipendente dal tempo nell'elemento di distanza 
spaziale non cambia, evidentemente, il carattere euclideo della 
metrica, poiche, per t dato, questa fattore e cost ante e puC> essere 
ridotto, con una semplice trasformazione delle coordinate, all'unita. 
Calcoli analoghi a quelli del paragrafo precedente conducono aIle 
seguenti equazioni: 

Bnk _~ {~)2 31 b r de 
c2 e- b2 dt ' n = - J p+e +costante. 

Per casi di piccole pressioni, troviamo: 

f.tb3 = costante, b = costante t2
/ 3 • (113,11) 

Per piccoli t, bisogna considerare ancora il caso p = e/3 dove si 
ottiene: 

eb4 = costante, b = costante Vi: (113,12) 

In tal modo, anche in questa caso la metrica ha un punta singolare 
(t = 0). 

Notiamo che tutte Ie soluzioni isotrope trovate esistono sola
mente quando la densita della materia e differente da zero; per 10 
spazio vuoto, Ie equazioni di Einstein non hanno soluzioni di questa 
generel). Ricordiamo anche che Ie soluzioni trovate rappresentano 

1) Per e = 0, avremmo ricavato dall'equazione (113,5) a = aoeTl = ct 
(l'equazione (112,7) perde in genera1e senso percM 1a radice e immaginaria). 
Ma 1a metrica 

ds2 = c2 dt 2 - c2t2 {dX2 + sh2 X (d82 + sen2 e dqJ2)} 
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matematicamente il caso particolare di una classe pili genera Ie di 
soluzioni che contiene tre funzioni arbitrarie fisicamente differenti 
delle coordinate spaziali (vedi il problema). 

PROBLEMA 

Determinare in prossimita del punto singolare la forma generale della metrica 
nella quale 10 spazio si espande In modo « quasi uniforme», cioe in maniera 
tale che tutte Ie componenti Yetll = -getll (in un sistema di riferimento sincrono) 
tendano a zero secondo una stessa legge. Lo spazio e riempito di materia la cui 
equazione di stato e p = BI3 (E. M. Li!sic, I. M. Khalatnikov, 1960). 

Soluzione. Cerchiamo la soluzione in prossimita del punta singolare (t = 0) 
nella forma 

(1 ) 

dove aall' betl'> sono funzioni delle ;oordinate (spaziali)l); poniamo inoltre c = 1. 
n tensore inverso e 

yetll = ~ aetll_ ba /3, 
t 

dove il tensore aa/3 e inverso di aet II' e ba/3 = aa'Va/30b'l'O; tutte Ie operazioni di 
innalzamento degli indici e di derivazione covariante si fanno con la metrica 
aall non dipendente dal tempo. 

Calcolando i primi membri delle equazioni (97,11) e (97,12) all' ordine 
richiesto in 1lt, otteniamo: 

3 1 81tk 1 II 321tk 
- 4t2 +2tb=-3-B(-4u~+1), T(b;a-ba;/3)=--3-BUaUo, 

dove b = b~. Prendendo anche in considerazione l'identita 

1 . q 1 a/3 
= ui ut >:::i uii-T uaulla , 

troviamo: 
3 b 

81tkB=---
4t2 2t' (2) 

In prima approssimazione in 11t, i simboli di Christoffel tridimensionali, 
e con essi il tensore Pett!> non dipendono dal tempo; inoltre, Ie Petll coin
cidono con Ie espressioni che si ottengono mediante la sola metrica aetll' Tenendo 
conto di questo, troviamo che i termini dell'ordine di t-S nell'equazione (97,13) 
si eliminano, e i termini ~1lt danno: 

1\ ~ II ~ 11_ Pa+ 4 ba + 12 lIa -bO, 

da cui 

si riduce con la trasformazione r = ct sh X, -r = t ch 'J( alIa forma 
ds2 = c2 d-r2 - dr2 - r2 (dS2 + sens S depl), 

(3) 

cioe diventa semplicemente uno spazio-tempo galileiano. 
1) AHa soluzione di Fridman risponde una scelta speciale delle funzioni IXetl'>' 

corrispondente aHo spazio a curvatura costante. 
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(dove P = a~'I'P/3l'). Poiche si ha l'identita 

pt /3 - ~ P la. = 0 

(vedi la (92,10», abbiamo la relazione 

bt/3 = ~ b;a.' 

e, di conseguenza, possiamo scrivere ua. nella forma 

t2 

ua.=gb;a.. (4) 

In tal modo, Ie !>ei funzioni aa./3 restano arbitrarie, e a partire da esse 
si determinano i coefficienti ba./3 del successivo termine dello sviluppo (1). La 
scelta del tempo nella metrica (1) e pienamente determinata dalla condizione 
t = 0 nel punto singolare; quanto aIle coordinate spaziali, su di esse si possono 
ancora effettuare trasformazioni arbit~a;:-ie che non cambino il tempo (quest'ultime 
possono servire, per esempio, per ri iUITe il tensore aa/3 alIa forma diagonale). 

Di conseguenza, la soluzione ottenuta contiene in tutto solo tre funzioni 
arbitrarie « fisicamente differenti». 

Notiamo che in questa soluzione la metrica spaziale e non uniforme ed 
anisotropa, e la distribuzione della depsita della materia tende a quella omogenea, 
quando t -+ O. La velocita tridimensionale v ha (nell'approssimazione (4» 
un rotore nullo, e il suo modulo tende a zero secondo la legge 

§ 114. Spostamento verso· il rosso 

La particolarita fondamentale di tutte Ie soluzioni esaminate 
e che la metrica spazio-temporale non e stazionaria: il raggio di 
curvatura della spazio e una funzione del tempo. Inoltre, la varia
zione del raggio di curvatura comporta la variazione di tutte Ie 
distanze tra i corpi nella spazio, come risulta direttamente dal 
fatto che l' elemento di distanza spaziale dl e proporzionale ad a. 
COS!, quando in un tale spazio a cresce, i corpi « fuggono » gli uni 
dagli altri (nel modelIo aperto all' aumento di a corrisponde 11 > 0, 
nel modello chiuso 0 < 11 < n). 

Dal punta di vista di un osservatore che si trova su uno di questi 
corpi, Ie cose vanno come se gli altri corpi si allontanassero radi
almente dall'osservatore. La velocita di questa « fuga » (all'istante 
dato t) e proporzionale alla distanza tra i corpi. 

Questa predizione teorica deve essere messa in relazione con 
un risultato fondamentale di astronomia, e cioe con l'effetto dello 
spostamento verso il rosso delle righe spettrali em esse dalle galassie. 
Se si interpreta questa spostamento come effetto Doppler, noi giun-
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giamo aUa conclusione che Ie galassie si allontammo, cioe che 
attualmente l'Universo e in espansionet). 

Esaminiamo la propagazione di raggi di luce nella spazio iso
tropo. A questo scopo, partiamo dall'osservazione che lungo la 
linea d'universo di propagazione del segnale luminoso l'intervallo ds 
e nullo. Poniamo l'origine delle coordinate X, e, cp nel punta dal 
quale viene emesso il raggio di luce. E evidente, per ragioni di 
simmetria, che i raggi si propagheranno « radialmente », cioe lungo 
la linea e = costante, cp = costante. Allora poniamo nella (112,4) 
o (113,2) de = dcp = 0 ed otteniamo ds2 = a2 (d1)2 - dX2). Eguag
liando a zero, troviamo d1) = ±dX oppure, integrando: 

X = ±1) + costante. (114,1) 
II segno positivo davanti a 1) corrisponde a un raggio uscente dal
I' origine delle coordinate, e il segno negativo a un raggio che arriva 
nell'origine. In questa forma, l'equazione (114,1) e applicabile 
alIa propagazione dei raggi sia nel modello aperto che in quelIo 
chiuso. Con l' aiuto delle formule dei paragrafi precedenti si puo 
esprimere qui la distanza percorsa dal raggio in funzione del tempo. 

Nel modelIo aperto, un raggio di luce uscito da un punta si 
allontana indefinitamente propagandosi. Nel modello chiuso, 
invece, un raggio uscito da un punto iniziale puo raggiungere alIa 
fine il « polo opposto » della spazio (a cio corrisponde la variazione 
di X da 0 an); propagandosi ulteriormente, il raggio comincera 
ad avvicinarsi al punto iniziale. Ad un « giro della spazio» del 
raggio con il ritorno al punto iniziale corrisponde la variazione 
di X da 0 a 2n. Dalla (114,1) si vede che anche 1) dovrebbe variare 
aHora di 2n, il che e impossibile (tranne un solo caso: la partenza 
del raggio all'istante 1) = 0). In tal modo, il raggio, facendo « giro 
dello spazio », non farebbe in tempo a torn are nel punto iniziale. 

Ad un raggio che arriva al punto d'osservazione (origine delle 
coordinate) corrisponde l'equazione (114,1) con 1) preceduta dal 
segno meno. Se t (1)0) e l'istante d'arrivo del raggio in questa 
punto, per 1) = 110 si deve allora avere X = 0, di modo che l'equa
zione di propagazione di tali raggi si scrive 

X = 1)0 - 1). (114,2) 

Ne resulta che i raggi usciti da punti che si trovano a « distanze » 
non superiori a X = 1)0 possono giungere all'istante t (1)0) ad un 
osservatore che si trova nel punto X = o. 

1) La conclusione sulla «fuga» dei corpi all'aumentare di a (t) puo 
essere tratta, naturalmente, a condizione che l'energia della loro interazione 
sia piccola rispetto all' energia cinetica del loro moto; questa condizione 
e soddisfatta comunque per Ie galassie sufficientemente lontane. In caso 
contrario, Ie distanze tra i corpi so no generalmente determinate dalla loro 
interazione; di conseguenza, l'effetto considerato non deve praticamente influire 
sulle dimensioni delle nebulose, e tanto meno delle stelle. 
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Questo risultato, che riguarda sia il modello aperto che quello 
chiuso, e di importanza sostanziale. Ad ogni istante t (TJ) in un 
punto dato della spazio e possibile un'osservazione fisica non di 
tutto 10 spazio, bensf di una sua parte, corrispondente a x::S;; '1']. 
Dal punto di vista matematieo, la «regione visibile * della 
spazio rappresenta la sezione dello spazio-tempo quadridimen
sionale tagliata dal cono di luee. Questa sezione e finita sia 
per il modello aperto che per quello ehiuso (infinita nel modello 
aperto e la sezione tagliata dall'ipersuperfieie t = costante, corrispon
dente allo spazio considerato in tutti i suoi punti allo stesso istante t). 
In questa senso, la differenza tra il modello aperto e il modello 
chiuso e meno profonda di quanto potrebbe sembrare a prima vista. 

Quanto e pili lontana la regione dello spazio osservata all' istante 
dato daIl' osservatore, tanto pili recenti sono gli istanti ai quali 
essa corrisponde. Consideriamo una superficie sferica che sia il luogo 
geometrico dei punti dai quali la luce e emessa all'istante t ('I'] - X) 
e supponiamo di osservarla neU'origine delle coordinate all'istante 
t ('1']). L'area di questa superficie e uguale a 4n:a2 (TJ - X) sen2 X (nel 
modello ehiuso) oppure 4n:a2 (TJ - X) sh2 X (nel modello aperto). 
Quando Ia superfieie si allontana dall' osservatore l' area della 
« sfera visibile ») cresee partendo da zero (per X = 0), passa per un 
massimo, e quindi decresce e si annulla per X = TJ (dove a ('I'] - X) = 
= a (0) = 0). Cio signifiea che Ia sezione tagliata dal cono di Iuee 
non soitanto e finita, ma anche ehiusa. Le eose vanno come se essa si 
chiudesse nel punta « oppostO») all' osservatore, punto che puo 
essere visto guardando in qualsiasi direzione della spazio. In questa 
punto e -+ 00, e quindi la materia e accessibile all'osservazione, . 
in linea di massima, in tutti i gradi della sua evoluzione. 

La quantita totale di materia osservata nel modello aperto e data 
dall'integrale 

1] 

Moss = 4n: ~ ~a3 shz X dX. 
o 

Sostituendo I.W3 ricavata dalla (113,7), otteniamo: 
3c2ao 

Moss =2k (sh 'l']chTJ- '1']). (114,3) 

Questa grandezza cresce indefinitamente per TJ -+ 00. Ma nel modello 
chiuso il erescere di Moss e naturalmente limitato dalla massa 
tot ale di M; in modo analogo in questo caso troviamo: 

M 
ill oss = - (TJ- sen 'I'] cos TJ). (114,4) 

:rt 

Quaod(, 11 cresce da 0 an:, questa grandezza cresce da 0 ad M; un 
ulteriore aumento di Moss, rieavabile dalla formula ottenuta, 
e fittizio e corrisponde semplicemente al fatto che in un univer-
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so « in contrazione ,. i corpi distanti potrebbero essere osservati due 
volte (infatti la luce si propagherebbe « percorrendo 10 spazio» da 
lati diversi). 

Esaminiamo ora la variazione della frequenza della luce nel 
suo propagarsi in uno spazio isotropo. A questa scopo, facciamo 
preliminarmente la seguente osservazione. Siano dati due eventi acca
duti in un punto della spazio e separati da un intervallo di tempo 
dt = a (T) dT)lc. Se negli istanti di questi eventi sono emessi due 
segnali luminosi, che vengono osservati da un altro punta dello spa
zio, aHora tra gli istanti della loro ricezione passera un intervallo 
di tempo corrispondente alla stessa variazione della grandezza T) 
di dT) nel punto d' emissione. Cio risulta direttamente dall' equazio
ne (114,1) secondo la quale la variazione della grandezza T) nel tempo 
di propagazione del raggio di luce da un punta ad un altro dipende 
solamente dalla differenza delle coordinate X di questi punti. Ma 
poiche durante la propagazione del segnale il raggio di curvatura a 
varia, rie segue che gli intervalli di tempo t tra gli istanti d' emissione 
dei due segnali e gli istanti della loro ricezione saranno differenti; 
il rap porto (ra questi intervalli di tempo e uguale al rapporto tra i 
corrispondenti valori di a. 

Ne risulta, in particolare, che anche i periodi delle oscillazioni 
luminose, mlsurati secondo il tempo universale t, variano lungo 
un raggio di luce proporzionalmente ad a. La frequenza della luce 
sara, evidentemente, inversamente proporzionale ad a. In tal modo, 
durante la propagazione di un raggio di luce sara cost ante il seguente 
prodotto 

roa = costante (114,5) 
lungo questo raggio. 

Supponiamo che all'istante t (T) stiamo osservando la luce 
emessa da una sorgente che si trova ad una distanza corrispondente 
ad un valore determinato della coordinata x. Secondo la (114,1), 
I'istante d'emissione di questa luce e t (T) - X). Se roo e la frequenza 
della luce all'istante di emissione, la frequenza ro che osserviamo 
sara, in base alla (114,5), 

a (f)-X) 
ro = roo a (f)) • (114,6) 

Quando la funzione a (T) cresce in modo monotono, si ha ro < roo, 
cioe la frequenza della luce diminuisce. Cio significa che, osservando 
10 spettro della luce pervenuta, tutte Ie righe debbono risultare 
spostate verso il rosso rispetto alIa lora posizione negli spettri delle 
stesse materie in condizioni ordinarie. Questo fenomeno di spostamen
to verso il rosso rappresenta, di fatto, l'effetto Doppler dovuto alIa 
« fuga» reciproca delle galassie. 

La grandezza dello spostamento verso il rosso, data dal rapporto 
rol roo tra la frequenza modificata e quella originaria, dipende 
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(all'istante dato dell'osservazione) dalla distanza alIa qua Ie si trova 
la sorgente di luce osservata (nella relazione (114,6) entra la coordi
nata X della sorgente di luce). Quando Ie distanze non sono troppo 
grandi, si puo sviluppare a (rJ - X) in serie di potenze di X limi
tandosi ai primi due termini: 

~-1- a'(I')) 
Wo - X a (1') • 

(l'apice indica la derivazione rispetto a rJ). Notiamo inoltre, che 
il prodotto xa (rJ) rappresenta qui la distanza 1 dalla sorgente 
osservata. Infatti, l' elemento « radiale» di distanza e dl = a dX; 
quando questa relazione viene integrata, si pone il problema 
di sapere quale e il procedimento di osservazione fisica per misurare 
la distanza, perche da cio dipende la scelta dei valori di a nei 
differenti punti del cammino d' integrazione ad istanti diversi 
(l'integrazione con rJ = costante significherebbe che si considerano 
tutti i punti del cammino simultaneamente, il che fisicamente 
e irrealizzabile). Per distanze « piccole I), si puo trascurare la varia
zione di a lungo il cammino d'integrazione e scrivere semplicemente 
1 = ax, essendo a preso all'istante d'osservazione. 

Troviamo infine per la variazione percentuale della frequenza 
(indicata di solito con la lettera z) la seguente formula: 

_ Wo-W _ H 1 z- --, 
Wo c 

(114,7) 

dove e posto 
H = c a' (Tj) = ~ da (114,8) 

a2 (Tj) a. dt ' 

detta la costante di Hubble. Questa grandezza non dipende, all'istante 
d'osservazione dato, da l. Cosl, 10 spostamento relativo delle righe 
spettrali e proporzionale alIa distanza dalla sorgente di luce 
osservata. 

Considerando 10 spostamento verso il rosso come il risultato del
l'effetto Doppler, si possono determinare Ie velocita delle galassie v 
con Ie quali esse si allontanano dall' osservatore. Scrivendo £ = vic 
e confrontando con la (114,7), troviamo: 

v = HZ (114,9) 

(si puo ottenere questa formula direttamente cal colan do la derivata 
v = d (ax)ldt). 

I dati astronomici confermano Ia legge (114,7), ma e difficile 
precisare il valore della costante di Hubble, essendo indeterminata 
la scala delle distanze cosmiche relative alle galassie lontane. 
Le ultime misure di H danno: 

1 H ;:::: 0,8.10-10 anno-1 = 0,25-10-17s-1, H ;::::4·1017S = 13-109anno. 

(114,10) 
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Questo valore di H corrisponde all' aumento della «velocita di 
fuga» di 75 km/s per ogni megaparsec di distanza1). 

Sostituendo nell'equazione (113,4) EO = IlC2 ed f{ = ca'/a', otte
niamo per il modello aperto la seguente relazione: 

c2 _H2 Bnk 
/i2- --3- 1l · (114,11) 

Combinando questa relazione con l'uguaglianza 

otteniamo: 

H - c sh 11 - ~ th ~ - - c , ao(ch1)--1)2 a 2 

1) -./-3-
ch 2 = H V Bnk!1· p14,12) 

In modo analogo, per il modello chiuso otteniamo: 

:: = B~k Il-H2, (114,13) 

cos ~ =H -V Bn
3
k!1 . (114,14) 

Confrontando Ie (114,11) e (114,13), vediamo che la curvatura 
dello spazio e negativa 0 positiva a seconda che sia negativa 0 posit iva 
la differenza 8 It k 1l/3 - H2. Questa differenza si ann ulla pel' J.L = Ilk, 
dove 

3H2 
Ilk = Bnk . (114,15) 

Prendendo il valore (114,10), otteniamo Ilk ~ 1.10-29 1 g/cm3 • Allo 
stato attuale dei risultati astronomici, la valutazione della densita 
media della materia nello spazio puo essere fatta soltanto con 
scarsa precisione. Da una valutazione basata suI cal colo del 
numero di galassie e suUa loro massa media si e ricavato per essa il 
valore di circa 3.10-31 g/cm3 • Questo valore, inferiore di 30 volte 
a Ilk' sarebbe quindi a favore del modeUo aperto. Tuttavia, 
senza pronunciarsi sulla attendibilita di questo valore, bisogna 
considerare che in esso non si tiene conto della possibile esi
stenza di un gas nero intergalattico che potrebbe aumentare 
notevolmente la densita media della materia. 

Indichiamo una disuguaglianza che e possibile ottenere per 
un val ore di H dato. Per il modello aperto, abbiamo H = 
= c sh 'l']la (h'l']-1)2 e quindi 

t=~(sh _ )= sh1)(shlj-lj) • 
c 'I'] 'I'] H(ch1)-1)2 

1) Esistono anche valutazioni che danno un valorc minorc di II, che 
corrisponde all'aumento della velocita di fuga di 55 km/s per ogni mega parsec; 
si ha in questo caso 1IH ~ 1B·109 anno. 

31* 
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Poiche 0 < T) < 00, si deve avere 
2 1 
3H<t<n' (114,16) 

Analogamente per il modello chiuso si ottiene: 
t - sen TJ (TJ - sen TJ) 

- H (i-cos TJ)2 • 

Al crescere di a (1]) corrisponde I'intervallo 0 < '11 < 31; di con
seguenza, si ottiene: 

2 
O<t< 3H . (114,17) 

Determiniamo ora I'intensita I della luce pervenuta all'os
servatore dalla sorgente che si trova ad una distanza corr
ispondente ad un valore determinato della coordinata X. La densita 
del flusso d'energia nel punto d'osservazione e inversamente pro
porzionale all' area della sfera passante per questo punto e avente 
il centro coincidente con la sorgente; nello spazio a curvatura nega
tiva l'area di superficie della sfera e uguale a 431a2 sh2 X. La luce 
emessa dalla sorgente nell'intervallo di tempo dt = a ('11 - X) d1]/c 
arrivera al punto d'osservazione nell'intervaUo di tempo 
a ('11) dt/a ('11 - X) = a ('11) dT)/c. Poiche I'intensita e definita come 
il flusso d'energia nell'unita di tempo, ne segue che nell'espressione 
di I apparira il fattore a ('11 - x)/a ('11). Inoltre, l' energia di un 
pacchetto d'onda e proporzionale alla frequenza (vedi la (53,9»; 
siccome la frequenza varia durante la propagazione della luce secondo 
la legge (114,5), si otterra nell' espressione di I un altro fattore 
a ('11 - x)/a ('11). L'espressione definitiva di I e quindi: 

a
2 

(TJ-X) 114 18) 1= costante· a4 (TJ) sh2 X • ( , 

Per il modello chiuso in modo analogo si ottiene: 
a2 (TJ-x) 

1= costante· a4 (TJ) sen2X (114,19) 

Queste formule stabiliscono la relazione tra I 'in tensita I uminosa 
dell' oggetto osservato e la distanza (per una data in tensi ta della sor
gente). Per Ie X piccole si puo porre a ('11 - X) ~ a ('11), e si avra 
allora I """ 1Ia2 ('11) X2 = 1/l2, cioe si otterra la legge ordinaria del 
decrescere dell'intensita inversamente al quadrato della distanza. 

Infine, consideriamo la questione dei cosiddetti moti propri 
dei corpi. Parlando della densita e del moto della materia, abbiamo 
ovunque considerato una densita media e un moto medio; in parti
colare, nel sistema di riferimento che usiamo costantemente, la 
velocita media del moto e nulla. Le velocita reali dei corpi risultano 
invece avere una certa dispersione intorno al loro valore medio. 
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Col passar del tempo Ie velocita del moto proprio variano. Per deter
minare la legge di questa variazione, consideriamo un corpo in 
mota libero e scegliamo l' origine delle coordinate in un punto arbi
trario della sua traiettoria. Questa traiettoria sara allors la linea
radiale e = cos, q> = cos. L'equazione di .Hamilton-J acobi (87,6) 
diventa dopo sostituzione dei valori di g,k 

( as)2 (as)2 ax - aTJ + mZc2az (fJ) = O. (114,20) 

Poiche i coefficienti di questa equazione non contengono X 
(eioe la eoordinata X e eicliea), si veri fica allora la legge di con
servazione as/aX = eostante. Mentre I'impulso p del corpo in mota e, 
secondo la definizione generale, p ,= as/at = as/a8y". Di con
seguenza, durante il moto del eorpo resta costante il prodotto 

pa = costante. (114,21) 

Introducendo la velocita v del moto proprio del eorpo secondo 

p = mvlV f - V2/C 2 , 

otteniamo: 
va eostante. (114,22) 

V V2 
1--

c2 

Questa relazione determina la legge di variazione delle velocita 
in funzione del tempo. Quando a cresce, Ie velocita v deerescono 
in modo monotono. 

PROBLEMI 

1. Trovare i due primi termini dello sviluppo dell'intensita luminosa visi
bile di una galassia in funzione del suo spostamento verso il rosso; 1 'intensita 

t 
assoluta di una galassia varia con il tempo secondo la legge I ass = costante .,a. 
(H. Robertson, 1955). 

Soluzione. L'intensita luminosa osservata all'« istante» 'I] e data come una 
funzione della distanza X dalla formula (per il modello chiuso) 

I=costante'ea.[t(1J-x)-t(T))] a
2 
(f)-X) • 

a' (f) senl X 

Lo spostamento verso il rosso, definito secondo la (114,7), e: 
z= 000- 00 a (I'])-a ('I]-X) 

00 a (I']-X) 

Sviluppando I e z in serie di potenze di X (Ie funzioni a (T) e t ('1) sono date 
dalle (112,9) e (112,10» ed eliminando poi X dalle espressioDl ottenute, troviamo 
infine: 

1= costante· :2 [1- ( 1- ~ + ~c ) z J. 
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dove 

q _ 2 .l>1. 
- 1 +cos 11 Ilk 

Per il modello aperto si ottiene la stessa formula con 

q_ 2 _ fl <1 
- 1 +ch 1] -!"ik . 

2. Trovare i primi termini dello sviluppo del numero di galassie contenute 
in una « sfera » di raggio dato come funzioni dello spostamento verso il rosso 
sulla frontiera della sfera (si suppone che la distribuzione spaziale delle galassie 
sia omogenea). 

Soluzione. II mimero N delle galassie che si trovano ad una « distanza » 
..;;;; X e (per il modello chiuso) 

x 
N = costante· J sen2 X dX ~ costante·x3• 

o 
Sostituendo in questa espressione i due primi termini dello sviluppo della fun
zione X (z), otteniamo: 

N = cost ante . z3 [ 1 - ! (2 + q) z ] • 

In questa forma, l'espressione ottenuta e valida anche per il modello aperto. 

§ 115. StabilitiL gravitazionale dell' Universo isotropo 

Esaminiamo la questione che riguarda il comportamento delle 
piccole perturbazioni nel modello isotropo, cioe la sua stabilita 
gravita1.ionale (E. M. Lifs ie, 1946). Ci limiteremo qui allo studio 
delle perturbazioni in regioni di spazio relativamente piccole, 
cioe in regioni Ie cui dimensioni lineari sono piccole rispetto a] 
raggio a1). In ogni regione di questo tipo la metrica spaziale put'> 
essere considerata in prima approssimazione come euclidea, cioe la 
metrica (111,8) 0 (111,12) va sostituita con la metrica 

dl2 = a2 (TJ) (dx2 + dy2 + dz2
), (115,1) 

dove x, y, z so no coordinate cartes iane misurate prendendo come 
unita il raggio a. Per coordinata temporale useremo, come prima, 
la variabile TJ. 

Senza perdere in geneialita, descriveremo il campo pertur
bato, come gia fatto precedentemente, in un sistema di rife
rimento sincrono, cioe imporremo aIle variazioni 6g ik del ten
sore metrico Ie condizioni 6goo = 6goa. = O. Date queste condizioni, 
facciamo variare l'identita gikUiuk = 1 (tenendo presente che i 

I) Per uno studio pili dettagliato di questa questione, nonche per uno stu
dio delle perturbazioni in regioni di dimensioni confrontabili con a si veda Adv. 
of Phys. 12, 208 (1963). 
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valori imperturbati delle componenti della 4-velocita della 
materia sono UO = Va e ua = 01». Otteniamo come risultato 
goou°{juo = 0, da cui {juo = O. Quanto aHe perturbazioni {jua, 
esse sonG generalmente non nulle, e quindi il sistema di riferimento 
non e pin un sistema in moto solidale. 

Indichiamo Ie perturbazioni del tensore metrico spaziale con 
haS == {jYall = -{jgafl· Si avril aHora 6Va/l = -haf'> dove l'innal
zamento degli indici di ha B e fatto con la metrica imper
turbata YaB. 

In approssimazione lineare, Ie perturbazioni piccole di un campo 
gravitazionale soddisfano Ie equazioni 

{jR'! -.!..6k
i 6R - 8nk 6T'! (115,2) '2 - c4 ,. 

In un sistema di riferimento sincrono Ie variazioni delle com
ponenti del tensore energia-impulso (94,9) sono: 

6T~ = - 6~6p, 6T~ = a (p + e) 6ua, 6T8 = 6e. (115,3) 

Essendo Ie 6e e 6p piccole, possiamo scrivere 6p = ~~ 6e ed ottenere 
Ie relazioni 

(115,4) 

Le formule per 6R~ si PUQ ottenere facendo variare Ie espres
sioni (97,10). Poiche il tensore metrico imperturbato e Vall = 
= a26a B, aHora i valori imperturbati sono 

2a 2a' f'> 2a' 6f'> 
Xall = a Vall = Q2 Vall, Xa = /i'2 a, 

dove il puntino indica la derivazione rispetto act, e l' apice la 
derivazione rispetto a 1]. Le perturbazioni d~lle grandezze Xall e X~ = 
= Xa'l'yYf'> sono: 

• 1, f'> •• f'> 1 f'>' 
6Xall = hall = a haf'>, 6Xa = - hf'>'l'xa'l' + ylI'I'ha'l' = ha = Ii ha , 

dove h~ = yf'>Yhav. I valori imperturbati del tensore tridimensiona
Ie P~ per la metrica euclidea (115,1) so no nulli. Le variazioni {jP~ 
si calcolano secondo Ie formule (108,3) e (108,4); e evidente che 
6P~ si esprimono mediante 6Va Il come il tensore quadridimensionale 
6Rik si esprimo mediante 6gik , dove tutte Ie operazioni tensoriali 
si fanno nella spazio tridimensionale con la metrica (115,1); poiche 
questa metrica e euclidea, tutte Ie derivazioni covarianti si riducono 

1) In questo paragrafo indicheremo i valori imperturbati delle grandezze 
con lettere senza l'indice ausiliario (0). 
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a derivazioni ordinarie rispetto alIe coordinate xu- (mentre Ie deriva
zioni controvarianti richiedono anche la divisione per al). Detto 
questo (e passando ovunque dalIe derivate rispetto a t alIe deri
vate rispetto a 'I'J), otteniamo con semplici calcoli: 

(115,5) 

~RO ____ 1_ h" _ ~ h' ~Ra 1 (h a ha. II), 
U 0 2a2 2a3 ' U 0 = 2a2 • - II 

(h = h~). Qui gli indici inferiori e superiori preceduti dalld virgola 
indicano Ie derivazioni ordinarie rispetto alIe coordinate ,r!'- (con
tinuiamo a scrivere gli indici in alto e in basso per conservare 
uniformita) . 

Le equazioni definitive per Ie perturbazioni di h~ si ottengono 
sostituendo nella (115,4) Ie componenti di 6T~ espresse mediante 
6R~ secondo Ia (115,2). Conviene scrivere Ie equazioni ricavabili 
dalla (115,4) per ex =F ~ e per contrazione degli indici ex,~. 
Queste equazioni hanno la forma: 

i.(hO,V_h· V) (1+3 dP)+h"+h'~(2+3 dP)=O. (115,6) 
2 V.O • V ds a ds 

Le perturbazioni della densita e della velocita della materia si 
possono determinare dalle grandezze note h~ con l' aiuto delle for
mule (115,2) e (115,3). Otteniamo COS! la variazione relativa della 
densita: 

~= ~ (6RO-~6R) = c
4 

(hll.a_h·a+2a' h']. (1157) 
s 8:rtks 0 2 16:rtksa2 a.1I • a a ' 

Tra Ie soluzioni delle equazioni (115,6) ci sono soIuzioni che 
si possono eliminare con una semplice trasformazione del sistema 
di riferimento (senza violarne il carattere sincrono) e, di conseguen
za, non rappresentano un cambiamento fisico reale della metrica. 
La forma di tali soluzioni puo essere stabilita a priori con I' aiuto 
delle formule (1) e (2) ottenute nel problema 3 del § 97. Sostituendo 
in quelle equazioni i valori imperturbati 'Va B = a26a B, otteniamo 
Ie seguenti espression'i per Ie perturbazioni fittizie della metrica: 

hll I ,II i dT) a' I ~II (/. 11 + III ) a= O,a J a-+az- oUa.+ a ,a , (115,8) 
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dove to, fa sono funzioni arbitrarie (piccole) delle coordinate x, y, z. 
Poiche la metrica nelle piccole regioni della spazio che consi

deriamo e supposta euclidea, la perturbazione arbitraria in ciascuna di 
queste regioni puo essere decomposta in onde piane. Prendendo x, y, z 
come coordinate r.artesiane, misurate in unita a, possiamo scrivere 
il fattore spaziale periodico deUe onde piane nella forma einr , dove 
n e un vettore adimensionale che rappresenta il vettore d'onda 
misurato in unitS. 1la (il vettore d 'onda e k = n/a). Se abbiamo una 
perturbazione in una regione della spazio di dimensioni --1, nello 
sviluppo entreranno, in generale, onde di lunghezza A. = 2naln -- 1. 
Limitandoci aIle perturbazioni nelle regioni di dimensioni 1 ~ a, 
supponiamo con cio il numero n abbastanza grande (n ~ 2n). 

Le perturbazioni gravitazionali si possono suddividere in tre 
tipi. Questa classificazione si riduce alla determinazione dei tipi 
possibili di onde piane che possono rappresentare il tensore sim
metrico har,. Si ha la seguente classificazione: 

1. Con la funzione scalare 

Q= einr (115,9) 

si puo formare il vettore P = nQ e i tensori1) 

QIl_'!' 61lQ pll _ (.!. 611_ na nll ) Q a - 3 a, a - 3 a n2 • (115,10) 

A tali onde piane corrispondono perturbazioni in cui e sog
getto a variazioni non soltanto il campo gravitazionale rna 
anche la velocita e Ia densita della materia, cioe abbiamo il easo 
di perturbazioni aecompagnate da compressioni 0 espansioni 
della materia. La perturbazione di ~ si esprime allora mediante 
i tensori Q~ e Pt la perturbazione della velocita mediante il vetto
re P, e la perturbazione della densita mediante 10 seal are Q. 

2 Con I' onda vettoriale trasversale 

S= seinr , Sn = 0, (115,11) 

si puo formare il tensore (nllSa + naSIl); uno scalare corrispondente 
non esiste perche nS = O. A tali onde corrispondono Ie perturba
zioni nelle quali sono soggetti a variazione il campo gravitazionale 
e la velocits., e non la densita della materia; si possono chiamare 
perturbazioni di rotazione. 

3. Si ha infine I' onda trasversale tensoriale 

GIl - glleinr glln - ° a - a , a 11- • (115,12) 

Con essa non si puo form are ne un vettore ne uno sealare. A tali 
onde corrispondono Ie perturbazioni del campo gravitazionale nelle 

1) Scriviamo gli indici superiori ed inferiori delle componenti del vettore 
cartesiano ordinario n solo per uniformita. 
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quaIi ]a materia resta immobile e distribuita in modo uniforme 
nello spazio. In aItri termini, queste sono Ie on de gravitaziona,Ii 
nell'Universo isotropo. 

Le piu interessanti sono Ie perturbazioni del primo tipo. Poniamo 

h~ = A (t}) Pg + Il (t}) Qg, h = IlQ. (115,13) 

Dalla (115,7) per ]a variazione relativa della densita si ha 

613 c
4 [2 (A ) 3a' ,] Q (115 14) ""8 = 241tkea2 n + f.t + a f.t. , 

Le equazioni che determinano Ie funzioni A e f.t si ottengono 
sostituendo Ie (115,13) nella (115,6): 

1.."+2 ~ 1..'- ;2 (A+f.t) =0, 
(115,15) 

Queste equazioni hanno innanzitutto i seguenti due integrali par
ticolari corrispondenti alle variazioni fittizie della metrica che possono 
essere eliminate con una trasformazione del sistema di riferimento: 

A = -f.t = costante, (115,16) 

1..= _n2 j daTI, /A=n2 j daT] _3:: (115,17) 

(il primo si ricava dalla (115,8) scegliendo fo = 0, fa = P a, il 
secondo scegliendo fo = Q, fa = 0). 

Per gli stadi iniziali dell 'espansione dell 'Universo, quando Ia 
materia e descritta dall 'equazione di stato p = 8/3, si ha a ~ alt}, 
11 ~ 1 (sia nel modello aperto che in quello chiuso). Le equazio
ni (115,15) assumono Ia forma 

1.."+ ~A'- ;2 (A+f.t)=O, Il"+ ~1l,+2;2(A+Il)=0. (115,18) 

E istruttivo esaminare queste equazioni nei due casi limite per 
il rapporto tra Ie due grandezze elevate n e :tIt). 

Supponiamo dapprima che il numero n non sia troppo grande 
(0 t) sia abbastanza piccolo), in modo che nt} ~ 1. In questo caso, 
nell 'approssimazione in cui sono valide Ie equazioni (115,18) tro
viamo: 

1..= 3~f + C2 ( 1 + ~2 t}2), Il = _ 2;2 Cit} + C2 (1- ~2 t}2) , 

dove C l , C2 so no costanti; sono escluse qui Ie soIuzioni del tipo 
(115,16) e (115,17) (nel caso presente sono soIuzioni, nelle quali 
A - f.t = costante e A + f.t /"V 1 It} 2). CaIcoIando inoItre 6ele Con 
Ie (115,14) e (112,15), troviamo Ie seguenti espressioni per Ie 
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perturbazioni della metrica e della densita: 

h~ = 3~t P~ + C2 (Q~ + P~), 
c'lB n2 C C 2 B 7=g( IT}+ 2T})Q per P=3' 

1 
T}~-. n 

491 

(115,19) 

Le costanti C1 e C 2 debbono soddisfare determinate condizioni 
che esprimono il fatto che la perturbazione e piccola nell'istante T}o 

in cui si manifesta: si deve avere h~ ~ 1 (da cui A, ~ 1, f.t ~ 1) 
e 6Bie ~ 1. Applicate aHa (115,19) queste condizioni conducono aUe 
disuguaglianze C 1 ~ T} 0, C 2 ~ 1. 

Le espressioni (115,19) contengono termini che cresco no in un 
Universo in espansione proporzionalmente aIle diverse potenze del 
raggio a = alT}. Questo non puo far diventare grande la pertur
bazione: se nella formula (115,19) si considera l'ordine di gran
dezza per T} '" 1In, si vede che (in virtu delle disuguaglianze 
ottenute sopra per C 1 e C 2) Ie perturbazioni restano piccole persino 
al limite superiore di validita di queste formule. 

Supponiamo ora che il numero n sia tale che nT} J> 1. Risolvendo 
Ie equazioni (115,18) in questa ipotesi, troviamo che i termini 
principali in A, e f.t sono uguali a1): 

A, = _.t.. = costante _1_ einT]/ va 
2 1]2' 

Di qui per Ie perturbazioni della metrica e della densita troviamo: 

h~ = -.£ (P~ - 2Q~) einTll va ~ = _ £ QeinT]/ Y3 
n21]2 'B 9 

8 1 
per p =3' n ~ T} ~ 1, (115,20) 

dove C e una cost ante complessa che soddisfa la condizione I C I ~ 1. 
La presenza del fattore periodico in queste espressioni e del tutto 
naturale. Per n grandi abbiamo il caso di una perturbazione la cui 
periodicita spaziale e determinata da un vettore d'onda grande k = 
= nla. Tali perturbazioni debbono propagarsi come onde sonore 
alIa velocita 

-.,fdP c 
U = V iT(8/C2) = Va . 

La parte temporale della fasa e determinata, come nelI'acustica 

geometrica, dall'integrale J ku dt = nT}/y' 3" di valore elevato. 

1) n fattore 1/1]2 e il primo termine dello sviluppo in serie di potenze di 
1ln1]. Per determinarlo in questo caso, bisogna considerare simultaneamente i due 
primi termini dello sviluppo [il che e ammesso dalla precisione delle 
equazioni (115,18»). 
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Come si vede, l'ampiezza della variazione relativa della densita 
rest a costante, mentre l'ampiezza della metrica decresce come q,-I 
quando l'Universo 8i espande1

). 

Consideriamo inoltre gli stadi pili avanzati dell 'espansione, 
quando la materia e rarefatta a tal punto che si puo trascurarne 1a 
pressione (p = 0). Ci limiteremo qui a1 caso delle 'I'] piccole, corri
spondenti agli stadi dell' espansione quando il raggio a e ancora 
piccolo rispetto al suo val ore attuale, rna la materia e ormai abba
stanza rarefatta. 

Per p = 0 e 'I'] ~ 1, si ha a~ a o'l']2/2, e Ie equaziono (115,15) 
assumono la forma 

It."+ ~It.'- ~2' (It. + 11) = 0, 11"+~ 11'+ ~2 (It. + 11) =0. 

Le soluzioni di queste equazioni sono: 

It. + 11 = 2C1 _[6C2 It.- 11 = 2n2 (C1'1)2 + 2C2 ) • 
'1)3 , 15 '1)3 

Calcolando quindi be/e [con l'aiuto delle (115,14) e (112,12)], tro
viamo: 

h~ =C1 (P~+Q~) + 2n2~2 (P~-Q~) per 'I'] ~ ~, 
'I) n 

~ Ci pr> r> 2n2C2 pr> r> 1 
h~ = 15 n 2'1']2 ( ~ - Q~) + Tj3 ( ~ - Q~) per Ii ~ 'I'] ~ 1, (115,21) 

68 (C i n2'1)2 C2n2 ) e= 3()+Tj"3 Q. 

Si vede che bele contiene un termine che cresce proporzional
mente ad a2). Se pero n'l'] ~ 1, bele non diventa grande neanche 
per 'I'] '"'""' lIn, poiche C1 ~ 1. Se invece 'l']n:} 1, allora per 'I'] ,...., 1 
la variazione relativa della densita diventa dell'ordine di C1n2, 

mentre i1 fatto che la perturhazione iniziale sia piccola richiede che 
Cln2'1']~ ~ 1. In tal modo, sebhene Ie perturbazioni crescano len
tamente, I'aumento generale puo essere notevole e, di conseguenza, 
la perturbazione puo diventare relativamente grande. 

1) E; facile provare che (per p = 8/3) n'l) ~ L/A, dove L ~ u/Yk8/c2• 

E naturale che la lunghezza caratteristica L, che determina il comportamento 
delle perturbazioni di lunghezza d' onda A ~ a, e costruita a part ire dalle sole 
grandezze ({ idrodinamiche »: la densita della materia 8/c2 e la velocita del suono 
in essa u (e la cost ante gravitazionale k). Notiamo che il crescere delle perturba
zioni ha luogo per A~ L [nella (115,19)]. 

2) Da un'analisi pili particolareggiata, che tiene conto della pressione pic
cola p (e), risulta che la possibilita di trascurare la pressione esige che sia osser-
vata la condizone u'I)nlc ~ 1 (dove u = c 11 dp/de e la velocita minore del suono); 
e facile yrovare che in questo caso essa coincide con la condizione A ~ L. In tal 
modo, i crescere delle perturbazioni ha sempre luogo se A;P L. 
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In modo analogo si possono esaminare Ie perturbazioni del 
secondo. e del terzo tipo citato. Tuttavia si possono trovare Ie leggi 
di smorzamento di queste perturbazioni anche senza cal coli detta
gliati, partendo invece dalle sempJici considerazioni seguenti. 

Se in una piccola parte della materia (di dimensioni lineari l) 
ha luogo una perturbazione rotazionale con la velocita 6v, allora il 
momenta angolare di questa parte e '--(e/c2) P·I·v. Quando l'Uni
verso si espande, 1 cresce proporzionalmente ad a, ed e decresce 
come a-3 (nel caso in cui p = 0) oppure come a-4. (per p = 8/3). 
In virtu della conservazione del momento angolare si ha quindi 

c5v = costante per p = ~, c5v c-;J! per p = O. (115,22) 

Infine, la densita d'energia delle on de gravitazionali deve de
crescere per un Universo in espansione come a-4 • D'altra parte, 
questa densita si esprime mediante la perturbazione della metrica 
come _k2 (h~)2, dove k = n/a e il vettore d'onda della perturbazio
ne. Ne segue che I'ampiezza di una perturbazione del tipo 
dell 'onda gravitazionale considerata decresce col tempo come 1Ia. 

§ 116. Spazi umformi 

L'ipotesi della uniform ita e della isotropia dello spazio deter
mina completamente la sua metrica (lasciando arbitrario solo il 
segno della curvatura). L'ipotesi della sola uniformita dello spazio, 
senza alcuna simmetria supplementare, lascia un arbitrio note
volmente maggiore. Esaminiamo il problema di quali possono essere 
Ie proprieta metriche dello spazio uniforme. 

Si trattera quindi della metrica spaziale considerata ad un istante 
dato t. Si suppone inoltre che il sistema di riferimento spazio-tem
porale sia sincrono, in modo che t sia I 'unico tempo sincronizzato per 
tutto 10 spazio. 

L'uniformita significa che Ie proprieta metriche sono Ie stesse in 
tutti i punti dello spazio. La definizione esatta di questo concetto 
e legata aHo studio dell'insieme delle trasformazioni di coordinate 
che fanno coincidere 10 spazio con se stesso, cioe lasciano invariata 
la metrica: se prima della trasformazione I' elemento di I unghezza e 

dI2=Yar,(X i , X2, x3)dxadx~, 

do po la trasformazione 10 stesso elemento diventa 

d12==Yar, (X'i, X'2, X'3) dx'a.dx'f3 

con la stess8 dipendenza funzionale Yar, dalle nuove coordinate. 
Lo spazio e uniforme se esso ammette un insieme di trasformazioni 
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(0, come si dice, un gruppo di movimenti) che permettono difar coin
cidere ogni suo punto dato con ogni altro punto. Poiche 10 spazio 
e tridimensionale, ne risulta che Ie diverse trasformazioni 
del gruppo debbono essere determinate da tre parametri indipendenti. 

COS!, in uno spazio euclideo I 'uniformita e espressa dall'in
varianza della metrica per traslazioni parallele del sistema di 
coordinate cartesiane. Ciascuna traslazione e determinata da tre 
parametri, ossia dalle componenti del vettore di spostamento del
l'origine di coordinate. Tutte queste trasformazioni lasciano inva
rianti tre differenziali indipendenti (dx, dy, dz) i quali costituiscono 
appunto I 'elemento di lunghezza. 

Nel caso generale di uno spazio uniforme non euclideo, Ie tra
sformazioni del gruppo dei movimenti lasciano invarianti anche Ie 
tre forme differenziali lineari indipendenti che, pero, non sono 
differenziali totali di una funzione delle coordinate. Scriviamo 
queste forme nel modo seguente: 

(116,1) 

dove l'indice latina (a) enumera i tre vettori di riferimento indipen
denti (funzioni delle coordinate). 

Con l'aiuto delle forme (116,1) la metrica spaziale, invariante 
rispetto al dato gruppo dei movimenti, si costruisce come segue: 

dl2 = 'Ylab (e~) dx«) (e~) dx f3 ), (116,2) 

cioe iI tensore metrico e 
(a) (b) 

l'a/3 = 'Ylabea e f3 , (116,3) 

dove i coefficienti 'Ylab, simmetrici rispetto agli indici a e h, sono 
funzioni del tempo. 

In tal modo, siamo giunti alla rappresentazione «ternaria» 
della metrica spaziale mediante una terna di vettori di riferimento; 
a questa rappresentazione sono applicabili tutte Ie formule ottenute 
nel § 98. Inoltre, la scelta dei vettori di riferimento e dettata dalle 
proprieta di simmetria dello spazio; questi vettori, in generale, 
non sono ortogonali (quindi la matrice 'I1ab non e diagonale). 

Come nel § 98, accanto alla terna di vettori e~), introduciamo 
la terna di vettori reciproci e(a) per i quali 

(116,4) 

Nel caso tridimensionale il legame tra gli uni e gli altri vettori puo 
essere ra ppresentato in maniera esplicita come segue: 

111 
e(1) = v [e(2)e(3)J, e(2) = v [e(3)e(1)1, e(3) = v [e(1)e(2)J. (116,5) 
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dove 
V= I e~) I = (e(1) [e(2)e(3)]), 

e dove bisogna interpretare e(a) ed e(a) come i vet tori cartesiani 
di componenti e(;z) ed e~). II determinante del tensore metrico 
(116,3) e 

y = 'l']V2, (116,6) 

dove 'I'] e il determinante della matrice 'l']ab' 

L'invarianza delle forme differenziali (116,1) significa che 

e~) (x) dxa = e~) (x') dx 'a , (116,7) 

dovele e~) in ambedue i membri dell'uguaglianza sono sempre Ie 
stesse funzioni delle coordinate, rispettivamente, vecchie e nuove. 
Moltiplicando questa uguaglianza per ePa) (x'), sostituendo dx'r> = 
= (ox'r>/oxa) dxa e confrontando i coefficienti dei differenziali iden
tici dxa , otteniamo: 

ax'r> r> I (a) - = e(a) (x ) ea (x). 
axa (116,8) 

Queste uguaglianze rappresentano un sistema di equazioni diffe
renziali che determinano· Ie funzioni xi (xNr» secondo i vet tori di 
riferimento datP). Perche Ie equazioni (116,8) siano integrabili, 
esse deb bono soddisfare identicamente Ie condizioni 

CaIcoIate Ie derivate, otteniamo: 

[ 
aera) (x') II I aerb) (x') II (I)] (b) ( ) (a) ( ) 

ax'lI e(b) (X ) - ax'll e(a) X ev x ea x = 

r> I [ae~a) (x) ae~) (x) ] 
= e(a) (X ) a - V • 

ax ax. 

Moltiplicando i due membri dell 'uguaglianza per ei~1) (x) ere) (x) eV) (x'), 
trasportando la derivazione da un fattore all 'altro e tenendo 

1) Per Ie trasformazioni del tipo x'fI= xfI+ ~fI, dove ~fI sono grandezze picco
Ie, daBa (116,8) si rica va no Ie equazioni 

a;(3 = ~'\' e~) aera) . (116,8a) 
axa ax'\' 

Tre soluzioni linearmente indipendenti di queste equazioni ~rb) (b = 1, 2; 3) 

determinano Ie trasformazioni infinitesime del gruppo dei movimenti dello spazio. 
I vettori ~rb) sono detti vettori di Killing (vedi la nota alIa pag. 355). 
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conto della (116,4), nel primo membro otteniamo: 

eU) (x') [oefd) (x') /' (x') _ oere) (x') i (X')]-
P ox'6 (c) Ox'6 (d) -

[

oe(f) (x') 
= ere) (x') e~d) (x') p '6 

OX 

oe~) (X')] 
ox'P , 

e nel secondo membro la stessa espressione come funzione di x. 
Poiche x ed x' sono arbitrarie, queste espressioni debbono ridursi 
a delle costanti: 

( 

oe(e) oe(e) ) 
a. II a. P c 

-11- - -a.- e(a)e(b) = Cab. ax ox 
(116,9) 

Le costanti CC an si chiamano costanti di struttura del gruppo. Molti
plicata per ere), 1 'espressione (116,9) puo essere scritta nella forma 

(116,10) 

Queste sono Ie condizioni cercate di uniformita dello spazio. 
L'espressione del primo membro dell'uguaglianza (116,9) coincide 
con la definizione delle grandezze 'i.e ab (98,10), Ie quali risultano 
quindi cost anti. 

Per definizione, Ie costanti di struttura sono antisimmetriche 
rispetto agli indici inferiori: 

(116,11) 

Si puc, ottenere per esse ancora una condizione, notando che I 'ugua
glianza (116,10) e equivalente alIa regola di commutazione 

[Xa, Xb] == XaXb -XbXa = CCabXe 
per gli operatori differenziali linearP) 

X a. 0 
a=e(a)-' oxa. 

Allora la relazione citata scaturira dall'identita 

(116,12) 

(116,13) 

[[Xa, Xb1, Xc] + [[Xb, Xc], Xa] + [[Xc, Xal, Xb1 = 0 

(detta 1 'identita di Jacobi) ed assumera la forma 

(116,14) 

1) Nella teoria matematica dei gruppi continui (0 gruppi di Lie) gli opera
tori, che soddisfano Ie condizioni del tipo (116,12), si chiamano generatori del 
gruppo. A scanso di equivoci che possono sorgere dal confronto con altri testi, 
osserviamo pera, che la teoria sistematica dei gruppi continui e basata, di 
regola, sui generatori definiti a part ire dai vettori di Killing: Xa = ~(a)%xa.. 
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Un determinato vantaggio rispetto aIle costanti con tre indici 
C'ab, e dato dalle grandezze con due indici ebe si ottengono per 
trasformazione dua1e 

C°ab=eabdCdc, (116,15) 
dove eabc = eabe e il tens sore unitario completamente antisimmetrico 
(e dove e123 = +1). Le regole di commutazione (116,12) con ]e nuove 
costanti si scrivono nella forma 

eabcXbXc = CadXd . (116,16) 

Della proprieta (116,11) si tiene gia conto nella definizione (116,15), 
mentre 1a proprieta (116,14) assume Ia forma 

ebcdCcdcba=o, (116,17) 

Osserviamo ancbe cbe Ia definizione (116,9) per Ie grandezze cab 
pUO essete rappresentata sotto forma vettoriaIe: 

cab = _ ~ e(a) rot e(b). 
v 

(116,18) 

dove Ie operazioni vettoriali si eseguono come se Ie coordinate XX 
fossero cartesiane. 

E ovvio cbe 1a sceIta dei tre vettori di riferimento nelle forme 
differenziali (116,1) (e ancbe degli operatori Xa) non e univoca. 
Queste grandezze possono essere sottoposte a qualsiasi trasformazione 
lineare a coefficienti cost anti : 

8(a)=A~e(b)' (116,19) 
Rispetto a tali trasformazioni Ie grandezze 'I1ab e cab si comportano 
come tensori. 

Le condizioni (116,17) so no Ie unic-be aIle quali deb bono soddisfa
re Ie costanti di struttura cab. Tra Ie combinazioni di costanti, ammes
se da queste condizioni, ci sono pero combinazioni equiva1enti, 
nel senso cbe Ia differenza e dovuta esclusivamente aIle trasforma
zioni (116,19). La questione concernente 1a classificazione degli spazi 
uniformi si riduce alIa determinazione di tutte Ie combinazioni 
non equiva1enti delle costanti di struttura. Cio si puo fare se si ri
corre aIle pro prieta «tensoriali» delle grandezze cab, applicando 
il seguente semplice metoda (C. G. Behr, 1962). 

Si puo decomporre il « tensore» non simmeirico cab nelle parti 
simmetrica ed antisimmetrica. Indicbiamo la prima parte con nab, 

ed esprimiamo Ia seconda parte mediante il suo « vettore • dua1e ac: 

cab = nab + eabCac ' (116,20) 

La sostituzione di questa espressione nella (116,17) conduce alIa 
condizione 

(116,21) 
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Il « tensore » nab puo essere ridotto con Ie trasformazioni (116,19) 
agli assi princi pali ; siano nI , nz, n 3 i suoi valori prinei pali, 
L'uguaglianza (116,21) mostra che il « vettore » ab (se esiste) giace 
su quell'asse principale del « tensore, nab, cui corrisponde il valore 
principale uguale a zero. Senza perdere in generalita, si puo quindi 
porre ab = (a, 0,0). Allora la (116,21) si riduce ad anI = 0, cioe una 
delle grandezze a 0 nI deve annullarsi. Le regole di commutazione 
(116,16) assumono allora la forma 
[XI.. X 21 = -aX2+n2X3, [X2, Xa] = nlXh [Xa, Xl] =n2X2 +aX3. 

(116,22) 
A questo punto resta ancora un'arbitrarieta nella scelta del segno 
degli' operatori Xa e della scala (moltiplicazione per costanti). 
Cio permette di cambiare contemporaneamente il segno di tutte 
Ie nh n2, na e di rendere positiva la grandezza a (se essa e diHerente 
da zero). Si possono anche trasformare tutte Ie cost anti di struttura 
riducendole a +1, se almeno una delle grandezze a, n2, na e uguale 
a zero. Se per a tutte queste tre grandezze sono differenti da zero, 
Ie trasformazioni di scala lasciano invariato il rapporto a2 /n2nl). 

Siamo dun que giunti alIa seguente tabella di tipi possibili di 
spazi uniformi; Ie cifre romane della prima colonna indicano il 
numero che si suole usare secondo la classificazione di L. Bianchi 
(1918)2): 

Tlpo I a I nj 1 nj I nz 

I 0 0 0 0 
II 0 f 0 0 

VII 0 1 1 0 
VI 0 1 -1 0 
IX 0 1 1 1 

VIII 0 1 1 -1 
V 1 0 0 0 

IV 1 0 0 1 
VII a 0 f 1 

III (a =1) } 
VI (a 4= 1) a 0 1 -1 

1) Ad essere rigorosi, per studiare Ie proprieta «tensoriali ~ di Cab oc
correrebbe introdurre nella definizione (116,15) il fat tore lfil (cfr. indica
'tione del § 83 su come deve essere determinato un tensore unitario antisimme
trico rispetto aUe trasformazioni arbitrarie delle coordinate). Non vogliamo pero 
entrare qui in questi particolari: l'obiettivo che ci siamo proposti permette di 
dedurre Ie legge di trasformazione delle costanti di struttura direttamente dal
l'uguaglianza (116,22). 

2) n parametro a assume tutti i valori positivi. I tipi corrispondenti rap
presentano di fatto famiglie ad un parametro di differenti gruppi, e la loro 
unificazione nei tipi comuni VI e VII e convenzionale. 
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II tipo I e 10 spazio euelideo; tutte Ie eomponenti del ten80r8 
spaziale di eurvatura (vedi pili avanti la formula (116,24» si riducono 
a zero. Oltre al caso banale della metrica galileiana, si ha una 
metrica dipendente dal tempo che verra esaminata nel paragrafo 
seguente. 

II tipo IX contiene il caso particolare dello spazio a curvatura 
positiva costante. Questo spazio si ottiene se nell 'elemento di 
Iunghezza (116,2) si pone 'l'}ab = 6ab l.4'J.., dove A e una costante 
positiva. Infatti, il caIcoio secondo la formula (116,24) con Cll = 
= C22 = C3s = 1 (costanti di struttura del tipo IX) da P (a)(b) = 
= 1/i26ab e quindi 

il che corrisponde appunto allo spazio indicato (dr. (111,3». 
Analogamente, il tipo V contiene come caso particolare 10 

spazio a curvatura negativa costante. Infatti, ponendo 'l'}ab = 6ab /A 
e caleolando P (a) (b) secondo la formula (116,24) con C23 = _CS2 = 
= 1, si ottiene 

il ehe eorrisponde a una curvatura negativa costante. 
Mostriamo infine in ehe modo Ie equazioni di Einstein per un Uni

verso con spazio uniforme si riducono ad un sistema di equazioni 
differenziali ordinarie, eontenenti solo funzioni del tempo. A questo 
scopo, bisogna sviluppere la parte spaziale dei quadrivettori e dei 
tensori quadridimensionali sulle terne di vet tori di riferimento 
del dato spazio: 

dove tutte queste grandezze so no ormai funzioni della sola ti anche 
Ie grandezze sealari: 1a densita d 'energia 8 e 1a pressione della mate
ria p so no funzioni del tempo. 

Le equazioni di Einstein nel sistema sinerono si esprimono secon
do Ie (97,11), (97,12), (97,13) mediante i tensori tridimenlionlll 
xall e P all. Per il primo tensore abbiamo semplieemeotfl 

• (b)· cb 
X(a) (b) = YJab, X(a) = YJac'l'} (116,23) 

(il puntino indica Ia derivazione rispetto a t). Per quanta coneerne 
Ie componenti di P (a) (blt esse si possono esprimere mediante Ie 
grandezze 'l'}ab e Ie eostanti di struttura del gruppo applieando Ia 
(98,14). Dopo la sostituzione delle graodezze a tre iodiei Aabe = C

a
be 

32· 
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eon cab a due indici e dopo alcuni calcoIP) otteniamo: 

p~~~ = 2~ {2C
bd

C ad + CdbCad + CbdCda _Cdd (cb
a + C'a) + 

+ l)~ [(~d)2- 2CdfCd/J) (116,24) 

Abbiamo qui, in base alIa regola genera Ie , 

C b c cb C ccd a == 'I1ac , ab = 'I1ac'l1bd • 

Osserviamo anche che Ie identita di Bianchi per il tensore tridi
mensionale Pall nello spazio uniforme assumono la forma 

PCbCbca + PCaCbeb = O. (116,25) 

Le espressioni definitive per Ie componenti « tflrnarie» del 
4-tensore di Ricci son02): 

RO 1 • (a) 1 (b) (a) 
0= - 2 X(a) -4 X(a)X(b) , 

R o 1 (c) (r.b $l.bCd) 
(a) = -2 X(b) (.,"ca -Va de, (116,26) 

R~~~= - ~r (V~x~~n' -P~:~. 
2 V TJ 

Sottolineiamo che per scrivere Ie equazioni di Einstein non c'e 
quindi bisogno di utilizzare Ie espressioni esplicite dei vet tori di 
riferimento come funzioni delle coordinate. 

§ 117. Modella anisotropo piatto 

II solo fatto che il modello isotropo sia adeguato per la descri
zione della recente evoluzione dell'Universo, non permette di conclu
dere che questo modello sia ugualmente adeguato per la descrizione 
dell'evoluzione iniziale, cioe in vicinanza di 'Q,na singolarita tem
porale. Questo problema verra trattato dettagliatamente nel § 119, 
mentre in questo paragrafo e nel seguente saranno considerate 
preliminarmente Ie soluzioni delle equazioni di Einstein, che pos
seggono anche un punto singolare rispetto al tempo, ma di tipo 
profondamente differente (dalla singolarita di Fridman). 

Cercheremo una soluzione nella quale tutte Ie componenti del 
tensore metrico siano, mediante una scelta opportuna del sistema 

1) Nelle qualj si usano Ie formule 

TJadtl!letle/ede/ = t1eabe, eab/eCd/ = (\~(\t-(\~lIg· 
I) Le derivate covarianti di x~; ,\," che entrano in R~, si trasformano con 

l'aiuto della formula citata nella nota alIa pag. 385. 
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di riferimento, funzioni di una sola variabile, oata del tempo .. -
= t1). Un tale problema e stato gia affrontato nel t t09, dove, pero, 
e stato esaminato il caso in cui il determinante I 6111' I fOlie nullo. 
Considereremo ora questo determinante come diverao da uro. 
Come e stato indicato nel § 109, in questa casQ si possono porre tutte 
Ie goa = 0, senza compromettere la generalita. Possiamo inoltre 
effettuare sulla variabile t la trasformazione Vi;;; dt in modo da 
ridurre goo all'unita; di conseguenza, oiteniamo un sistema di rife
rimento sincrono, dove 

goo=1, goa=O, ga/3=-1'a/3(t). (117,1) 

Possiamo ora utilizzare Ie equazioni di Einstein nella forma 
(97,11), (97,12), (97,13). Poiche Ie grandezze 1'a/3, e con esse Ie com-
ponenti del tensore tridimensionale xa /3 = 1'all non dipendono dalle 
coordinate :ca, si ha allora Roa = O. Per la stessa ragione Pat> = 0, 
e, di conseguenza, Ie equazioni del campo gravitazionale nel vuoto 
si riducono al seguente sistema: 

1 (,r- /3)' V:V Y 1'xa =0 

Dalla (117,3) segue che 

(117,2) 

(117,3) 

(117,4) 

dove A! sono grandezze constanti. Contraendo gli indici a e p, 
otteniamo: 

x~= y =,~_t.~, 
Y vY 

da cui si vede che l' = costante t2• Senza compromettere la generalita, 
si puoporre cost ante = 1 (che si ottiene COD una semplice modifica 
della scala delle coordinate xa); si ha allora t.~ = 1. La sostituzione 
della (117,4) nell' equazione (117,2) da ora la relazione 

A!t.p= 1, (117,5) 
che lega tra di loro Ie cost anti J.!. 

Abbassando quindi I'indice p nella (117,4), scriviamo queste 
uguaglianze sotto forma di un sistema di equazioni differenziali 
ordinarie rispetto a 1'ap: 

. 2 
Yall=T AJ1'vp. (117,6) 

1) Peuemplificare la serittura delle formule, nei §§ if 7-118 poniamo c = 1. 
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L'insieme dei coefficienti ~ puo essere considerato come la matrice 
di una certa trasformazione lineare. Con una trasformazione lineare 
appropriata delle coordinate xl, Xl, Xl (0, cio che e equivalente, delle 
grandezze gllh g21h g3/1) si puo, in generale, ridurre questa matrice 
alIa forma diagonale. Indichiamone gli antovalori con PI' P2, P3 
e supponiamoli per ora reaH e diversi (per altri casi si veda pili 
avanti); siano n(l), n(2), n(3) gli autovetlori normalizzati. Si puo 
allora rappresentare la soluzione delle equazioni (117,6) nella forma 

(117,7) 

(i coefficienti costanti delle potenze di t si possono ridurre ad uno 
con una sceita appropriata della scala delle coordinate). Scegliendo 
infine Ie direzioni dei vettori n(l), n(2), n(3) come direzioni degli 
assi (chiamiamole x, y, z), riduciamo Ia metrica alIa forma 

(117,8) 

(E. Kasner, 1922). Qui Ph P2, P3 sono tre numeri arbitrari cbe 
soddisfano Ie due relazioni: 

Pi + P2 + P3 = 1, P~ + P~ + P:= 1 (117,9) 

(Ia prima segue da -g = t2, la second a si ottiene quindi dalla 
(117,5». 

I tre numeri PI' Pz, P3 non possono ovviamente avere valori 
identici. L'uguaglianza di due di essi ba luogo nelle terne 
(0, 0, 1) e (-1/3, 2/3, 2/3). In tutti gli altri casi i numeri PI' Pz, P3 
sono diversi e, inoltre, uno di essi e negativo e gIi altri due sono 
positivi. Se Ii scriviamo nell'ordine PI < pz < Ps, i loro valori 
saranno compresi negli intervalli 

(117,10) 

In tal modo, la metriea (117,8) corrisponde ad uno spazio uni
forme piatto, ma anisotropo, dove tutti i volumi crescono (al 
crescere del tempo) proporzionalmente ate dove Ie distanze Hneari 
lungo due assi (y, z) aumentano mentre lungo un altro (x) diminuisco
no. L'istante t = 0 e il punto singolare della soluzione; la metrica 
ba in esso una singolarita non eIiminabile con nessuna trasforma
zione del sistema di riferimento, e gli invarianti del tensore di 
curvatura quadridimensionale diventano infiniti. Fa eccezione 
il caso in cui PI = pz = 0, Pa = 1; questi valori corri
spondono al caso dello spazio-tempo piatto: la trasformazione 
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t sh z =~, t ch z = T riduce la metrica (117,8) alIa forma gali
leiana1

). 

La metrica (117,8) e la soluzione esatta delle equazioni di Ein
stein per 10 SPIlZlO vuoto. Ma in vicinanza di un punto singolare, 
per t piccolo, questa metrica rappresenta una soluzione approssi
mata (a menD dei termini dell'ordine di 1ft) delle equazioni, pur 
essendo la materia distribuita uniformemente nella spazio. La 
velocita e l'andamento della variazione della densita della materia 
sono determinati allora semplicemente dalle equazioni del mota 
in un campo gravitazionale dato, essendo I'influenza inversa della 
mat~ria suI campo trascurabile. La densita della materia tende 
all'infinito per t -+ 0, il che e in accordo col carattere Fisico della 
singolarita (vedi problema 3~ 

PROBLEMI 

1. Trovare la soluzione delle equazioni (117,6), corrispondente al caso in 
cui la matrice I.,g ha un valore principale reale (P3) e due complessi (PI, 2 = 
= P' ± ip·). 

Soiuziont'. In questo caso la variabile xo, dalla quale dipendono tutte Ie 
grandezze, deve avere un carattere spaziale; indichiamola con Xo = x. Nella 
(117,1) si deve avere quindi goo = -1. Quanto aIle equazioni (117,2) e (117,3), 
esse restano invariate. 

I vettori o<l)ed O<lI) nella (117,7) diventano comJllessi: 0<1, 2) = (0' ± io ")/-y2 
dove 0' ed n" sooo i vettori unitari. Orientando gli assi Xl, x2 , :r;8 oelle direziooi 
0', n·, n(3), otteniamo la soluzione nella forma 

g12 = _x2p' sen ( 2p" In : ) , 

gaa= _x2P3, -g= -goo I gall I =X2, 

dove a e una costante (la quale non puo essere ora eliminata con una scelta della 
scala lungo l'asse delle x, senza che non vengano cambiati altri coefficienti nelle 
espressioni scritte). I numeri PI, P2, Pa soddisfano, come prima, Ie relazioni 
(117,9); inoltre. il numero reale Pa eo minore di -1/3 oppure maggiore di 1. 

2. Risolvere il problema 1 per il caso di due autovalori coincidenti 
(PI = Pa)· 

1) La soluzione del tipo (117,8) esiste anche nel caso in cui la sua variabile 
e spaziale; bisogna allora cambiare i segoi in modo appl!opriato, per esempio: 

2p 2p 2Ps ds2=x 1dt2 _dx2 _z 2dy2_z dz2• 

TuUavia, in questa caso esistono anche soluzioni di altro tipo che appaiono 
quando la matrice I.,~ nelle equazioni (117,6) ha autovalori complessi 0 coio
cidenti (vedi problemi 1 e 2). Nel caso della variabile temporale t, queste 
soluzioni risultano impossibili perche il loro determinante g non soddisfa la 
condizione necessaria g < O. 

Citiamo infine un lavoro in cui e stata trovata una serie di soluzioni esatte 
delle equazioni di Einstein oel vuoto di tipi analoghi rna dipendenti da un 
numero maggiore di variabili: B. K. H a r r is 0 n, Phys. Rev. 116, 1285 (1959). 
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Solustone. Come e nota daUa teoria generale delle equazioni differenziali 
lineari, in questo caso il sistema (117,6) puo essere ridotto aUa seguente form. 
canonica: 

• 2pt • 2pz 
gu=X-gu, gZa=x- g2a , 

dove t.. e una costante. Per t.. = 0, si ritorna=aUa (117,8). Per 1. =1= 0 si puo pom 
t.. = 1; allora 

Dalla condizione gSII = glls troviamo all = 0, "3 = b2 • Con una scelta appro
priata della scala lungo gh assi xt ed xl riduciamo infine la metrica alla seguente 
forma: 

2p 2p 2p X 
ds2=-dx2-x t(dx t)2±2x zdx2dx3±x 21n _(dx3)2. 

a 

numeri Pl, P2 possono avere i valori 1, 0 oppure -1/3, 213. 
3. In vicinanza del punto singolare t = 0 determinare la legge di variazione 

con il tempo della densita di materia distribuita uniformemente nello spazio 
con la metrica (117,8). 

Soluzione. Trascuriamo l'influenza inversa della materia suI campo e par
tiamo dalle equazioni idrodinamiche del moto: 

1 ~ (y=-g au i ) = 0; 
y-gox. 

(p+e) uk (OUi _~ ul Ogh.l) = _ op. -UjUh op , 
oxh 2 ox. ox' ax" 

(1) 

contenute nelle equazioni T~. ,,=0 (vedi vol. VI, ldrodinamica, cap. XV). 
Qui a e la densita dell'entropia; in vicinanza della singolarita e necessario 
ricorrere all'equazione di stato ultrarelativistica P = e/3, e si avra allora 
a (Z) 83/'. 

Indichiamo i fattori temporali nella (117,8) con a = tPl , b = tP2 , C = tpa. 
Poiche tutte Ie grandezze dipendono soltanto dal tempo e poich8 si ha y - g = 
= abc, Ie equazioni (1) danno: 

Da cui 

d 3/10 duct de IF (abcuoe )=0, 4s Tt+ua IF=O. 

abcuos3/4 =costante, 

uas i
'" = costante. 

(2) 

(3) 

In base alla (3), tutte Ie componenti covarianti Ua sono grandezze dello 
stesso ordine. Tra Ie coml'onenti controvarianti 1a maggiore e US = ua/el 
(per t -+ 0). Conservando nell'identita UjUi = 1 solo i termini dominanti, otte
niamo percio u~ ~ UaU3 = (ua)tlct e poi dalle (2) e (3): 

1 
s (Z) a2bZ ' 

oppure 

(4) 
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Come c'era da aspettarsi, e tende all'infinito, quando t -+- 0, per tutti i valori 
di P3' tranne che per p, = 1, il che e dovuto al fatto che la singolaritil nella 
metrica con gli indici (0, 0, 1) non ha un senso fisico. 

La validita dell'approssimazione utilizzata e verificata dalIa valutazione 
delle com ponenti T~, omesse nei secondi membri delle equazioni (117,2) e (117,3). 
I loro termini dominanti sono: 

Tl- 8 CZl t- 2(1- P3), 

-(1+P ) Tg _ 8U3U3 CZl t 3 • 

Infatti, per t --+ 0 tutti crescono piii lentamente dei primi membri delle 
equazioni, che vanno invece come t-2• 

§ 118. Regime oscillatorio di avvicinamento 
ad un punto singolare 

Sull'esempio del modello delI'Universo con spazio uniforme 
del tipo IX studiamo una singolarita della metrica rispetto al tempo 
di arattere oscillatorio (V. A. Belinski, E. M. LifSic, I. M. Kha
latnikov, 1968). Vedremo nel prossimo paragrafo che tale carattere 
ha un significato abbastanza generale. 

Ci interesseremo al comportamento del modello in vicinanza 
di un pun to singolare (che sceglieremo come origine del tempo, t = 0). 
Come nella soIuzione di Kasner, esaminata nel § 117, la presenza del
la materia non influisce sulle proprieta qualitative di questo com
portamento, e per semplificare Io studio supporremo 10 spazio vuoto. 

Nella (116,3) supporremo diagonale la matrice T]ab (t) e indiche
remo i suoi elementi diagonali con a2

, b2, c2
; indic.hiamo ora i tre 

vettori di riferimento e(l)e(2), e(3) con I, m, n. La metrica spaziale 
si scrivera allora nella forma 

,\,aj3 = a2lalj3 + b2mamj3 + c2nanj3. (118,1) 

Per Io spazio del tipo IX Ie costanti di struttura sonol): 

C11 = C22 = C33 = 1 (118,2) 

(dove C\3 = C2
31 = C3

12 = 1). 

1) I vettori di riferimento corrispondenti a queste cost anti sono: 

1= (sen x3,-cos x 3 sen xi, 0), m= (cos x 3, senx3 sen x t , 0) 0=(0, cos x t , 1). 

Le coordinate assumono i valori compresi negli intervalIi: 0::;;;; xl ::;;;; n, 
o :s;;; x2 :s;;; 2n, o:s;;; XS :s;;; 4n. Lo spazio e chiuso; il suo volume e 

V = J V:V dxi dx2 dx3 = abc J sen xt dxi dx2 axa = 16n2abc. 

Per a = b = c, questo spazio diventa uno spazio a curvatura positiva cost ante 
di raggio di curvatura 2a. 
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Dalla (116,26) si vede che, date queste cost anti e la matriee 
diagonale TJab, Ie componenti R~a) del tensore di Ricci si annullano 
identicamente nel sistema di riferimento sincrono. Secondo Ia 
(116,24) si annullano anche Ie componenti non diagonali PIa) (b" 

Le altre componenti delle equazioni di Einstein danno per Ie fun
zioni a (t), b (t), c (t) un sistema di equazioni: 

(~bc)· 1 
abc = 2a2b2c2 [(lJ2 _C2

)2 _a4
], 

(ab.:)· 1 __ - [(a2 _c2)2_b4], 
abc - 2a2b2c2 (118,3) 

(abc)· _ 1 [( 2 b2)2 4J --- a - -c abc 2a2b2c2 • 

.. .. .. 
abc 
-+-+-=0 abc 

(118,4) 

(dove Ie (118,3) derivano da Rm = R(~) = Ral = 0; la (118,4) 
e I'equazione Rg = 0). 

Le derivate rispetto al tempo nel sistema di equazioni (118,3-4) 
assumono una forma pili semplice, se in luogo delle funzioni a, b, c 
si introducono i loro ]ogaritmi ex, ~, y: 

a = ea, b = ell, c = e'P, 

e in luogo di t la variabile 't definita da 

dt = abc d't. 
Allora 

2a,'t,'t = (b'l. _C2)2_a4, 

2P,'t,'t= (a2_c2)2_b4, 

2~' = (a2 _ b2)2 _c4 
r,~,~ , 

1 
"'2 (a+ ~+y),'t,'t=a,'tp,'t+ a,'tY,'t+~.'tY . ..., 

(118,5) 

(118,6) 

(118,7) 

(118,8) 

dove I'indice 't indica la derivazione rispetto a 'to Sommando 
termine a termine Ie equazioni (118,7) e sostituendo nel primo 
membro la somma delle derivate seconde conformemente alIa (118,8), 
otteniamo: 

1 
a,'t~,'t +a,'ti','t + ~,'ty,'t ="4 (a4 + b4

+C4 _ 2a2b2 _2a2c2 _2b2c2
). 

(118,9) 

Questa relazione contiene soltanto Ie derivate prime e rappresenta 
un integrale primo delle equazioni (118,7). 
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Le equazioni (118,3), (118,4) non possono essere risolte eeatta
mente in forma analitica, rna in vicinanza del punto singolare 
e possibile uno studio qualitativo dettagliato. 

Osserviamo, innanzitutto, che in assenza dei secondi membri 
nelle equazioni (118,3) (oppure, il che e 10 stesso, nelle equazio
ni (118,7» il sistema avrebbe una soluzione esatta nella quale 

dove PI, Pm' Pn sono numeri legati dalle relazioni 

PI + Pm + Pn = pf + p'fn + p~ = 1 

(118,10) 

(118,11) 

(un analogo della soluzione di Kasner (117,8) per 10 spazio omogeneo 
piatto). Abbiamo indicato qui gli esponenti delle potenze con p z, 
Pm' Pn, senza disporli in ordine crescente; conserviamo qui Ie 
notazioni Pl, P2' Pa, tratte dal § 117, per Ie terne di numeri disposti 
nell'ordine Pl < P2 < Pa e che percorrono i valori compresi negli 
intervalli (117.10). Questi numeri possono essere rappresentati sotto 
forma parametrica come segue: 

(118,12) 

Tutti i valori diversi di Pl, P2' Pa (osservando l'ordine convenuto) si 
ottengono, quando il parametro u percorre i valori compresi nella 
regione u;;:;::: 1. I valori u < 1 sonG compresi nella stessa regione 

118,13) 

Nella fig. 25 sono rappresentati i grafici di Pl, P2' Pa in funzione 
di 1/u. 

Supponiamo che in un certo intervallo di tempo i secondi mem
bri delle equazioni (118,7) siano effettivamente trascurabili e cbe 
abbia luogo il regime kasneriano (118,10). Una tale situazione non 
puo continuare indefinitamente (per t --+ 0), perche tra i termini 
indicati ci sono sempre quelli che crescono. Per esempio, se l'espo
nente nella funzione a (t) e negativo (PI = Pl < 0), la perturhazion8 
del regime kasneriano sara originata dai termini in a', mentre gli 
altri termini decresceranno al diminuire di t. 

Conservando nei secondi membri della (118,7) soItanto questf 
termini, otterremo un sistema di equazioni: 

1 CG - __ e,a ,r,"- 2 ' 

(118,14) 

33· 
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La soluzione di queste equazioni deve descrivere l'evoluzione della 
metrica a partire da uno stato « iniziale » nel quale l ) essa e descritta 
dalle formule (118,10) con una determinata combinazione degli 
esponenti (dove PI < 0); siano PI = PI' Pm = P2' Pn = Ps, in 
modo che 

a=tPt , b=tp2, c==tP3 

(in queste espressioni i coefficienti di proporzionalita si possono 
porre uguali ad uno, senza pregiudicare la generalita del risul-

I, 0 
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2~ 
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tato che sara ottenuto piu avanti). Inoltre, abc = t, l' = In t + 
+ costante; quindi, Ie condizioni iniziali per Ie equazioni 
(118.14) hanno la forma 

La prima delle equazioni (118,14) ha la forma di una equazione 
del moto unidimensionale di una particella nel campo di una 
barriera di potenziale esponenziale dove a ha il ruolo di coordinata. 
Per questa analogia, al regime iniziale kasneriano corrisponde un 
moto libero a velocita costante a, 1: = Pl. Respinta dalla barriera 1a 
particella riprendera il suo rnoto libero con la stessa velocita rna 
di segno opposto: a,1: = -Pl. Osserviamo anche che, in virtu 

1) R icordiamo che esaminiamo qui I' evoluzione della metrica per t __ 0; 
di conseguenza, Ie condizioni « iniziali » corrispondono ad un tempo successivo. 
e non precedente. 
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delle tre equazioni (118,14), 

ct,1: +~, 1: = costante, ct,1: + 1',1: = costante, 

di conseguenza, si vede che ~, 1: e 1',1: assumeranno i valori ~. 1: = 
= P2 + 2PI' 1'.1: = Pa + 2PI· Determinando di qui ct, ~. l' e t 
mediante la (118,6), otteniamo: 

ea ,",,"", e- P1't, ell "" e(P2+ 2P1)1:, eY"" e(P3+ 2P1)1:, t,...., e(1+2P1)\ 

, 1 PI 1 
pz = 1-21 PI 1 ' 

, 21 PII-P2 
Pm=- 1--2Ipt\ P' - P3- 2 1 Pi I (118 15) 

n - 1-2 1 pt\ . , 

Ne segue che l'azione della perturbazione provoca il passaggio 
da un « regime kasneriano » ad un altro, e la potenza negativa di t si 
sposta dalla direzione 1 alla direzione m: se era PI < 0, si ha ora 
P;" < 0. Nel processo di sostituzione la funzione a (t) passa per 
un massimo, e b (t) per un minima: la grandezza b (t), decrescente 
prima, comincia a crescere, e la crescente a (t) comincia a decrescere, 
mentre la funzione c (t) continua a diminuire. La perturbazione 
stessa (i termini a4 nelle equazioni (118,7», che prima cresceva, 
comincia a decrescere sino a risultare smorzata. Un'ulteriore evolu
zione della metrica, al crescere della perturbazione espressa dai 
termini b4 nelle equazioni (118,7), condurra in modo analogo ad 
un' altra sostituzione degli indici kasneriani, ecc. 

E comodo rappresentare la regola della successione degli espo
nenti (118,15) con l'aiuto della parametrizzazione della (118,12): 
se 

PI = PI (U), Pm = P2 (U), Pn = Pa (U), 
aHora 

PI=P2(u-1), P:n=pdu-1), P~=P3(u-1). (118,16) 

Resta positivo il maggiore dei due esponenti positivi. 
In questo processo di successione dei regimi kasneriani si puc. 

capire quale e il carattere dell'evoluzione della metrica nel processo 
di avvicinamento al punto singolare. 

Gli scambi successivi (118,16) nei quali I'esponente negativo 
(PI) si sposta tra Ie direzioni I ed m continuano fino a che non 
sara esaurita la parte intera del valore iniziale di u e non si avra 
u < 1. II valore u < 1 si trasforma in u> 1 secondo la (118,13); 
in questo istante e negativo l'esponente PI 0 Pm, mentre Pn diventa 
il minore dei due numeri positivi (Pn = P2). La serie success iva degli 
scambi spostera ora l'esponente negativo tra la direzione n ed I 
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oppure tra n ed m. Per un val ore iniziale arbitrario (irrazionale) 
di u il processo di alternanza di regimi continua indefinitamente. 

Per una soluzione esatta delle equazioni, gli esponenti Pl. PI' P. 
perdono, naturalmente, il significato letterale. Notiamo che quelta 
circostanza conferisce alIa definizione di questi numeri (e con essl 
al parametro u) una certa « indeterminazione », che, pur essendo 
piccola, toglie senso a110 studio di valori privilegiati (ad esempio, 
razionali) di u. Per:questo ha un significato reale solo il caso gene
rale di valori arbitrari irrazionali di u. 

In tal modo, il processo di evoluzione del modello yerso il 
punto singolare e composto di serie successive di oscillazioni; 
durante ciascuna di queste serie Ie distanze lungo due assi spaziali 
oscillano, e lungo il terzo asse decrescono in modo monotono; il 
volume decresce secondo una legge circa propozionale a t. Passando 
da una serie ad un'altra, la direzione, lungo la quale Ie distanze 
decrescono in modo monotono, si trasferisce da un asse all' altro. 
L' ordine di questi passaggi acquista asintoticamente il carattere 
di un processo casuale. Lo stesso carattere assume anche l' ordine 
di alternanza delle lunghezze delle serie successive di oscillazioni 
(cioe dei numeri che cambiano in ogn,i serie di « regimi kasne
riani »)1) 

Le serie successive di oscillazioni si accumulano quando ci si 
avvicina al punto singolare. Tra un qualsiasi istante finale del 
tempo d'universo t e l'istante t = 0 e compresa un'infinita di oscilla
zioni. L'andamento temporale di questa evoluzione dato da una 
variabiIe naturale che non e il tempo stesso t, bens! il suo logaritmo, 
In t, secondo il quale l'intero processo di avvicinamento al punto 
singolare si estende a - 00. 

Nell'esporre la soluzione abbiamo semplificato sin dall'inizio 
il problema, supponendo diagonale la matrice l']ab (t) nella (116,3). 
L'introduzione di componenti non diagonali l']ab nella metric a non 
cambia il descritto carattere oscillatorio dell'evoluzione della 
metrica e della legge (118,16) di scambio degli esponenti Ph Pm' Pn 
delle epoche kasneriane che si alternano. Ma questa introduzione 

1) Se il valore « iniziale ,. del parametro U e Uo = ko + Xo (dove ko e un 
numero intero, ed Xo < 1), la lunghezza della prima serle di oscillazioni sara 
aHora ko, e il valore iniziale di U per la serie successiva diventa U1 = 1/xo == 
== k1 + Xl, ecc. Da qui e facile concludere che Ie lunghezze delle serie successive 
sono date dagli elementi ko, kl' k, • ... dello sviluppo di Uo ill una frazione 
continua infinita (per Uo irrazionale) 

1 
uf}=kf}+------:-t---

k.+ 1 
k2 + :---c,----

k3+'" 
L'alterIlarsi dei valori degli elementi pili lontani di un tale sviluppo avviene 
con leggi statistiche. 
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tuttavia fa sl che appaia una proprieta supplementare: 10 scambio 
degli esponenti e accompagnato anche dal cambiamento delle dire
zioni degli assi aIle quali si riferiscono questi esponentfl). 

§ 119. Singolarita rispetto al tempo nella 
soluzione cosmologica generale delle 
equazioni di Einstein 

Come e stato gia detto, il fatto che il modeIlo di Fridman 
sia adeguato alla descrizione della stato attuale dell'Universo, 
di per se stesso, non permette di sperare che questo modello sia 
altrettanto adeguato aUa descrizione degli stadi iniziali dell'evo
Iuzione dell' Universo. Sorge quindi, anzitutto, la domanda: in 
che misura Ia presenza di un punto singolare rispetto al tempo 
e in generale una proprieta necessaria dei modelli cosmologici, 
e non e dovuta a specifiche ipotesi semplificanti (in primo Iuogo, 
alIa simmetria) sulle quali so no basati questi modelli? Sottoli
neiamo che parlando di un punto singolare, noi alludiamo ad 
una proprieta fisica, e cioe al fatto che diventano infinite Ie 
densita della materia e gli invarianti del tensore di curvatura qua
dridimensionale. 

L 'indi pendenza da i potesi specifiche significherebbe che Ia 
presenza della singolarita e propria non soitanto delle soluzioni 
particolari, rna anche della soluzione generale delle equazioni di 
Einstein. II criterio di generalita per una soluzione consiste nel 
numero di funzioni « fisicamente arbitrarie » che essa contiene. Nella 
soIuzione generale il numero di tali funzioni deve essere sufficiente 
per fissare arbitrariamente Ie condizioni iniziali in un qualsiasi 
istante scelto (4 per 10 spazio vuoto, 8 per 10 spazio riempito di 
materia; vedi § 95)1). 

Non e naturalmente possibile trovare una soluzione generale 
in forma esatta per l'intero spazio e tutto il tempo. Per la 

1) Per questa e altre proprieta del comportamento dei modelli cosmololrioi 
uniformi del tipo considerato si veda V. A. Belinski, E. M. lAlstc, I. M. /("8-
latnikov, Adv. in Physics, 19, 525 (1970); 31,639 (1982). 

2) Sottolineiamo subito, pero, cbe la nozione di soluzione generale nOD i uni
voca per un sistema di equazioni differenziali non lineari, quaIl SODO Ie equutoD1 
di Einstein. In linea di massima, possono esistere pili integra Ii geIleralt, OlaMUIlO 
dei quali abbraccia non tutta la varieta di condizioni iniziaU pluabUi, ~DIS 
una sua parte finita. Di conseguenza, I 'esistenza di una soluzioDI ItDIl'lIa OOD 
singolarita non esclude la presenza di altre soluzioni generaU I8Dla .11If01a .. , •• 
Per esempio, non c'e nessuna ragione per mettere in dubblo 1'811."DII dl u~ 
soluzione generale senza singolarita che descrive un corpo ItabU, IJolato dl 
massa non troppo grande. . '., 
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soluzione del problema posto questo non e necessario: • wllielente 
studiare la forma della soluzione in vicinanza deU..... ... 
larita. ,) 

La caratteristica della singolarita di cui e dotata la "oluIIOII 
di Fridman sta nel fatto che la riduzione a zero delle distanze .,*"' 
ziali avviene secondo una legge identica in tutte Ie direzioni. Ttl, 
tipo di singolarita non e sufficientemente generale: esso e proprio 
della classe di soluzioni, contenente solamente tre funzioni arbitrarie 
delle coordinate (vedi problema del § 113). Notiamo anche che 
queste soluzioni esistono soltanto per uno spazio riempito di 
materia. 

Per quanto riguarda la singolarita del modello di tipo o.scilla
torio, esaminata nel paragrafo. precedente, essa ha un carattere 
genera Ie: esiste una so.luzione delle equazioni di Einstein con una 
tale singolarita, che contiene tutto l'insieme necessario di funz:oni 
arbitrarie. Descriveremo. qui in breve il metodo. di costruzio.ne di 
tale so.luzione, senza entrare nei particolari del calcolo.l). 

Co.me anche nel modello unifo.rme (§ 118), il regime di avvicina
mento. al punto. singo.lal'e nella so.luzione genera Ie e compo.sto. di 
serie alternantisi di « epoche kasneriane ». Durante ciascuna di 
queste epoche i termini principali (rispetto. a 1ft) del tenso.re metrico 
spaziale (nel sistema di riferimento sincrono) hanno. la forma (118,1) 
co.n Ie funzioni del tempo. a, b, c date dalla (118,10), rna i 'vetto.ri 1, 
m, n rappresentano. ora funzioni arbitrarie (e no.n completamente 
determinate, come nel modello. unifo.rme) delle coo.rdinate spaziali. 
Funzioni analo.ghe (e no.n semplicemente numeri) so.no. ora anche 
gli eSPo.nenti PI, Pm' Pn che sono. legati tra di loro, co.me prima, 
dalle relazio.ni (118,11). La metrica COS! co.struita so.ddisfa Ie equa-
zio.ni Rg = 0 ed R~ = 0 per un campo nel VUo.to. (nei loro. termini 
dominanti) durante un certo intervallo. di tempo.. Le equazioni 
R~ = 0 invece conducono a tre relazio.ni (non co.ntenenti il tempo.) 
che debbo.no. essere imposte alle funzio.ni arbitrarie delle coordinate 
spaziali, co.ntenute in 'Ya /3' Queste relazio.ni legano tra di lo.ro 10 fun
zio.ni differenti: tre compo.nenti di ciascun vettore I, m, n e una funzio.
ne degli esponenti delle potenze del tempo. (una qualsiasi delle tre 
funzio.ni P I, Pm, Pn legate da due condizioni (118,11». Nel determinare 
il numero delle funzioni fisicamente arbitrarie bisogna anche pren
dere in considerazione che il sistema di riferimento sincro.no 
ammette anco.ra trasfo.rmazio.ni arbitrarie di tre co.o.rdinate spaziali, 
e no.n del tempo.. Di conseguenza, la metrica co.ntiene in tutto 
10 - 3 - 3 = 4 funzioni arbitrarie: esattamente quante ce ne 
devo.no. essere nella soluzione generale per il campo nel VUo.to.. 

1) Questi particolari si possono trovare nell'articolo: V. A, Belinski, 
E. M. Lijsic, I. M. Khalatnkiov, Adv. in Physics, 31,639 (1982). 
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La sostituzione di un'epoca kasneriana con un'altra avviene 
(come anche nel modelIo uniforme) grazie alIa presenza, in tre 
delle sei equazioni R~ = 0, di termini che al decrescere di t cre
scono pili velocemente degli altri e, di consequenza, svolgono il ruolo 
di una perturbazione che distrugge il regime kasneriano. Nel caso 
generale queste equazioni hanno una forma che si distingue dalle 
equazioni (118,14) soltanto per il fattore (I rot III [mn]?, dipen
dente dalle coordinate spaziali, che si trova nei loro secondi membri 
(si suppone che dei tre esponenti PI, Pm' Pn sia negativo PZ)1). Poiche, 
tuttavia, Ie equazioni (118,14) costituiscono un sistema di equazioni 
differenziali ordinarie rispetto al tempo, questa distinzione 
non influisce in nessun modo sulla loro soluzione e sulla legge di 
scambio degli esponenti kasneria.'i (118,16) che segue da questa 
soluzione, e quindi su tutte Ie ulteriori conseguenze esposte nel 
§ 1182). 

II grado di generalita della soluzione non diminuisce se 5i 
introduce la materia; la materia si « inserisce» nella metrica COil 

Ie nuove 4 funzioni delle coordinate che la riguardano, necessarie pe, 
definire Ie distribuzioni iniziali della sua densita e Ie tre componenti 
della velocita. II tensore energia-impulso della materia Tf intro
duce nelle equazioni del campo termini che risultano di un ordine 
pili elevato in 1/t dei termini principali (in modo analogo 
a quanta esposto nel problema 3 del § 117 per il modello iniforJllo 
piatto). 

In tal modo, l'esistenza di singolarita rispetto al tempo e una 
pro prieta molto generale delle soluzioni delle equazioni di Einstein; 
inoltre, il regime di avvicinamento al punto singolare ha, nel caso 
generale, un carattere oscillatorio3). Sottolineiamo che questa 
caratteristica non e dovuta alla presenza della materia (e, di conse
guenza, alIa sua equazione di stato); essa e una caratteristica dello 
spazio-tempo gia, di per se, vuoto. Per quanta concerne Ia singola
rita del tipo monotono isotropo, propria della soluzione di Friedman 
e dipendente dalla presenza della materia, essa ha un'importanza 
particolare. 

1 Per il modello uniforme questa fattore coincide con il quadrato della 
costante di struttura ell ed e costante per definizione. 

2) Se Ie funzioni arbitrarie della soluzione so no sottoposte alla condizion& 
supplementare I rot I = 0, Ie oscillazioni sono assenti e il regime kasneriano 
continuera sino al pun to stesso t = O. Tuttavia una tale soluzione contiene una 
tunzione in meno rispetto al caso generale. 

3) Il fatto dell'esistenza di un punto singolare nella soluzione genera Ie 
delle equazioni di Einstein p stato dimostrato per la prima volta da R. Penrose 
(1965) con metodi topologici i quali, pero, non permettono di stabilire il 
carattere concreto analitico della singolarita. Per metodi e teoremi ottenuti 
con essi si veda R. Penrose, StructlJ,re of space-time, W. Bengamin, N. Y. 1968. 
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Parlando di singolarita, sotto rapetto cosmologico int'Ddiamo 
che il punto singolare influenzi tutto 10 spazio e non soltanto una 
sua parte limitata, come nel collasso gravitazionale di un eorpo 
finito. Ma il carattere generale della soluzione oscillatoria permeUI 
di ritenere che sia dello stesso tipo anche la singolarita raggiunta 
da un corpo finito in collasso sotto r orizzonte degli eventi nel 
sistema di riferimento in moto solidale. 

Abbiamo parlato sinora della direzione di avvicinamento al 
punto singolare come della direzione dei tempi decrescenti; 
data la simmetria delle equazioni di Einstein rispetto al cambia
mento del segno del tempo, si potrebbe parlare, con 10 stesso diritto, 
di avvicinamento al punto singolare nella direzione dei tempi 
crescenti. Tuttavia in realta, data la non equivalenza fisica del 
futuro e del passato, tra questi due casi vi e una differenza di fondo 
nell'impostazione stessa del problema. La singolarita nel futuro 
puo avere un significato fisico solo a condizione che essa sia 
compatibile con condizioni iniziali arbitrarie, date in un certo 
istante precedente. E ovvio che non c'e ragione alcuna perche la 
distribuzione della materia e del campo, ottenuta ad un certo 
istante nel processo di evoluzione dell'Universo, corrisponda aIle 
condizioni specifiche richieste per la realizzazione di una 0 di un'altra 
soluzione particolare delle equazioni di Einstein. 

E poco probabile che 10 studio basato solo sulle equazioni gravita
zionali possa in generale dare una risposta univoca alIa questione 
relativa al tipo di singolarita nel passato. E naturale credere che la 
scelta della soluzione corrispondente all'Universo reale sia dovuta 
a certe esigenze fisiche di fondo, che non possono essere stabilite 
sulla base della sola teoria gravitazionale esistente; tali esigenze 
possono essere precisate soltanto in seguito ad un'ulteriore sintesi 
delle teorie fisiche. Potrebbe risultare in questo senso che, in linea 
di massima, a questa scelta corrisponda un certo tipo particolare 
(isotropo, per esempio) di singolarita. Cio nondimeno, risulta 
piu naturale credere a priori che, in virtu del carattere generale del 
regime oscillatorio, sia proprio quest'ultimo a descrivere gli stadi 
iniziali dell'evoluzione dell'Universo. 

E necessario infine fare ancora la seguente osservazione. II campo 
di applicazione delle equazioni di Einstein, non e in nessun modo 
limitato dalle piccole distanze 0 dalle grandi densita della materia 
nel senso che Ie equazioni non conducono, in questa limite, a nes
suna contraddizione interna (contrariamente, ad esempio, aIle equa
zioni classiche dell'elettrodinamica). In questa senso, 10 studio delle 
singolarita della metrica spazio-temporale sulla base delle equazioni 
di Einstein e completamente corretto. Non vi e dubbio pero, che 
in realta, per il limite indicato, debbono verificarsi sostanzialmente 
fenomeni quantistici dei quali ancora noi, allo stato attuale della 
teoria, non possiamo dire niente. 801tanto una sintesi futura della 
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teoria della gravitazione e della teoria quantistica potra preeisare 
quali risultati della teoria classiea conserveranno la loro validita. 
Nello stesso tempo, non vi e motivo di dubitare che la stessa 
comparsa di singolarita nelle soluzioni delle equazioni di Einstein 
(sia sotto l' aspetto cosmologico che per il collasso dei corpi 
fin it i) ha un profondo significato fisieo. Non bisogna dimentieare 
che ormai Ie enormi densita raggiunte nel corso di un collasso gravi
tazionale, anche se non offrono motivi per dubitare della valid ita 
della teoria classica della gravitazione, sono sufficienti per indi
viduare in questo un fenomeno fisieo « singolare ». 
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